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Streszczenie: Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej moze by¢ scharakteryzo-
wany przez podanie pewnych liczb zwanych parametrami rozktadu. Do najczesciej uzy-
wanych parametrow naleza momenty. W pracy skoncentrujemy si¢ na rozktadzie Polyi,
bowiem mozna z niego tatwo uzyskaé jako przypadki szczegélne lub odpowiednio gra-
niczne wazne w statystyce rozklady, takie jak dwumianowy, ujemny dwumianowy lub
Poissona. W 1972 r. G. Miihlbach podat interesujace wzory na momenty rozktadu Polyi.
Autor ten nie wnikal w ocene¢ efektywnosci rachunkowej podanego wzoru na momenty
zwykte. Pokazemy, co ma znaczenie praktyczne, ze wzor ten mozna przedstawi¢ w prost-
szej, wygodnej formie.

Stowa kluczowe: rozklad Polyi, moment zwykty.

1. Wstep

Zmienna losowa jest zasadniczo wystarczajagco dokladnie opisana
przez jej rozktad prawdopodobienstwa. Wzgledy praktyczne dyktuja
jednak potrzebg znalezienia charakterystyk liczbowych rozktadu, po-
niewaz sg to opisy krotkie 1 umozliwiajg szybkie porownanie rozkta-
déw ze soba.

W statystyce teoretycznej, a takze w statystyce uzytkowanej
w ekonomii zachodzi czgsto potrzeba uchwycenia zasadniczych wlas-
nosci badanej zbiorowosci. Abstrahujemy wtedy od wielu szczego-
tow, a wiasnosci, o ktorych podkreslenie nam chodzi, charakteryzu-
jemy niejednokrotnie tez za pomocg jednej lub kilku liczb. Nalezg do
nich w pierwszym rzedzie srednia arytmetyczna i odchylenie przecigt-
ne, a przypadku rozktadu momenty.

2. Rozklad G. Polyi

W niniejszej pracy analizujemy wzor na momenty rozktadu G. Polyi
podany w 1972 r. przez G. Miihlbacha. W tym celu przypomnimy, ze
rozktad ten wyraza si¢ wzorem
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STAT\}?;%\F;E};SB P(X _ k) _ (n) p(p+a))..[p+(k-1alq(q+a..[q+(n—-k-1)a]
Nr 13(19) k 1(1+a)(1+2a)..[1+(n-1)a] >

gdzie n = 1,2,..., k = 01,2,...,n, a — dowolna liczba, przy czym dla
a < 0 zaktadamy

—an < min(p,q),q =1—7p.

W celu ulatwienia zapisu tego dos¢ rozciaggliwego wzoru, postugu-
jemy si¢ zwykle tzw. wielomianami czynnikowymi stopnia » wzgle-
dem x (nazywanymi takze uogdlniong r-tg potega liczby x) w sposéb
nastepujacy

xl0A =1, xlra = b [y (7—1)a],
gdzie r =1,2,..., za$ a oznacza dowolng liczbe.
Z podanego tu okreslenia rekurencyjnego wynika, ze
x9N = x(x—a)(x—2a). . .[x-(r-1)a).

W oparciu o powyzsze wzory rozktad Polyi mozna zapisaé nastepujaco

ny plk-al o
P =) = (i) ey g

G. Miihlbach zapisywat ten rozktad w nieco innej symbolice

_ (N o (@) pn_r(1-x,0)
Qn,x(x; a) = (k) o (L) ,

co sprowadza si¢ do zapisu

@, (x,a) = xlk-al,

3. Wz6r na momenty G. Miihlbacha

Dla znalezienia wzoru na momenty zwykle w rozkladzie Polyi,
G. Miihlbach postuzyt si¢ operatorem Q,[f; x, a], ktory przedstawia
si¢ nastepujaco

n

Qn [f} x,a] = z (7) Alf(xn,l)qn,l(xr a),

=0

gdzie ALf (xn,k ) oznacza roznicg¢ rzedu / okreslong nastepujaco

Aof(xn,k) = f(xn,k)»

A f Qg )=Af (X pern) — A (enpds 1= 0,12,
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Gn,(x,a) = P(x = 1), jak uprzednio podano. Nr 13(19)

W oparciu o podany operator autor uzyskat nastepujacy wzor na mo-
menty

m, = Qn [gr; X, a] = Z?:O (?) gr(tn,l)' qn,l(x’ a)a

gdzie

gr(tn,l) (ntnl) nl - %a

co mozna takze zapisa¢ w postaci

=y 1(x,a)
m, = (l)gr( nl) o1 (1.a)’

lub w bardziej znanej symbolice

[L—a]
m, = (l)A gr(tnl)x[l —ar

gdzie przy tej stosowanej notacji x = p.

4. Modyfikacja wzoru Miihlbacha

Autor nie wnikat w oceng efektywnosci rachunkowej podanego wzo-
ru. Wzor ten mozna przedstawi¢ w prostszej 1 wygodniejszej do obli-
czen formie przy pomocy liczb Stirlinga S drugiego rodzaju, ktore
okreslamy jako wspotczynniki przy wielomianach czynnikowych w
tozsamosci

= Syxl0 + STt 4 T2 4 .. §TxlT = 37 STyl

przyjmuje}c
S0=1,87=0dlar =12, ..,

S, =1dlar =1,2,..,
S;=0dlar <k,

oraz korzystajac z réznic skonczonych zera, to jest roéznicy funkcji
y = x*¥ w punkcie x=0 z krokiem 1, tzn.

A0k = 1% — 0%, 420% = A(1* — 0F) = 2F — 2.1% + OFitd.

Zachodzi nastgpujacy wzor rekurencyjny, ktory jest wykorzystywany
przy uktadaniu tablic roznic skonczonych zera

ALK+ = 1(AL0K + AF-10K), 1 < k.
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Nr 13(19) (n) nll
l !
oraz fakt, ze réznica rzgdu / we wzorze na momenty jest liczona
w punkcie zero, otrzymujemy zapis tego wzoru w postaci

] [L—a]
_\yn " aiarX
my = Ali=o I A4 1[L—-a] -

Zachodzi nastgpujacy zwigzek miedzy roznicami skonczonymi zera a
liczbami Stirlinga drugiego rodzaju

alo” r
T SUs

wiec wzOr na momenty mozna zapisa¢ ostatecznie w postaci

Liczby Stirlinga sg stablicowane, np. przez Kaufmanna [1968], wigc
pozwala to do$¢ sprawnie wyliczy¢ moment potrzebnego rzgdu. Na

przyktad
xlL-al
my = ¥ onls) Ti-a — %,
= — 1), X&+0)
m, =nx +n(n—1). o

x(x+a)
1+a

x(x+a)(x+2a)
(1+a)(1+2a)’

my; =nx +3n(n—1) +n(n-1)(n-2)

x(x +a)

1+a
x(x +a)(x + 2a)

1+a)+ 2a)

m, =nx + 7n(n—1)

+6n(n—1)(n—2)

x(x+a)(x+2a)(x+3a)

+n(n — 1)(n - 2)(” - 3) (1+a)(1+2a)(1+3a)

5. Wzér rekurencyjny na momenty

W podreczniku z rachunku prawdopodobiefistwa Gerstenkorn i Srod-
ka [1972] podany jest wzor rekurencyjny na momenty (wzor 6.5.11,
s. 227) wraz z dowodem w schemacie Pdlyi losowego pobierania kul
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z urny, tzn. gdy N — liczba kul w urnie, b — liczba biatych kul w urnie,
¢ — liczba czarnych kul w urnie, b+c=N, s — liczba dodawanych lub
wyjmowanych kul z urny danego koloru w zaleznosci od koloru
uprzednio wylosowanej i zwroconej kuli do urny. Wzor ten jest postaci

Myi1 = s Zieo0n () = =sm) (; 1 1) =5 (; 4 2 Dmei

gdzie r=0,1,2,..., n — liczba przeprowadzonych doswiadczen (loso-
wan). W przypadku s < 0 nalezy przyja¢ zatozenie —ks < bi —
n—-k)s<c,k=012,..n

W schemacie Polyi pytamy o prawdopodobienstwo otrzymania k

kul biatych na n losowan.
Jesli uwzglednimy znang w tym schemacie zalezno$¢: % = p,% =

q,% = a, to otrzymamy wygodng forme¢ wzoru dla rozktadu Polyi

1 r r r
Mrir = g i (1) = @ =) (i 4 1) = a4 oo
Z podanych tu wzoréw na moment rozktadu Polyi uzyskuje si¢ ta-
two jako przypadki szczegdlne wzory na momenty rozkladow dwu-
mianowego (Bernoulliego), hipergeometrycznego, ujemnego dwu-
mianowego, a w przypadku granicznym takze dla rozktadu Poissona.
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REMARKS ON THE FORMULA FOR THE MOMENTS
OF THE POLYA PROBABILITY DISTRIBUTION

Summary: The probability distribution of a random variable can be characterized by
some numbers called parameters of the distribution. The most commonly used parameters
are the moments. Our attention is concentrated on the Polya distribution because it is
easily possible to obtain from it some special cases very important in the statistics distri-
butions such as binomial, negative binomial and Poisson (in the limit procedure). In 1972
G. Miihlbach introduced very interesting formulae for the moments of the Pdlya distribu-
tion. The author did not investigate an appreciation of the numerical efficacy of the for-
mula for the simple moments. We will show that it is possible to demonstrate this formula
in a simpler form. It has a practical significance and importance.

Keywords: the Polya distribution, moments.
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