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ZAUFANIE DO INSTYTUCJI PUBLICZNYCH 
I FINANSOWYCH W POLSKIM SPOŁECZEŃSTWIE –  
ANALIZA EMPIRYCZNA Z WYKORZYSTANIEM  
UKRYTYCH MODELI MARKOWA 

Streszczenie: Ukryte modele Markowa zaliczane są do grupy modeli ze zmiennymi ukry-
tymi, w których wykorzystywana jest idea mieszanek rozkładów. Modele te stosowane są 
najczęściej dla danych panelowych czy szeregów czasowych, gdzie celem jest już nie tylko 
podział obserwacji na homogeniczne grupy, ale również pewna analiza zmian w czasie.  
W części empirycznej artykułu uwzględnione zostaną dodatkowo tzw. zmienne towarzyszące. 
Celem badań będzie podział Polaków na klasy o podobnym stopniu zaufania do instytucji 
publicznych i finansowych, a także zaobserwowanie zmian ich postaw na przestrzeni kilku 
lat. Badania przeprowadzone będą za pomocą ukrytych modeli Markowa (latent Markov 
models) z wykorzystaniem pakietów depmixS4 i Rsolnp programu R. 

Słowa kluczowe: ukryty model Markowa, mieszanka rozkładów, podejście modelowe 
w taksonomii. 

DOI: 10.15611/pn.2015.384.10 

1. Wstęp 

Modele mieszanek rozkładów dla zmiennych jakościowych (mierzonych na ska-
lach słabych) zwane są modelami (latent class models) lub analizą klas ukrytych 
(latent class analysis). W ostatnim czasie coraz bardziej na popularności zyskują 
modele klas ukrytych dla danych panelowych czy szeregów czasowych, gdzie ce-
lem jest już nie tylko podział obserwacji na homogeniczne grupy, ale również 
pewna analiza zmian w czasie t. W tym przypadku stosowane są ukryte modele 
Markowa (LMM, latent Markov model), które bardzo często wykorzystywane są 
w naukach społecznych. Modele te stosowane są również w psychologii do mode-
lowania procesów uczenia się (zob. np. [Wickens 1982, Schmittmann i in. 2006]). 
W ekonomii modele te zwane są również modelami o zmiennych reżimach (zob. 
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np. [Ghysels 1994; Kim 1994]). Wśród innych zastosowań wymienić należy rów-
nież rozpoznawanie mowy [Rabiner 1989] oraz różnego rodzaju badania genetycz-
ne (zob. np. [Krogh 1998]). W tego rodzaju aplikacjach modele te nazywane są 
modelami ukrytego łańcucha Markowa (HMM, hidden Markov models). W mode-
lach LMM analizowane są najczęściej krótkie, wielowymiarowe szeregi czasowe  
o dużej liczbie obserwacji (dane panelowe). Modele HMM stosowane są głównie 
do długich, jednowymiarowych szeregów czasowych pojedynczych procesów lub 
jednostek. Bardziej szczegółowe informacje na temat tego rodzaju modeli można 
znaleźć w pracach takich jak [Cappe, Moulines, Ryden 2005; Frühwirth-Schnatter 
2006; Zucchini, MacDonald 2009].  

W literaturze (zob. [Visser, Speekenbrink 2010]) można również spotkać się 
z terminem zależne modele mieszanek (dependent mixture model) na określenie 
modeli zarówno LMM, jak i HMM. 

Impulsem do napisania niniejszego artykułu był poruszony w Raporcie Dia-
gnozy Społecznej 2013 [Szumlicz 2013] problem niskiej wiarygodności instytucji 
zaufania publicznego wśród Polaków. Celem referatu będzie podział Polaków  
na klasy o podobnym stopniu zaufania do instytucji publicznych i finansowych,  
a także zaobserwowanie zmian ich postaw w ciągu kilku lat w zależności od wy-
branych zmiennych demograficznych. 

2. Ukryty model Markowa 

W ukrytym modelu Markowa badana jest funkcja gęstości wielowymiarowego 
szeregu czasowego )( tf Y , w którym struktura przejścia pomiędzy stanami zdefi-
niowana jest za pomocą procesu Markowa. W modelu tym dyskretna zmienna lo-
sowa tX  nie jest bezpośrednio mierzalna, a stany1 łańcucha nazywa się ukrytymi.  

Ukryty model Markowa można zapisać jako: 

 
1

1 1
1 1 2 1

( ) ( ) ( | ) ( | ),
T

T Tu u

t t t t t
X X t t

f f X f X X f X−
= = = =

= ∑ ∑ ∏ ∏Y Y  (1) 

gdzie )( 1Xf  – funkcja gęstości rozkładu początkowego, prawdopodobieństwo zna-
lezienia się w ukrytej klasie w czasie 0=t . 

)|( 1−tt XXf  – prawdopodobieństwo przejścia, które określa prawdopodobieństwo 
przynależności do klasy ukrytej w czasie t, pod warunkiem przynależności do tej 
klasy w czasie t–1. Ukryta macierz przejścia A  o elementach sra ( urs ,,1, = ), 

                      
1 Ponieważ analizowane obserwacje są zmienne w czasie t, w literaturze z zakresu łańcuchów 

Markowa często spotykanym określeniem jest stan. Z racji zastosowania teorii łańcuchów Markowa 
na gruncie taksonomii w dalszej części pracy autor posługiwał się będzie terminem klasa lub grupa. 
W literaturze polskiej wśród prac z zakresu teorii łańcuchów Markowa wymienić należy [Podgórska 
i in. 2000; Stawicki 2004].  
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Suma prawdopodobieństw w każdym wierszu macierzy A  jest równa jeden. 
)|( tt Xf Y – funkcja gęstości rozkładu wielowymiarowego. 

Ukryty model Markowa może dodatkowo zawierać jeszcze tzw. zmienne towa-
rzyszące tZ (covariates lub concomitant variables). W modelach klas ukrytych 
ocenia się wpływ tych zmiennych na przynależność obiektów do klas (wpływ na 
prawdopodobieństwa a priori) (zob. np. [Dayton, Macready 1988, s. 173-178; Ha-
genaars, McCutcheon 2002; Genge 2013]). W ukrytych modelach Markowa anali-
zowany jest głównie wpływ zmiennych towarzyszących na prawdopodobieństwa 
przejścia do poszczególnych klas [Chung i in. 2007; Vermunt i in. 1999; Visser 
2011]. 

Wpływ zmiennych towarzyszących na prawdopodobieństwa przejścia wyraża-
ny jest za pomocą wielomianowej funkcji logitowej [Agresti 2002]. Parametry 
modeli mieszanek najczęściej szacowane są za pomocą algorytmu EM [Dempster  
i in. 1977, s. 1-38], a wybór modelu optymalnego dokonywany jest na podstawie 
kryteriów informacyjnych, tj. BIC oraz AIC [Akaike 1974; Schwarz 1978].  

3. Analiza empiryczna 

Analizę empiryczną przeprowadzono na podstawie danych panelowych pochodzą-
cych z projektu Diagnoza Społeczna [Diagnoza społeczna…2013]2. Analizie pod- 
dano 6610 osób, które wzięły udział w trzech edycjach badania panelowego, prze-
prowadzonego w latach 2009, 2011, 2013. Szacowno więc modele dla 19 830 ob-
serwacji łącznie. Analiza została przeprowadzona z uwzględnieniem ośmiu zmien-
nych.  

W nawiasie podano oryginalne nazwy ze zbioru udostępnianego na stronie inter-
netowej3, litera e poprzedzająca symbol zmiennej (np. ep101_1) dotyczy badania 
w roku 2009, litera f – badania w roku 2011, zaś litera g – badania w roku 2013. 

1. 1Y  (ep101_1, fp98_1, gp_104_1): Zaufanie do banków4; 
2. 2Y  (ep101_2, fp98_3, gp_104_3): Zaufanie do Sejmu; 

                      
2 W raporcie Diagnozy [Szumlicz 2013] dokonano analizy porównawczej procentowego udziału 

odpowiedzi na każde z zadanych pytań w roku 2013 z osobna. W pracy podkreślono, że zmiana skali 
wyrażania opinii w roku 2013 pozwoliła poprawić wiarygodność niektórych instytucji finansowych  
i instytucji państwa w porównaniu do lat ubiegłych („sztucznie” podwyższyć oceny). 

3 www.diagnoza.com. 
4 Możliwe odpowiedzi na każde z poniższych pytań: 1 – tak; 2 – nie; 3 – nie mam zdania. 
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3. 3Y  (ep101_3, fp98_4, gp_104_4): Zaufanie do prezydenta; 
4. 4Y  (ep101_6, fp98_5, gp_104_5): Zaufanie do Parlamentu Europejskiego; 
5. 5Y  (ep101_7, fp98_6, gp_104_6): Zaufanie do policji; 
6. 6Y  (ep101_8, fp98_7, gp_104_7): Zaufanie do rządu; 
7. 7Y  (ep101_9, fp98_8, gp_104_8): Zaufanie do ZUS-u; 
8. 8Y  (ep101_5, fp98_10, gp_104_10): Zaufanie do funduszy emerytalnych 

(OFE). 
W badaniu uwzględniono również następujące zmienne towarzyszące: 
a) 1Z : wiek – mniej niż 18 lat, 18-25 lat, 26-40 lat, 41-60 lat, więcej niż 60 lat, 
b) 2Z : status (1 – pracownicy sektora publicznego; 2 – pracownicy sektora 

prywatnego; 3 – prywatni przedsiębiorcy; 4 – rolnicy; 5 – renciści; 6 – emeryci; 7 – 
uczniowie i studenci; 8 – bezrobotni; 9 – inni bierni zawodowo); 

c) 3Z : edukacja (1 – podstawowe i niższe; 2 – zasadnicze zawodowe/gim- 
nazjum; 3 – średnie; 4 – wyższe i policealne). 

W badaniach wykorzystano pakiet depmixS4 programu R. 
Ukrytą liczbę klas wybrano na podstawie wartości kryteriów informacyjnych 

AIC oraz BIC. Kryterium BIC oraz AIC wskazało minimalną wartość dla liczby 
klas równej trzy. Niewiele większą wartość otrzymano dla czterech klas, w przy-
padku kryterium AIC. W takich sytuacjach często wybierane są modele mniej zło-
żone (zob. np. [Collins, Lanza 2011]), dlatego też w dalszej części pracy analizo-
wano model o trzech klasach ukrytych. 

Następnie szacowano ukryty model Markowa dla zmiennych 81 YY − .  
W klasie pierwszej, stanowiącej 47% wszystkich respondentów (9332 respon-

dentów), aż 43% w ogóle nie ma zaufania do banków, tylko 31% badanych jest 
przeciwnego zdania, a 26% respondentów nie chce określić swego nastawienia do 
tej instytucji. Prawie wszyscy ankietowani w tej klasie nie mają zaufania do sejmu 
(96%) oraz rządu (94%). Niestety zdecydowana większość badanych (80%) nie ufa 
również głowie naszego kraju, 15% ankietowanych ma odmienne zdanie. Tylko 
13% badanych ma zaufanie do Parlamentu Europejskiego (64% pozostaje nieufne). 
73% ankietowanych w tej klasie ma negatywne nastawienie do ZUS, a 65% do 
OFE. Największym, bo 41-procentowym zaufaniem respondenci darzą policję 
(połowa badanych ma odmienne zdanie). 

Klasa druga jest klasą mniej liczną – należy do niej 29% wszystkich ankieto-
wanych (5714 respondentów). Największy odsetek w tej grupie stanowią osoby, 
które unikały określenia swej postawy wobec Parlamentu Europejskiego (91%). 
Prawie 75% badanych nie chce odpowiedzieć na każde z pytań dotyczących Sej-
mu, rządu i prezydenta. Pozostała część badanych jest do nich nastawiona nega-
tywnie (odpowiednio 23%, 23%, 14%). Podobnie jak w klasie pierwszej, respon-
denci najbardziej ufni pozostają wobec policji (37%), 50% nie ma zdania na temat 
tej instytucji państwowej. 15% badanych darzy zaufaniem ZUS, a 7% OFE. Zde-
cydowana większość respondentów tej klasy to osoby niemające zdania na temat 
instytucji finansowych tj., ZUS i OFE (odpowiednio 68%, 77,6%).  
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Do klasy trzeciej zaliczono 24% badanych, tj. 4784 osób. W klasie tej najwięk-
szy odsetek stanowią respondenci ufający policji (90%) oraz głowie państwa 
(86%). 73% badanych ma zaufanie do Parlamentu Europejskiego (16% jest bez 
zdania). Niespełna 70% ankietowanych zaufaniem darzy rząd, a 62% sejm (odpo-
wiednio 25% i 29% ankietowanych ma odmienne nastawienie). Jeżeli chodzi  
o zaufanie do instytucji finansowych, to 58% badanych ma zaufanie do banków, 
56% do ZUS i tylko 31% do OFE. Nieufni wobec tych instytucji stanowią kolejno 
18% , 30% i 32%. 

Oszacowane prawdopodobieństwa przejścia ukrytego modelu Markowa, obra-
zujące stabilność pozostania w danej klasie w kolejnych okresach, przedstawione 
zostały w tab. 1. 

Tabela 1. Prawdopodobieństwa przejścia dla trzech klas 

Klasa s/Klasa r Klasa 1 Klasa 2 Klasa 3 
Klasa 1 0,48 0,29 0,23 
Klasa 2 0,47 0,33 0,20 
Klasa 3 0,44 0,23 0,33 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Największe prawdopodobieństwo pozostania w tej samej klasie w kolejnym 

okresie odpowiada klasie pierwszej, kolejno znacznie mniejsze prawdopodobień-
stwa, równe 0,33, odpowiadają klasie drugiej i trzeciej. Niestety osoby, które ce-
chują się najmniejszym zaufaniem do instytucji publicznych i finansowych (klasa 
pierwsza), najprawdopodobniej nie zmienią swego podejścia (zdania). Jeżeli jed-
nak uda im się zmienić swoje nastawienie czy pokonać różnego rodzaju bariery, to 
bardziej prawdopodobne okazuje się przejście do klasy drugiej, tj. 29,012 =a , ani-
żeli do klasy trzeciej ( 23,013 =a ). Mniejsze szanse na pozostanie w danej klasie w 
następnym okresie mają respondenci należący do klasy drugiej ( 33,022 =a ). Jeżeli 
zmienią swoje nastawienie, to również dla nich mniej prawdopodobne okazuje się 
przejście do grupy osób o największym stopniu zaufania (tj. do klasy trzeciej, 

20,023 =a ), aniżeli do klasy pierwszej ( 47,021 =a ). Ankietowani należący do grupy 
respondentów o największym zaufaniu cechują się taką samą tendencją pozostania 
w tej grupie ( 33,033 =a ) w następnym okresie jak klasa druga. Dla tej grupy osób 
istnieje większe prawdopodobieństwo przejścia do stanu o najgorszym nastawieniu 
(tj. klasy pierwszej), aniżeli do grupy osób niechcących wyrazić swego zdania  
(tj. klasy drugiej).  

W kolejnej części pracy dokonano analizy wpływu zmiennych towarzyszących 
na prawdopodobieństwa przejścia (zmiany zdania) respondentów do poszczegól-
nych klas. Spośród analizowanych zmiennych towarzyszących istotne okazały się 
tylko zmienne, tj. status oraz edukacja. Ilustrację graficzną wybranych prawdopo-
dobieństw przejścia do poszczególnych klas dla obu zmiennych towarzyszących 
pokazano na rys. 1. 
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Rys. 1. Prawdopodobieństwa: a) przejścia do poszczególnych klas dla zmiennej „status”(lewa);  
b) pozostania w poszczególnych klasach dla zmiennej „edukacja” (prawa) 

Źródło: opracowanie własne. 

 
Dla zmiennej towarzyszącej „status” prawdopodobieństwo pozostania w klasie 

trzeciej jest tym mniejsze, im niższy jest status respondentów (zob. rys. 1a). Im 
„gorszy” status społeczny, tym większe prawdopodobieństwo przejścia do klasy 
pierwszej (zarówno dla 31a , jak i 21a ) i drugiej (zarówno dla 32a , jak i 12a ). Z kolei 
prawdopodobieństwo przejścia do klasy trzeciej spada wraz z pogarszaniem się 
statusu respondentów (dla każdej z badanych klas). 

Dla zmiennej towarzyszącej „edukacja” prawdopodobieństwo pozostania  
w klasie pierwszej jest najwyższe, spada ono nieznacznie wraz z wykształceniem. 
Wraz ze stopniem wykształcenia spada również nieznacznie prawdopodobieństwo 
pozostania w klasie drugiej. Obserwuje się jednak wzrost prawdopodobieństwa 
pozostania w klasie trzeciej wraz z lepszym stopniem wykształcenia (zob. rys. 1b). 
Dokonując analizy prawdopodobieństw przejścia (wykresów, które ze względu na 
ograniczenia objętościowe nie zostały zamieszczone w pracy), można stwierdzić, 
że prawdopodobieństwa przejścia do klasy pierwszej są takie same dla osób o róż-
nym stopniu wykształcenia. Wraz z lepszym stopniem wykształcenia wzrasta 
prawdopodobieństwo przejścia do klasy trzeciej (z klasy zarówno 1, jak i 2), a spa-
da prawdopodobieństwo przejścia do klasy drugiej (z klasy zarówno 3, jak i 1). 

4. Zakończenie 

W artykule przedstawiono przykład zastosowania ukrytego modelu Markowa do 
oceny wiarygodności instytucji finansowych oraz instytucji państwa w latach 
2007-2013. Wyodrębniono trzy klasy o podobnym stopniu zaufania wśród Pola-
ków. Oszacowano również prawdopodobieństwa przejścia do wyodrębnionych 
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klas. Zbadano także wpływ zmiennych towarzyszących na oszacowane prawdopo-
dobieństwa przejścia (prawdopodobieństwa zmiany nastawienia do instytucji zau-
fania publicznego i finansowego). W dalszych badaniach analizie poddaną zostaną 
również ukryte modele Markowa z uwzględnieniem zmiennych towarzyszących 
stałych i zmiennych w czasie t (time-constant, time-varying covariates) [Vermunt 
2010]. 
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TRUST TO THE PUBLIC AND FINANCIAL INSTITUTIONS  
IN THE POLISH SOCIETY – AN APPLICATION  
OF LATENT MARKOV MODELS 

Summary: The latent Markov model is a variation of the latent class model that is applied 
to estimate not only the prevalence of latent class membership, but the incidence of  
transitions over time in latent class membership. We used model-based clustering approach 
for grouping and detecting inhomogeneities of the Polish attitudes to public and financial  
institutions. We focused especially on the latent Markov models with covariates which  
additionally allow us to investigate the dynamic pattern of trust to the Polish institutions  
for different demographic features. We analyzed data collected as part of the Polish Social 
Diagnosis using depmixS4 package of R. 

Keywords: latent Markov model, mixture distributions, model-based clustering. 
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