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ZASTOSOWANIE MODELI IRT W KONSTRUKCJI
ROZMYTEGO SYSTEMU WAG DLA ZMIENNYCH

W ZAGADNIENIU PORZADKOWANIA LINIOWEGO —
NA PRZYKLADZIE METODY TOPSIS

Streszczenie: Rozmyta metoda TOPSIS zaklada, ze oceny kryteriow i/lub wspotczynniki
wagowe wyrazone sg w postaci trojkatnych liczb rozmytych. Otwarta kwestig pozostaje
sposob ustalenia parametrow tych liczb. Mozliwym rozwiazaniem jest zastosowanie modeli
teorii reakcji na pozycje skali (IRT). Celem artykutu jest zaprezentowanie propozycji meto-
dy ustalania rozmytych wspotczynnikow wagowych, opartej na trzech modelach IRT: PCM
(Partial Credit Model), GPCM (Generalised Partial Credit Model) oraz RSM (Rating Scale
Model). Proponowana metode zilustrowano na przyktadzie empirycznym dotyczacym upo-
rzadkowania liniowego wybranych modeli smartfonow.

Stowa kluczowe: porzadkowanie liniowe, rozmyta metoda TOPSIS, liczby rozmyte, rozmyte
wagi, modele IRT.

DOI: 10.15611/pn.2015.384.13

1. Wstep

Rozmyta metoda TOPSIS umozliwia prowadzenie analiz w warunkach informacji
rozmytej, tj. gdy oceny obiektow i/lub wag kryteriow wyrazone sg w postaci warto$ci
lingwistycznych. Pozwala to respondentom formutowaé oceny w sposob bardziej natu-
ralny niz za pomocg liczb, ale jednoczesnie powoduje, Ze opis ten jest mniej precyzyj-
ny i subiektywny. Pomocna okazuje si¢ teoria zbiorow rozmytych, ktora pozwala m.in.
wyrazi¢ pojecia nieostre 1 niejednoznaczne za pomocg liczb rozmytych. Z uwagi na to,
ze wyniki porzadkowania liniowego obiektow moga zaleze¢ od parametrow opisuja-
cych liczby rozmyte, sposob ich estymacji wymaga odpowiednich metod.

Celem artykutu jest przedstawienie propozycji metody ustalania rozmytych
wspotczynnikéw wagowych opartej na trzech modelach IRT: modelu punktow
czgsciowych (PCM), uogoélnionym modelu punktow czesciowych (GPCM) oraz
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wielokategorialnym modelu Rascha (RSM). Proponowana metoda zaktada, ze kry-
teria charakteryzujace obiekty wyrazone sg na skali metrycznej, natomiast wspot-
czynniki wagowe w postaci wartosci lingwistycznych.

2. Rozmyta metoda TOPSIS

Zalozmy, ze dany jest zbior obiektow A:{A,.‘izl,...,n} i zbior kryteriow
C={C_,.\j=1,...,m}, gdzie X:{fﬁ

ocen, a W= {wj\ j =1,...,m} zbidr rozmytych wag. Uporzadkowanie liniowe obiek-

izl,...,n;jzl,...,m} oznacza zbiér rozmytych

tow przy wyzej wyszczegolnionych zalozeniach mozliwe jest m.in. poprzez zasto-
sowanie rozmytej metody TOPSIS.

Rozmyta metoda TOPSIS wymaga realizacji nastepujacych krokéw [Chen 2000]:
Krok 1. Obliczenie znormalizowanych ocen:

Z,(x)= yi=l.,n j=1..,m. )

Krok 2. Obliczenie wazonych znormalizowanych ocen:
v, (X)=w,Z,(x). 2)
Krok 3. Wyznaczenie wzorca A" i antywzorca A~ rozwoju:

A = {5 (0,5 (0T (0] = (max, ()] € ), (min 7, ()] € S| =] 3)

A = {3 (0,7 (0,07, (0)| = {(rnl_in 7,(x)]j € J)), (max v, )|jed,)i= 1,...,n} ,(4)

gdzie J, oraz J, sa odpowiednio kryteriami wptywajacymi stymulujaco i desty-
mulujgco na kryterium syntetyczne.

Krok 4. Obliczenie dla kazdego obiektu odleglosci od wzorca d,” i antywzorca
rozwoju d, (w oryginalnej pracy jest to odlegtos¢ euklidesowa).

Krok 5. Obliczenie miary syntetycznej:

d
C' = L i=(,..,n). 5
T ded i=(l,..,n) Q)

Wartosci miary (5) unormowane sg w przedziale <0; 1>. Im mniejsza odlegltos¢
obiektu od wzorca, a wigksza od antywzorca, tym warto$§¢ miary syntetycznej jest
blizsza jednosci.

Krok 6. Ustalenie rankingu obiektow. Najlepszy obiekt posiada najwigksza war-
to$¢ miary syntetycznej.
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3. Konstrukcja rozmytych wspélczynnikéw wagowych
z zastosowaniem modeli IRT

Modele IRT stanowig alternatywe dla klasycznej teorii pomiaru. Pozwalajg na wy-
jasnienie mechanizmu lezgcego u podstaw odpowiadania respondenta na pozycje
skali z punktu widzenia zardbwno wlasnosci skali, jak i cech respondentow zwigza-
nych z mierzonym zjawiskiem (np. zdolnosci, kompetencji, zaangazowania emo-
cjonalnego itp.) [Sagan 2005]. Umozliwiajg przeksztalcenie wynikow pomiaru ze
skali porzadkowej w skale przedziatlowa, a parametry charakteryzujace responden-
tow 1 pozycje skali wyrazone zostaja wspdlng jednostkg pomiaru (okreslang mia-
nem logitu) na tym samym kontinuum. Szczegdétowa charakterystyke modeli IRT
mozna znalez¢ m.in. w opracowaniach: Hambleton i in. [1991], Embretson i Reise
[2000], Ostini i Nering [2006], DeMars [2010].

3.1. Ogélna charakterystyka wybranych modeli IRT

Propozycja metody ustalania rozmytych wspotczynnikéw wagowych dotyczy
trzech modeli dla kategorii uporzadkowanych: PCM — Partial Credit Model [Ma-
sters 1982], GPCM — Generalized Partial Credit Model [Muraki 1992] oraz RSM
— Rating Scale Model [Andrich 1978]. U podstaw wyszczegdlnionych modeli leza
zatozenia o jednowymiarowosci skali (wszystkie pozycje skali mierza wylacznie
jedna zmienng ukryta) oraz lokalnej niezaleznosci pozycji skali (odpowiedz na
okreslong pozycje skali jest niezalezna od odpowiedzi na inne pozycje). Modele
nie znajdujg zastosowania w analizie ,.ekstremalnych” wzorcéw odpowiedzi na
pozycje skali (np. w sytuacji, gdy respondent wybiera kategori¢ ,,zdecydowanie
niewazne” w ramach wszystkich pozycji skali).

Prawdopodobienstwo wyboru przez n-tego respondenta kategorii x (x =1,2,...,m)
na i-tej pozycji skali, odpowiednio dla modeli PCM, GPCM oraz RSM, wyrazone
jest wzorem:

T

X0 (-7,
=0

= ; , (6)
ZSXPZ(ﬂ” - Tfj)

eXpr:af (8,-7)
Ty =— , (7)

nix m k
PESOWAVESA
k=0 Jj=0
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expzx:[ﬂn —(5{ +z'j)]
" Zm:expzk:[ﬂ,, ~(6,+7,)]

gdzie: B, — stopien zdolnosci n-tego respondenta do udzielenia poprawnej odpo-

, ®)

T

wiedzi na i-tg pozycje skali, &, — stopien trudno$¢ i-tej pozycji skali, 7, — wartos¢
progowa dla j-tej kategorii w ramach i-tej pozycji skali, o, — parametr dyskrymi-
nacji dla i-tej pozycji skali.

W modelu PCM i GPCM odleglosci migdzy wartoSciami progowymi nie sg
rowne w ramach wybranej pozycji skali i moga si¢ r6zni¢ migdzy poszczegdlnymi
pozycjami. Model GPCM ro6zni si¢ od PCM dodatkowym parametrem dyskrymi-
nacji « . Model RSM jest bardziej restrykcyjny w swoich zalozeniach w stosunku
do modeli PCM i GPCM, bowiem zaktada, ze odlegtosci migdzy warto§ciami pro-
gowymi sg jednakowe dla wszystkich pozycji skali. Ponadto w ramach modelu
RSM szacowany jest dodatkowy parametr & charakteryzujacy stopien trudnosci
odpowiedniej pozycji skali.

3.2. Wspolcezynniki wagowe jako tréjkatne liczby rozmyte

Wagi kryteriow w rozmytej metodzie TOPSIS zaproponowanej przez Chena
[2000] majg postaé trojkatnych liczb rozmytych scharakteryzowanych za pomoca
trzech parametrow:

by, ©)

— waga j-tego kryterium nadana przez i-tego respondenta, a, — lewy

Wij =(a

gdzie: w,

zakres dziedziny liczby rozmytej, b, — $rodek dziedziny liczby rozmytej, dla kto-
rego warto$¢ funkcji przynaleznoSci wynosi 1, ¢, — prawy zakres dziedziny liczby
rozmytej.

Proponowane podejscie polega na wykorzystaniu wartosci progowych, szaco-
wanych w ramach wyszczego6lnionych wczes$niej modeli IRT, do ustalenia trzech
parametrow liczb rozmytych. Wartosci parametrow dla uporzagdkowanych punktow
szacunkowych skal pomiarowych (okre$lanych mianem kategorii lub warto$ci
lingwistycznych) ustalane sg zgodnie z odpowiadajacymi tym punktom warto$cia-
mi progowymi. Warto$ci progowe wyznaczane sg na kontinuum zmiennej ukrytej
w punkcie przecigcia krzywych charakterystycznych sasiadujacych ze soba kate-
gorii. Zatem warto$¢ progowa stanowi punkt, w ktéorym prawdopodobienistwo
wyboru przez respondenta jednej z dwdch sasiadujacych kategorii jest takie samo
1 wynosi 0,5.
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Przyjmujac jako przyktad S-stopniowg skale oceny waznosci o nastepujacych
punktach: zdecydowanie niewazne (ZN), niewazne (N), $rednio wazne (SW), waz-
ne (W), zdecydowanie wazne (ZW), formuty na ustalenie parametrow trdjkatnych
liczb rozmytych dla kazdego z tych punktow przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Formuty dla parametréw trojkatnych liczb rozmytych

) Parametry liczb rozmytych
Kategoria

a b c

ZN -4 -4 T,

N i Tut Tiz
2

SW Ti Tt 7T T
2

W T, T+ T, T,
2

YAY% T, 4 4

Zrodlo: opracowanie wlasne.

W proponowanym podejsciu dwa z trzech parametrow liczb rozmytych przypo-
rzadkowanych kategoriom skrajnym ustalane sg arbitralnie. Chodzi o parametry
a 1 b w przypadku pierwszej kategorii oraz b i ¢ w przypadku ostatniej kategorii.
Taki zabieg umozliwia lewo- i prawostronne ograniczenie skali ocen waznosci.
Gwarantuje, ze wartosci mniejsze lub wigksze na kontinuum zmiennej ukrytej od
odpowiednio lewo- i prawostronnego ograniczenia skali w postaci trojkatnych
liczb rozmytych bgda miaty warto$¢ stopnia przynalezno$ci do tych liczb rowng 1.
Przyjete w artykule warto$ci wyzej wymienionych parametrow wynikajg z faktu,
ze w modelach IRT kontinuum zmiennej ukrytej czgsto ograniczane jest do prze-
dzialu <-4;4>.

Dysponujac w ramach kazdego z kryteriow trojkatnymi liczbami rozmytymi
opisujgcymi poszczegolne kategorie skali, nalezy dokonaé transformacji ocen waz-
nosci kazdego z respondentéw do postaci stosownych trojkatnych liczb rozmytych.
Wagi dla kazdego z kryteriow, w postaci trojkatnych liczb rozmytych, ustalane sg
na podstawie Sredniej arytmetycznej z ocen waznosci wyrazonych w postaci trdj-
katnych liczb rozmytych (zgodnie z zasadami arytmetyki dla tych liczb).

4. Przyklad empiryczny

Propozycj¢ ustalenia wag z zastosowaniem trojkatnych liczb rozmytych i modeli
IRT zastosowano do uporzgdkowania liniowego 10 wybranych modeli smartfonow
dostepnych na polskim rynku. Wybrane modele byly wedtug serwisu skapiec.pl
w styczniu 2014 r. najczesciej wyszukiwanymi w sieci modelami. Modele scharak-
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teryzowano za pomoca 7 kryteridw: C, — wielkos¢ ekranu (cale), C,, — rozdziel-
czo$¢ ekranu w poziomie (px), C,, — rozdzielczo$¢ ekranu w pionie (px), C; —
rozdzielczo$¢ wbudowanego aparatu cyfrowego (Mpx), C, — ilo§¢ wbudowane;j
pamigci (GB), C; —pamig¢ RAM (GB), C, — maksymalny czas rozméw (h).

Wazno$¢ poszczegbélnych kryteriow w uzytkowaniu smartfonéw oceniono na
podstawie wynikow badania ankietowego (ankieta internetowa) przeprowadzonego
wsérod uzytkownikoéw smartfondw w sierpniu 2014 r. Proba miata charakter celo-
wy, a jej liczebno§¢ wyniosta 47 respondentow. W ocenie waznosci zaproponowa-
no szacunkowg skale porzadkowa z pigcioma punktami: ,,zdecydowanie niewaz-
ne”, ,,niewazne”, ,,Srednio wazne”, ,,wazne”, ,,zdecydowanie wazne”. Zaden z re-
spondentéw nie wybral w ocenie kryteriow kategorii ,,zdecydowanie niewazne”
lub ,,niewazne”, dlatego w dalszej analizie wykorzystano pozostale trzy.

Kryteria zostaty znormalizowane zgodnie z formutg przeksztatcenia liniowego
[Shih i in. 2007]. Znormalizowane wartosci kryteriow wyszczegolniono w tab. 2.

Wartosci progowe dla kazdego z kryteriow oszacowane z zastosowaniem
trzech modeli IRT wyszczeg6lniono w tab. 3.

Tabela 2. Znormalizowana macierz danych

Model C, C,, C,, C, C, C, C,
Samsung Galaxy S4 19505 011 | 0,15 | 0,15 | 016 | 0,14 | 0,16 | 0,14
Samsung Galaxy S3 19300 011 | 0,10 | 0,10 | 0,10 | 0,14 | 0,08 | 0,17
myPhone Next 0,10 | 0,08 | 0,08 | 0,10 | 0,03 | 0,08 | 004

Samsung Galaxy S III mini 18190 | 0,09 0,07 0,06 0,06 0,07 0,08 0,11
Samsung Galaxy S DUOS S7562 | 0,09 0,07 0,06 0,06 0,02 0,06 0,10
Samsung Galaxy Note III N9005 | 0,13 0,15 0,15 0,16 0,28 0,23 0,17

Sony Xperia Z 011 | 0,15 | 0,15 | 0,16 | 0,14 | 0,16 | 0,11
Goclever Quantum 4 0,09 | 0,07 | 0,06 | 002 | 003 | 0,04 | 004
Apple iPhone 5 16 GB 0,09 | 0,09 | 0,09 | 010 | 0,14 | 0,08 | 0,06
Sony Xperia J 0,09 | 007 | 0,07 | 006 | 002 | 0,04 | 0,06

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 3. Wartos$ci progowe dla kryteriow

. RSM PCM GPCM
Kryteria
T, 7, 7, 7, 7, 7,
C, 0,32 3,16 -1,29 2,72 -2,26 0,55
C,, -0,08 2,77 -1,15 2,06 -2,25 0,14
Cy -0,08 2,77 -0,62 1,86 -1,49 0,04
C, -0,28 2,57 -1,88 1,95 -2,60 0,06
C, -0,49 2,36 -1,79 1,66 -3,7 -0,19
C, 0,60 3,44 0,63 1,94 -1,78 -0,28
Cs 0,32 3,16 -1,29 2,72 -2,26 0,55

Zrodto: opracowanie wlasne z zastosowaniem pakietu eRm programu R.
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Na podstawie wartosci progowych ustalono liczby rozmyte odpowiadajace po-
szczegdlnym ocenom waznosci kryteriow. Po dokonaniu transformacji wynikow
pomiaru do postaci liczb rozmytych i ich usrednieniu otrzymano wagi dla poszcze-

gblnych kryteridw (tab. 4).

Tabela 4. Wagi dla kryteriow w postaci trojkatnych liczb rozmytych

. RSM PCM GPCM
Kryteria
a b c a b c a b c

C 1,06 2,21 3,30 -0,06 1,59 2,95 -1,84 0,44 1,66

C,, 0,99 2,25 3,17 0,14 1,81 2,76 -1,63 0,87 1,72

C,, 0,99 2,25 3,17 0,14 1,81 2,76 -1,63 0,87 1,72

C, 0,96 2,18 3,13 0,29 1,86 2,68 -1,42 1,03 1,70

C, 0,97 2,36 3,17 -0,12 1,81 2,82 -1,94 0,87 1,84

C 0,92 2,84 3,15 -0,03 1,97 2,80 -1,84 1,14 1,93

C, 0,83 1,59 3,08 0,21 1,32 2,53 -1,23 0,65 1,47

Zrédto: opracowanie wiasne.
Tabela 5. Wyniki uporzadkowania liniowego obiektow
Model RSM PCM GPCM Pozycja
w rankingu

Samsung Galaxy S4 19505 0,725508 0,7158 0,697902 2
Samsung Galaxy S3 19300 0,480931 0,474803 0,465406 4
myPhone Next 0,178115 0,177357 0,177335 7
Samsung Galaxy S III mini 18190 0,208997 0,205879 0,207966 6
Samsung Galaxy S DUOS S7562 0,124602 0,120075 0,115968 8
Samsung Galaxy Note III N9005 0,980537 0,99707 0,997317 1
Sony Xperia Z 0,702254 0,693314 0,677326 3
Goclever Quantum 4 0,018816 0,020498 0,022253 10
Apple iPhone 5 16 GB 0,333795 0,331402 0,334635 5
Sony Xperia J 0,06058 0,061886 0,059359 9

Zrodlo: opracowanie wlasne.

W celu ustalenia wspotrzednych obiektu wzorcowego pordéwnano trojkatne
liczby rozmyte za pomocg metody wyostrzania zaprezentowanej w opracowaniu
Dinga i Lianga [2005]. Wszystkie kryteria majg charakter stymulant, dlatego
wspotrzedne wzorca ustalono jako liczby rozmyte, odpowiadajgce wartoSciom
maksymalnym. Wyniki uporzadkowania liniowego, wraz z warto$ciami miary
syntetycznej, przedstawiono w tab. 5.
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5. Zakonczenie

Ustalenie systemu wag dla kryteriow w zagadnieniu porzgdkowania liniowego
obiektow moze bazowac na informacji pozastatystycznej i by¢ realizowane metoda
ocen respondentow. W takim przypadku oceny waznos$ci kryteriow najczgsciej
wyrazone sg w postaci wartosci lingwistycznych. Transformacja tych wartosci do
postaci liczb rozmytych pozwala uwzgledni¢ nieprecyzyjnos¢ tego typu stwierdzen
oraz umozliwia zastosowanie rozmytej metody TOPSIS.

Jak wykazano w przyktadzie empirycznym, rozpietos¢ liczb rozmytych przypo-
rzagdkowanych wartosciom lingwistycznym jest zréznicowana w zalezno$ci od
wybranego modelu IRT. Dowodzi to zasadno$ci przyjetego podejscia, ktore
w przeciwienstwie do klasycznej teorii pomiaru nie zaktada jednakowych odlegto-
$ci pomi¢dzy punktami szacunkowych skal pomiaru.

Wybdér modelu IRT nie mial wptywu na ostateczne uporzadkowanie obiektow,
pomimo réznic w odleglosciach od wzorca i antywzorca oraz warto$ciach miary
syntetycznej. Nalezy jednak podkresli¢, ze sa to wylacznie wstepne wyniki, ktore
postuzyly gltownie do charakterystyki proponowanego podej$cia, a nie badania
zgodnosci otrzymanych wynikow z zastosowaniem r6znych modeli IRT. Realiza-
cja drugiego celu begdzie mozliwa po zwigkszeniu liczebnosci proby badawczej.
Z kolei wigksza liczebno$¢ proby moze skutkowa¢ wzrostem zmienno$ci ocen
waznos$ci kryteriow poprzez wybdr kategorii do tej pory niestosowanych (czyli
»zdecydowanie niewazne” i ,,niewazne”). To rowniez moze mie¢ wptyw na wyniki
uporzadkowania liniowego obiektow.

Nowym problemem badawczym, ktory pojawit si¢ w trakcie realizacji etapow
rozmytej metody TOPSIS, jest wybor, w zaleznosci od funkcji preferencji kryte-
riow, warto$ci maksymalnych i minimalnych jako wspotrzgdnych wzorca i anty-
wzorca rozwoju. Pojawia si¢ zatem konieczno$¢ pordéwnania trdjkatnych liczb
rozmytych, co wymaga zastosowania odpowiednich metod. Wybdér metody moze
mie¢ zatem rowniez wptyw na wyniki uporzadkowania liniowego obiektow.
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THE APPLICATION OF IRT MODELS IN THE CONSTRUCTION
OF A FUZZY SYSTEM OF WEIGHTS FOR VARIABLES

IN THE ISSUE OF LINEAR ORDERING -

ON THE BASIS OF TOPSIS METHOD

Summary: A fuzzy TOPSIS method assumes that the assessment of criteria or/and weight
coefficients are introduced in the form of triangular fuzzy numbers. An open issue is
the way to establish parameters of these numbers. A possible solution is an application of
the Item Response Theory models. The aim of this article is to introduce a suggestion of
the method of establishing fuzzy weight coefficients based on the three IRT models: PCM
(Partial Credit Model), GPCM (Generalised Partial Credit Model) and RSM (Rating Scale
Model). A suggested method was illustrated on the empirical example concerning linear
ordering of selected models of smartphones.

Keywords: linear ordering, fuzzy TOPSIS, fuzzy numbers, fuzzy weights, IRT models.





