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OCENA WPLYWU WARTOSCI STALEJ
MINKOWSKIEGO NA MOZLIWOSC IDENTYFIKACJI
STRUKTURY GRUPOWEJ DANYCH

O WYSOKIM WYMIARZE

Streszczenie: W analizie zr6znicowania jednostek w przestrzeni wielowymiarowej wazny
jest wybor odpowiedniej miary odleglosci. Wybodr ten nabiera znaczenia, gdy analizie pod-
dany jest zbior danych o duzej liczbie jednostek opisanych setkami cech. Najczesciej stosuje
si¢ miary odleglosci oparte na metryce potegowej. W metryce tej istotny staje si¢ wybor
odpowiedniego poziomu statej Minkowskiego. Celem prezentowanych badan jest ocena
wplywu wartosci stalej Minkowskiego i wymiaru przestrzeni na mozliwa do uzyskania
struktur¢ grupowa. W artykule na podstawie przeprowadzonych badan symulacyjnych
wykazano, ze w przypadku wysokiego wymiaru przestrzeni zastosowanie utamkowego
poziomu wykladnika w normie potggowej wplywa na mozliwos¢ identyfikacji istniejacej
struktury grupowej badanych jednostek.

Stowa kluczowe: analiza skupien, przeklenistwo wymiarowosci, metryka potggowa.

DOI: 10.15611/pn.2015.384.20

1. Wstep

Analizowane zjawiska lub obiekty mogg by¢ opisywane przez wiele réznych cech
(=1,...,p). Wiele metod statystycznych zaktada, ze liczba cech powinna pozosta-
waé w pewnej rozsadnej relacji do liczby analizowanych jednostek. I jakkolwiek
nie ma okreslonych regut w tym wzgledzie, to raczej nie powinno dochodzi¢ do
sytuacji, aby liczba cech przekraczata liczbe jednostek. Taylor [1977] w kontekscie
analizy gtownych sktadowych zwraca uwage, ze niektorzy uzytkownicy metody
niechetnie ja stosuja, jezeli nie ma ona 3-4 razy wiecej jednostek niz cech. Hair
1 in. [1995] podaje regute, ze jednostek powinno by¢ 5 razy wiecej niz cech. Doda-
je rowniez, ze bardziej akceptowalnym warunkiem bylby iloraz 1 do 10, a niekto-
rzy proponuja nawet 20 jednostek na kazda cechg. Sugestie w tej mierze sg zreszta
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rozne i nie ma prostego przetozenia, ile cech powinniSmy rozpatrywac. Nalezy
zgodzi¢ si¢ z zasada, aby nie mnozy¢ liczby cech i operowaé oszczgdnymi, prze-
myslanymi ich zbiorami.

Wspolczesnie jednak spotykamy przyklady zbiorow, ktore zawierajg znaczng
liczbe cech. Jednostki opisane sa setkami, tysigcami, a nawet w szczegdlnych
przypadkach milionami cech. W sytuacji tej mozemy podja¢ dwie decyzje. Moze-
my dokona¢ redukcji liczby cech lub wrecz przeciwnie pozostawi¢ wszystkie ce-
chy w badaniu. W sytuacji kiedy podejmujemy decyzje o redukcji liczby cech,
mozemy wyroznic trzy podejscia, ktore pozwola ustali¢ nam optymalny zbior cech.
Bedzie to: 1) wazenie cech, gdzie kazdej cesze nadaje si¢ wagg mowiaca o jej rela-
tywnej waznosci w opisie badanego problemu; 2) selekcja cech, polegajaca na tym,
ze ze zbioru cech eliminuje si¢ te, ktorych potencjal dyskryminacyjny wydaje si¢
najmniejszy; podejscie to moze by¢ uznane za szczegbélny przypadek podejscia
pierwszego, gdzie wagi cech przyjmuja jedynie warto$ci 0 dla cech odrzuconych
i 1 dla wybranych; 3) zastgpienie cech oryginalnych przez cechy sztuczne, jest
to klasyczne statystyczne podej$cie bazujagce na analizie gtéwnych sktadowych
[Walesiak 2005]. Decyzja druga zaktada wrecz przeciwng sytuacje. Chcemy pozo-
stawi¢ w badaniu wszystkie dostepne cechy. Decyzja ta moze wynikaé¢ z faktu, ze
nie mamy czasu na analizowanie poszczeg6lnych cech (zbior sktada si¢ np. z kilku
tysiecy cech). Analiza danych musi by¢ bardzo szybka. Kolejnym waznym aspek-
tem, ktory wymaga pozostawienia w badaniu wszystkich cech jest ich dynamiczny
charakter. Wynika on z bardzo duzej czestotliwosci aktualizacji danych. W sie-
ciach telekomunikacyjnych, w systemach rejestrujacych transakcje bankowe lub
zakupowe, zbior danych moze by¢ aktualizowany kilkaset razy na sekundg. Cechy
w takim zbiorze moga wigc takze szybko zmienia¢ swoje znaczenie.

2. Przeklenstwo wymiarowosci

Decyzja badacza o pozostawieniu w badaniu wszystkich cech moze spowodowac
roznego rodzaju problemy. Trudno$ci wynikajace z analizy danych opisanych duza
liczbg cech (wymiardéw) okreslono w literaturze pojeciem: przeklenstwo (problem,
klagtwa) wymiarowosci (curse of dimensionality). Trudno$ci te wynikaja przede
wszystkim z gwaltownego (wyktadniczego) wzrostu objetosci hiperprzestrzeni
wraz ze wzrostem jej wymiaru. W 1961 roku Richard Ernest Bellman' w opraco-
waniu Adaptive control processes po raz pierwszy uzyl pojecia ,,przeklenstwo wy-
miarowos$ci”. Pojecie to pojawilo si¢ nastepnie w pracach: White’a [1989], Bishopa
[1995] a takze w pracach Scotta i Thompsona [1983], Silvermana [1986] pod poje-
ciem ,,zjawisko pustej przestrzeni” (empty space phenomenon).

' R.E. Bellman (1920-1984), matematyk, znany gtownie jako tworca programowania dynamicz-
nego. Jest to technika lub strategia projektowania algorytmoéw stosowana przewaznie do rozwigzywa-
nia zagadnien optymalizacyjnych.
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Rozwazmy prosty przyklad. Zat6zmy, ze posiadamy 10 jednostek opisanych
przez jedna ceche. Niech jednostki te reprezentuja 10 (10') przedziatéw (por. rys.
1a). Powiemy wowczas, ze kazda czg$¢ przestrzeni jest reprezentowana przez jed-
ng jednostke. Opiszmy teraz te same jednostki dwiema cechami. Dla 10 jednostek
w przestrzeni dwuwymiarowej uzyskamy 100 (10%) kwadratow (por. rys. 1b). Te-
raz 10 jednostek reprezentuje 100 kwadratéw. Jednostki te zajmujg teraz juz tylko
10% przestrzeni dwuwymiarowej. Opiszmy te same jednostki trzema cechami.
Jednostki te reprezentuja 1000 (10%) kostek (por. rys. lc). Jednostki zajmuja 1%
przestrzeni tréjwymiarowej. Objetos$¢ przestrzeni p-wymiarowej (j=1,...,p) wraz ze
wzrostem p powoduje, ze te same jednostki wypelniaja coraz mniejsza czgs¢ prze-
strzeni. Aby jednostki w kolejnych wymiarach reprezentowaty cala przestrzen,
nalezatoby ich liczbe zwigkszy¢ wyktadniczo wraz ze wzrostem wymiaru.

[1TE]
©,0,0,0,0,0,0,0,0,0 L ol |
o o L B e e fel T

1o
o
_I’I!
1

a) 10 jedn. w przestrzeni b) 10 jedn. w przestrzeni ¢) 10 jedn. w przestrzeni
jednowymiarowej dwuwymiarowe;j trojwymiarowej

Rys. 1. 10 jednostek w przestrzeni jedno-, dwu- i trojwymiarowe;j

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Problem przeklenstwa wymiarowosci jest rowniez wyzwaniem w grupowaniu
i klasyfikacji danych. W badaniach spoteczno-ekonomicznych skupienia najcze-
$ciej maja posta¢ w przyblizeniu hiperkuli, w ktorej gestos¢ jednostek zwigksza sig
w kierunku jej centrum. Podobnie jak wyzej, wyobrazmy sobie skupienie jednostek
w przestrzeni dwuwymiarowej, ktore ma postac kota. Jezeli przestrzen jest opisana
dwiema cechami, to przy zalozeniu, Ze nie ma ona ograniczen, otrzymamy ptasz-
czyzng. Gdyby ja ograniczy¢ do $rednicy kota rownej jeden, to powierzchnia tego
kota wypetnitaby 78,5% powierzchni kwadratu o boku réwnym jeden (por. rys.
2a). Udziat objetosci kuli o $rednicy rownej jeden w objgtosci szescianu o boku
réwnym jeden stanowi 52,4% (por. rys. 2b). Udziat objetosci hiperkuli o $rednicy
rownej jeden w przestrzeni o§miowymiarowej w stosunku do objetosci hipersze-
scianu o boku rownym jeden wynosi jedynie 1,6% (por. rys. 2c).

Wraz ze wzrostem wymiarowosci ro$nie odsetek jednostek znajdujacych si¢
poza hiperkulg. Jezeli wymiarowos$¢ dazy do nieskonczonosci, stosunek réznicy
odlegltosci euklidesowej migdzy jednostka potozona najdalej i najblizej $rodka
ciezkosci hiperkuli do odlegtosci jednostki polozonej najblizej srodka cigzkosci
hiperkuli dazy do zera:
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lim dmaxp—drninp Y

pP—00 dmin,

Dlatego tez miary odlegtosci zaczynaja traci¢ swoja skuteczno$¢ jako miary
oceniajace zroznicowanie jednostek w przestrzeniach wysoce wymiarowych. Staja
si¢ mniej dyskryminacyjne wraz ze wzrostem wymiaru. Efekt ten w aspekcie
»przeklenstwa wymiarowosci” w klasyfikacji (i nie tylko) nazywamy: efektem
koncentracji L; normy.

ayp=2 byp=3

Rys. 2. Udziat hiperkuli w hiperprzestrzeni w przestrzeni dwuwymiarowej (p = 2),
tréjwymiarowej (p = 3) i oSmiowymiarowej (p = 8)

Zrodlo: opracowanie wlasne.

3. Efekt koncentracji L, normy

Efekt ten ma istotne znaczenie w analizie skupien, szczeg6lnie gdy liczba wymia-
row jest rzedu setek i wiecej. Wiele metod grupowania w swojej konstrukceji zawie-
ra pomiar odleglosci. Do grupy tej naleza migdzy innymi metody hierarchiczne,
metody optymalizacyjno-podzialowe czy wybrane topologie sztucznych sieci neu-
ronowych. Najczesciej stosuje si¢ miary odleglosci oparte na ogdlnej metryce po-
tegowej. Zdefiniujmy metryke potegowa nastepujaco:

gdzie k jest dowolng liczba naturalng (zwana statg Minkowskiego), specyfikujaca
wyktadnik potegi. Metryka miejska L, definiowana jest przez wyktadnik £ =1.
Metryka euklidesowa L, definiowana jest przez wyktadnik k& =2.

Wybor odpowiedniego poziomu wyktadnika £ okazuje si¢ szczegdlnie wazny w
przypadku jednostek opisywanych bardzo duzg liczba cech (High-Dimensional Data,
HDD). Badania takie prowadzili: Beyer, Goldstein, Ramakrishnan, Shaft [1999],
Hinneburg, Aggarwal, Keim [2000; 2001], Verleysen, Frangois [2005], Houle, Krie-
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gel, Kroger, Schubert, Zimek [2010], Schnitzer, Flexer [2014]. Ich autorzy sugeruja,
ze norma L, zastosowana w przypadku danych wysoce wymiarowych przyjmujaca
poziom k = 1 lub k£ = 2 pozwala uzyska¢ wyzsza ocen¢ jakosci struktury grupowe;j
niz norma przyjmujaca poziom k > 3. Zaobserwowano, ze wraz ze wzrostem wymia-
ru nastgpuje zaburzenie odlegtosci migdzy: jednostka potozona najblizej np. srodka

cigzkosci skupienia —d min),’ a jednostka potozong najdalej w stosunku do tego

samego punktu — d maxip . Wraz ze wzrostem poziomu wykladnika & 1 liczby wy-

miardw szybciej pogarsza si¢ kontrast migdzy zdefiniowanymi jednostkami. Istotny
wplyw na ten efekt ma zastosowana norma ;.

Rozwazmy nastepujacy przyklad. Niech zbior danych sktada si¢ z 500 jedno-
stek. Zalozmy, ze jednostki te w kazdym wymiarze majg rozktad normalny. Dla
kolejnych wymiaréw, od 2 do 1000, wyznaczmy wektor $rednich®. Dla kazdego
wymiaru poszukajmy jednostki, ktora jest najblizej i najdalej w stosunku do tego
punktu. Obliczmy dla kazdego wymiaru odlegto$ci tych punktéw do wyznaczone-
go wektora $rednich, stosujgc odpowiednig norme¢ L; (k =1,2,3 i 4). Dla kazdego
wymiaru obliczmy réznice odlegtosci migdzy jednostka potozong najdalej 1 najbli-
zej wektora Srednich (por. rys. 3).

B m W w e
2 e 20 2™ i e o™ e ™
WYMIAR

a)norma L; b) norma L,

“WYMIAR

c)norma L3 iLy

Rys. 3. Wplyw wymiaru i normy L; na roznic¢ odleglo$ci migdzy jednostka polozona najdalej
i najblizej wektora srednich

Zroédto: opracowanie wlasne.

2 Wszystkie prezentowane w artykule symulacje komputerowe przeprowadzone zostaty w syste-
mie Matlab na podstawie autorskiego oprogramowania.



196 Kamila Migdat-Najman

Dla kolejnych wymiardéw réznica odleglosci miedzy jednostka potozng najbli-
zej 1 najdalej w stosunku do wyznaczonego wektora srednich w przypadku zasto-
sowanej normy L; ro$nie liniowo (por. rys. 3a). Zastosowana norma L, wykazuje
zmienng tendencj¢ (por. rys. 3b), a norma Lj i L4 tendencje malejaca (por. rys. 3c).
Oznacza to, ze wraz ze wzrostem poziomu wyktadnika £ i liczby wymiaréw pogar-
sza si¢ kontrast migdzy zdefiniowanymi jednostkami.

— dmin'”

(k)
P

dmax'"’

WYMIAR

Rys. 4. Wplyw wymiaru i normy utamkowej L, na réznic¢ odleglosci migdzy jednostka
potozonag najdalej i najblizej wektora $rednich

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Jezeli wraz ze wzrostem wymiaru przestrzeni kontrast miedzy jednostkami ma-
leje najwolniej przy niskich wartosciach &, to moze nalezatoby rozwazy¢ poziom k
mniejszy od 1. Norme, gdzie & jest warto$cig z przedziatu (0;1), nazywamy norma
ulamkowq (fractional distance metrics). Na rysunku 4 zaprezentowano roznice
odleglosci migdzy jednostka polozona najblizej i najdalej wektora srednich dla
kolejnych wymiaréw. Dla kazdego wymiaru obliczono norme¢ L, (k = 3/4, 2/3, 1/2,
1/3, 1/4 i 1/10)°. Najwolniejszy spadek kontrastu nastepowat dla normy o najniz-
szym poziomie k (por. rys. 4). Wraz ze wzrostem wymiaru jednostki w przestrzeni
zblizajg si¢ do siebie. Norma utamkowa o niskim poziomie wyktadnika k wraz ze
wzrostem wymiaru pozwala uzyska¢ wigksze zréznicowanie, kontrast miedzy jed-
nostkami.

4. Ocena jakoSci struktury grupowe;j
Jezeli warto$¢ stalej Minkowskiego ma tak duze znaczenie w ocenie zrdznicowania

jednostek w przestrzeni o wysokim wymiarze, to jej wybor powinien mie¢ duze zna-
czenie dla kazdej metody grupowania, ktora korzysta z metryki potegowej. Przykta-

3 Wybér wyktadnika k jest subiektywny i stuzy ilustracji omawianych prawidtowosci.
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dem sg najczgsciej stosowane metody grupowania, takie jak aglomeracyjne metody
hierarchiczne czy metoda k-srednich.

Aby zweryfikowaé to przypuszczenie, wykonano odpowiednie badania symu-
lacyjne. Niech zbior danych sktada si¢ z 4 sferycznych skupien, o gestosci jedno-
stek wzrastajacej w kierunku centrum skupienia. W kazdym skupieniu znajduje si¢
1000 jednostek. Skupienia sg catkowicie separowalne w niektorych wymiarach, a
w innych nie. Jednostki zostang umieszczone w przestrzeni: 50-, 100-, 150-, 200-,
250-, 300-, 350-, 400-, 450- i 500-wymiarowej. Grupowanie jednostek zostanie
przeprowadzone metodg k-Srednich. W metodzie k-Srednich wykorzystana zostanie
norma potegowa z zadanym poziom k rownym: 2, 1, 3/4, 1/2, 1/4, 1/10 i 1/20",
Ocena zgodno$ci wynikow grupowania z zalozong a priori przynalezno$cig jedno-
stek do skupien zostanie przeprowadzona na podstawie skorygowanego wskaznika
Randa. Dla usrednienia uzyskanych wynikoéw grupowanie i jego ocena dla kazdego
wymiaru i kazdego poziomu wyktadnika k zostanie powtorzona 10-krotnie”.

Tabela 1. Ocena jakosci struktury grupowej dla przyjetego wymiaru i poziomu wyktadnika
normy potggowej uzyskana na podstawie skorygowanego wskaznika Randa

i WYMIAR
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
2 0,815 10,877 0,852 |0,861 [0,935 |0,753 [0,908 |0,877 [0,869 0,855
1 0,738 10,823 0,758 [0,803 10,934 [0,803 0,824 0,906 0,869 |0,846

3/4 0,889 10,823 10,963 0,943 10,783 [0,849 0,860 0,906 0,860 |0,918
1/2 0,775 10918 0,861 |0,882 0,918 [0,918 |0,815 ]0,929 0,929 |0,882

1/4 0,753 |1 0,876 10,876 |1 0,809 10,753 10,658 |1 0,781
1/10 0,934 0,926 0,926 |0,971 [0,897 10,832 |1 1 1 1
1/20 1 1 0,832 |1 1 0,714 |1 1 1 1

Zrodlo: opracowanie wlasne.

W tabeli 1 zaprezentowano uzyskana ocen¢ zgodnoS$ci struktury grupowej ze
znanym wzorcem. Mozna zauwazyC, ze w przypadku normy Lo i L9 uzyskano
najwyzsza zgodno$¢ klasyfikacji. W przypadku wysokiego wymiaru przestrzeni
grupowanych jednostek zastosowanie utamkowego poziomu k normy potegowej
znaczaco wplywa na mozliwos¢ identyfikacji struktury grupowej. Im wyzszy wymiar
przestrzeni i mniejszy (utamkowy) poziom wyktadnika &, tym uzyskano wyzsza
jako$¢ grupowania. Nieznaczne zaburzenia tej tendencji, np. dla wymiaru 150, 250 i

* Prezentowane symulacje wymagaja kilkudziesieciu godzin pracy bardzo wydajnego komputera.
Z tego powodu badany zbior danych ma niewielka liczbe skupien i prosta strukture przestrzenna.
Z tego samego powodu zaprezentowano wyniki jedynie dla wybranych wartosci k i liczby wymiarow
przestrzeni.

> W metodzie k-$rednich procedura grupowania rozpoczyna si¢ od losowo wybranych, hipote-
tycznych centrow skupien.
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300, wynikajg z niedoskonatosci samej metody k-$rednich, ktora, mimo ze skupienia
byty sferyczne, przy niekorzystnej inicjalizacji nie potrafita poprawnie zidentyfiko-
wac istniejacej struktury grupowej badanych jednostek.

5. Zakonczenie

W badaniach empirycznych coraz cz¢sciej pojawiaja si¢ zbiory danych o wysokim
wymiarze, rzedu setek i tysiecy cech. Tak duza liczba cech w istotny sposdb zmienia
skale probleméw stojacych przed analizg skupien. Miedzy innymi zaobserwowano,
Ze wraz ze wzrostem wymiaru nastgpuje zaburzenie roéznicy odlegtosci miedzy jed-
nostka potozong najblizej i najdalej od dowolnej innej jednostki, np. srodka cigzkosci
skupienia. Wraz ze wzrostem poziomu wykladnika £ w normie potggowej i wzro-
stem liczby wymiardéw pogarsza si¢ kontrast migdzy obserwowanymi jednostkami w
przestrzeni. Wykazano, ze w takiej sytuacji nalezatoby rozwazy¢ zastosowanie
utamkowego poziomu wyktadnika &, dzigki czemu mozliwe stanie si¢ zachowanie
znacznie lepszego kontrastu migdzy jednostkami. Zastosowanie utamkowego pozio-
mu wyktadnika w normie potegowej wplywa na mozliwos¢ identyfikacji istniejacej
struktury grupowej badanych jednostek. Obserwacja powyzsza moze mie¢ istotne
znaczenie w grupowaniu jednostek kazdg metoda wykorzystujaca w swojej kon-
strukcji pomiar odlegtosci migdzy jednostkami.
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THE ASSESSMENT OF IMPACT VALUE OF MINKOWSKT’S
CONSTANT FOR THE POSSIBILITY OF GROUP STRUCTURE
IDENTIFICATION IN HIGH DIMENSIONAL DATA

Summary: An important decision in the analysis of the variability of units in themultidi-
mensional space, is the choice of the measurement of distance which is accurate for a given
problem. This choice is of particular importance, when we have data sets which are
described by hundreds of features. In the empirical studies, the most used measure of
distance is the exponential metric measure. When the units are described by a very large
number of features, an appropriate choice of the Minkowski’s constant level is important
because has to affect the properties of the exponential metrics. With the increase of
dimensionality, the properties of the metrics may change. The aim of this paper is to
estimate the influence of the Minkowski’s constant and high dimensional space on the group
structure which may be obtained. Based on simulation studies the author of this paper shows
that the high dimension of the space application of fractional exponential metrics affects the
ability to identify the group structure.

Keywords: cluster analysis, curse of dimensionality, exponential metrics.





