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WYBRANE TESTY ZGODNOSCI DOTYCZACE
ROZKLADOW STATYSTYK EKSTREMALNYCH I ICH
ZASTOSOWANIE W ANALIZACH FINANSOWYCH'

Streszczenie: Statystyki ekstremalne, minimum i maksimum, wykorzystywane sa w anali-
zach finansowych, ubezpieczeniowych, w meteorologii i kontroli jakosci. Pojawienie si¢
nietypowych, rzadko wystepujacych zjawisk powoduje zwykle duze straty finansowe, kto-
rych wielkos¢, przy ustalonym prawdopodobienstwie, pozwala okresli¢ graniczny rozktad
statystyk ekstremalnych. Jest on rozktadem Frécheta, Weibulla lub Gumbela. W celu wery-
fikacji hipotezy dotyczacej przynaleznos$ci dystrybuanty rozktadu statystyki ekstremalnej do
klasy rozktadow Gumbela stosowane sg testy zgodnosci. Wsrdd testow wyroznia sie dwie
grupy. Jedne z testow wymagaja istnienia proby losowej ztozonej z wartosci statystyk eks-
tremalnych, inne oparte sg na statystykach pozycyjnych przekraczajacych pewien ustalony
poziom, zwany progiem. W pracy przedstawione zostaly wyniki analiz wlasnosci testow
wykorzystujacych warto$ci ponadprogowe wraz z przyktadem ich zastosowania do weryfi-
kacji hipotez statystycznych o postaci rozktadu logarytmicznych stop zwrotu wybranych in-
deksow gietldowych.

Stowa kluczowe: statystyka maksimum, test zgodnosci, rozktad Gumbela, rozktad Frécheta,
rozktad Weibulla.

DOI: 10.15611/pn.2014.371.23

1. Wstep

Analiza granicznych rozkladow statystyk maksimum i minimum wykorzystywanych
w badaniach finansowych zwigzana jest z konieczno$cig weryfikacji hipotez doty-
czacych klasy rozktadu analizowanej statystyki ekstremalnej. W pracy zaprezento-
wane zostaly wybrane testy statystyczne stuzgce do badania zgodnos$ci rozktadu sta-
tystyki ekstremalnej z rozktadem typu Gumbela, Frécheta lub Weibulla oraz wyniki
przeprowadzonych analiz ich wiasnos$ci, ktore moga by¢ pomocne przy wyborze
testu stosowanego w badaniach empirycznych.

' Artykul powstal na podstawie badan realizowanych w ramach projektu DEC-2011/01/
B/HS4/02746, finansowanych przez NCN.
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W pracy rozwazane sg tylko statystyki maksimum ze wzgledu na nastepujacy
zwigzek statystyk minimum i maksimum:

X =min X, X,, .., X, } =—max{-X,,~X,, ..-X,} ==(=X)), (L.1)

gdzie X ((l")) , X ((:)) s3, odpowiednio, statystyka minimum i maksimum z proby loso-
wej X, Xy, .., X

Uogolniony rozklad statystyki maksimum X ((:)) = max {X Xy X n} okreslony
jest za pomoca dystrybuanty [Embrechts et al. 1997]:

n’

-1

exp —(1+§x_“jf dla £20, 14&X7H 50,

y o o
Flo:(x)= (1.2)

exp(—exp(—uD dla £=0, xeR,
o

o . o1
gdzie u jest parametrem potozenia; o — skali, a — — parametrem ksztaltu.

Szczegdlnymi przypadkami uogodlnionego rozkltadu maksimum sg rozktady
Gumbela (f = 0), Frécheta (5 > 0) i Weibulla (f < O), ktore charakteryzuja gra-

niczne rozktady maksimum zmiennych losowych, odpowiednio, o ,.cienkich”, ,,gru-
bych” i,,krotkich” ogonach.
(n)

Dystrybuanta graniczna F’ #"’15’ ‘ (x) statystyki minimum X (1) Wyznaczana jest
z zaleznosci F's . (x)=1- o (- x), gdzie F o (x) jest dystrybuanta granicz-
ng X ((:)) .

Posta¢ rozktadu statystyki maksimum zmiennej losowej X $cisle zwigzana jest
z rozktadem ogona tej zmiennej, czyli rozktadem zmiennej ¥ = X|X > u, gdzie u

jest ustalong wartoscia, zwang progiem. Granicznym rozktadem zmiennej Y jest uo-
golniony rozktad Pareto o dystrybuancie okreslonej wzorem:

-1

1—(1+§%T da £#0, Ey>—BAy>0,

Fy ()= (1.3)

l—exp(—%J dla £=0, y=0.

gdzie £ € R jest parametrem ksztaltu, a £ > 0 parametrem skali.
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Istotnym, wspdlnym dla obydwu rozktadow parametrem jest &, zwany indek-

sem ekstremalnym. Jego znak okre$la klas¢ uogolnionych rozktadow statystyk eks-
tremalnych oraz posta¢ uogolnionego rozktadu Pareto.

2. Testy zgodnosci weryfikujace hipotezy
o rozkladzie maksimum z proby

Weryfikacj¢ hipotez dotyczacych postaci uogdlnionego rozkladu statystyk ekstre-
malnych (Gumbela, Frécheta czy Weibulla) mozna przeprowadza¢ testami zgodnosci
opartymi na probach losowych bedacych ciggami wartosci statystyk ekstremalnych
lub wartos$ci ponadprogowych.

Niech Z =X ((,'Z)) bedzie zmienng losowa okreslajacg maksimum z n-elemen-
towej proby wylosowanej z populacji utozsamianej ze zmienng losowg X. Na pod-
stawie m-elementowej proby prostej Z, =X ((:))1, w2, =X ((:))m weryfikujemy
hipoteze zerowa mowigca, ze maksimum ma rozktad Gumbela, czyli hipoteze:

HO:F(z)eQFG (2.1
wobec hipotezy:
H, :F(z)eEQFG, (2.2)

gdzie F (Z) jest dystrybuantg zmiennej Z, natomiast <) e jest klasg rozktadow
Gumbela.

Powyzsze hipotezy mozna zweryfikowaé, na podstawie m-elementowej proby,
stosujac jeden z testow: Cramera von Misesa, Andersona—Darlinga lub Kotmogoro-
wa—Smirnowa badz inny znany test zgodnosci.

Statystyka testu Cramera von Misesa wyrazana jest wzorem:

1 & 2i 1Y
W, =——+3| F(Z)- . 23
M 12m ,._1[ (2) ZmJ (2-3)

Statystyka testu Andersona-Darlinga ma postac :
W, =—m— lZ(zi ~D(InF(Z)+In(1-F(Z,_.,))- (2.4)
nio

W przypadku weryfikacji hipotez o rozkladach statystyk ekstremalnych testy
Cramera von Misesa i Andersona—Darlinga charakteryzuja si¢ lepszymi wlasno$cia-
mi niz np. test zgodnosci chi-kwadrat 1 Kotmogorowa—Smirnowa. Rozwazania doty-
czace tych testow oraz wartosci krytyczne dla wybranych rozktadow teoretycznych
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zawarte sg w pracach M.A. Stephens [1974; 1977; 1979; 1991], P. Puig, M.A. Ste-
phens [2000].

Gdy nie posiadamy proby ztozonej z m maksimow, stosujemy tzw. podejscie
blokowe, polegajace na podziale n-elementowej proby X, X,, ..., X, na m grup

(blokow) 1 wyznaczeniu w kazdej z grup wartosci maksymalnej. Zastosowanie tej
procedury sprawia, ze warto$ci maksymalne w poszczegolnych blokach niekoniecz-
nie sg wartoSciami m najwigkszych statystyk pozycyjnych okreslonych na podstawie
tej proby losowe;.

Fakt, Ze rozklad maksimum jest $cisle zwigzany z rozktadem ogona (,,grube”,
»cienkie”, , krotkie” ogony), mozemy wykorzystac i stosowaé metody oparte na war-
tosciach ponadprogowych.

Niech X ((1';), v X ((;')) bedzie ciggiem statystyk pozycyjnych otrzymanym z

n-elementowej proby prostej X, X,,..X,. Dla ustalonego progu u# wyznaczamy
statystyki pozycyjne o wartosciach wigkszych niz u i1 oznaczamy je przez
X(ﬂ) X(ﬂ)

(n=k)> 2 () *

Hipoteze (2.1) wobec (2.2) mozemy zweryfikowaé, przy przyjetym poziomie
istotnosci & , stosujgc ponizej przedstawione trzy testy zgodnosci [Neves et al. 2006;
Neves, Fraga Alves 2008].

Sprawdzianem pierwszego z analizowanych testow, zwanego testem ilorazo-
wym, jest statystyka wyrazona wzorem:

(n) _ y(n)
R, (k)= w - eh ~Ink. (2.5)

L& v "
;;(X((nziﬂ) - X((njk))

Statystyka ta, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, ma standary-
zowany rozklad Gumbela o dystrybuancie F (x) =exp (— exp (—x)).

Obszar krytyczny wyznaczony jest przez kwantyle v,, v _ , odpowiednio, rzg-

a?
2 2

du % i 1—% standaryzowanego rozktadu Gumbela. Hipotezg zerowa odrzucamy

na korzy$¢ hipotezy alternatywnej, gdy R, (k) <v, lub R (k)>v .
= 1-=
P 2
Sprawdzianem drugiego z testdw jest statystyka postaci:

G, (k) =Jk[4(G; (k)-2), (2.6)
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gdzie

1< " 2
. %Z(X((n)wl) X((n)k))
G, (k) ===,

>
1 (n) (n)
(kZX(" i+1) _X(n k)

2.7)

Statystyka G, (k) ma rozktad asymptotycznie normalny N (O,l).
Hipoteze zerowa odrzucamy na Kkorzy$¢ hipotezy alternatywnej, gdy

G, (k)y<u, lub G, (k)>u _,gdzie ®|u, =2 oraz | u " -1-Zia jest
2 = 2) 2 ] 2
przyjetym poziomem istotnosci.
Kolejny test zgodnosci weryfikujacy hipotezy o rozkladzie statystyki maksimum
charakteryzuje sprawdzian okreslony wzorem:

W, (k)= \/_[G(k)_l J

ktoéra ma rowniez rozktad asymptotycznie normalny N (0, 1).
Obszar odrzucenia dla tego testu jest identyczny jak dla testu ze statystyka

(2.8)

G, (k).
Hipoteze alternatywna mozna doktadniej sprecyzowacé:
H': F(2)eQ,, (2.9)
lub
H, ":F(Z)EQFW’ (2.10)

gdzie QQ F, Oraz Q r, 4 odpowiednio, klasg rozkladow Frécheta i Weibulla.

Gdy hipoteza alternatywna jest postaci H,', to odrzucamy hipoteze H, na ko-
rzy$¢ H,', jeSli: R (k)>v._, G (k)>u,, lub W (k)<u

w przypadku stosowania testu ilorazowego, testu ze sprawdzianem G, (k) lub testu

»» odpowiednio,
ze sprawdzianem W, (k).

Hipotez¢ H, odrzucamy na korzy$¢ hipotezy H,", gdy R, (k)<v,,
G,(k)<u, lub W (k)>u,,
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3. Analiza wlasnosci wybranych testow zgodnosci

Analiza wlasnosci testow: ilorazowego (test I), testu ze statystyka G, (k) (test II)

i testu ze statystyka W, (k) dla wybranych rozktadow zmiennej losowej X przepro-

wadzona zostata metodami symulacyjnymi. Z twierdzen dotyczacych przynaleznosci
dystrybuanty maksimum do obszarow przyciggania rozktadow Gumbela, Frécheta
i Weibulla [Castillo et al. 2004] wiadomo, ze dla zmiennych o rozktadzie normalnym

(N(,u,a)), gamma (Gamma(a,b)), w szczegbdlnosci wyktadniczym (Exp(ﬁ)),
statystyka maksimum posiada graniczny rozktad Gumbela, natomiast dla zmiennych
o rozktadzie Cauchy’ego (Ca(m, /"L)) i Pareto (Pa(<9, a)) rozklad Frécheta. Roz-

wazajac wymienione klasy rozkltadéw, badano liczb¢ odrzucen hipotezy zerowej
moéwigcej, ze rozklad statystyki maksimum jest Gumbela w przypadku 1000-
-elementowych prob i powtarzaniu procedury weryfikacji hipotez 10 000 razy. War-
tosci progdéw ustalane byty na poziomie kwantyla Q rzedu 0,9 i kwantyli wyzszych
rzedow. W tabelach 1 i 2 przedstawiono wyniki analiz dla wybranych rozktadow
i progu bedacego kwantylem rzedu 0,95 oraz 0,9. Wartosci dla rozktadow normalne-
go, gamma i wyktadniczego stanowia oszacowania rozmiaru testow (tab. 1). Okazato
si¢, ze dla rozwazanych rozkladow najgorsze wilasnosci, sposrdéd analizowanych
testow, posiada test III. Odsetek btgdnych decyzji znacznie przekracza ustalony po-
ziom istotnosci 0,05. Lepsze rezultaty uzyskano, ustalajac prog na poziomie kwanty-
la rzgdu 0,95. W tabeli 2. zawarte sg odsetki poprawnie podjetych decyzji zwigza-
nych z odrzuceniem falszywej hipotezy zerowej. Okazalo si¢, ze w tym przypadku
wykorzystanie elementow proby losowej wigkszych niz kwantyl 0,9 daje lepsze wy-
niki. Oczywiscie wigcej jest btednych decyzji, jesli indeks ekstremalny jest blizszy 0.
W przypadku rozktadéw z ,.grubymi” ogonami ro6znice mi¢dzy wynikami uzyska-
nymi przy zastosowaniu tych testow sa mniejsze.

Tabela 1. Odsetek odrzucen prawdziwej hipotezy zerowej dla rozktadow o ,,cienkich” ogonach

Rozklad zmiennej Test 1 Test I1 Test 111
losowej X Oy 05 Oy Oy 5 O Oy o5 Oy
N(3,1/2) 0,0109 | 00782 | 0,0052 0,1173 0,1820 0,4463
N(3.,2) 0,0121 0,0850 | 0,0080 0,1106 0,1802 0,4336
Exp(3) 0,0196 | 0,0272 | 0,0378 0,0037 0,0511 0,0546
Exp(6) 0,0234 | 00262 | 0,0538 0,0336 0,0596 0,0584
Gamma(3,2) 0,0128 | 0,0234 | 10,0191 0,0226 0,0752 0,1189
Gamma(3,1/2) 0,0123 | 0,0219 | 0,0209 0,0241 0,0731 0,1174

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Tabela 2. Odsetek odrzucen fatszywej hipotezy zerowej dla rozktadow o ,,grubych” ogonach

Rozktad Indeks Test I Test 11 Test I11
zmiennej X | ekstremalny Oh .05 Ono Oy 05 O Oy 05 O
Ca(3,1) 1 0,9128 | 0,9892 | 0,9887 | 0,9999 | 0,9360 | 0,9994
Ca(3,2) 1 0,9087 | 0,9898 | 09887 | 0,9999 | 09349 | 0,9994
Pa(3,1) 1 0,9153 | 0,9903 | 0,9895 | 1,0000 | 0,9410 | 0,9993
Pa(3,2) 12 0,5908 | 0,7883 | 0,8167 | 09643 | 0,5476 | 0,9039
Pa(3,1/2) 2 0,9974 | 1,000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,9996 | 1,0000

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Uzyskane wyniki pozwalajg stwierdzi¢, ze dla rozpatrywanych klas rozktadow
sposrod rozwazanych testow najlepsze rezultaty otrzymano przy zastosowaniu testu

II, ze statystyka G, (k).

4. Zastosowanie testow zgodnosci do badania
rozkladu statystyki minimum logarytmicznych stép zwrotu
indeksow gieldowych

Zaprezentowane testy zgodnosci wykorzystane zostaty do analizy rozktadu statystyk
ekstremalnych dwoch indeksow: polskiego indeksu WIG 20 i amerykanskiego DJIA.
Rozwazano logarytmiczne dzienne stopy zwrotu wymienionych indeksow. Aby sto-
sowaé przedstawione metody, zakladamy, ze cigg logarytmicznych dziennych stop
jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o identycznych rozktadach. Wartosci
dziennych logarytmicznych stop zwrotu indeksu WIG 20 i DJIA dla kolejnych 1000
dni przedstawiaja rysunki 1 i 2.

Zastosowanie testow: ilorazowego, ze statystyka G, (k) oraz ze statystyka
W (k) wymaga rozwazania zmiennych losowych — R, — R,, ...., gdzie R, ozna-

czaja logarytmiczne dzienne stopy zwrotu, odpowiednio dla indeksu WIG 20 oraz
DIJIA. Wtedy weryfikujemy hipotezy o przynaleznosci dystrybuanty rozktadu staty-
styki maksymalnej zmiennych — R,, — R, , .... do obszaru przyciagania dystrybuan-
ty rozkladu Gumbela, czyli hipotezy H| : F (Z) e Fo wobec hipotezy alternatyw-
nej mowigcej, ze dystrybuanta ta nalezy do obszaru przyciggania dystrybuanty roz-
ktadu Frécheta H,': F(z)eQ,, .

Wyznaczone  wartosci  statystyk  testow  wynosity dla  WIG  20:
R,000(50) = 0,095, G,y (50) =—-0,301, W, (50) = 0,329, zatem zastosowanie

tych testow pozwolito podja¢ decyzje o braku podstaw do odrzucenia hipotezy zero-
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wej. Dla indeksu DJIA otrzymano: R,,,(50) =-0,275, G,,,(50)=-0,178,
W,000(50) = 0,188 i podobnie jak w poprzednim przypadku uzyskane wyniki spra-
wiaja, ze brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

R

025 J

Rys. 1. Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu indeksu WIG 20 w okresie 25.08.2009-19.09.2013

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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0,06
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0,06

Rys. 2. Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu indeksu DJIA w okresie 29.08.2009-19.09.2013

Zroédto: opracowanie wlasne.

5. Podsumowanie

Rozwazane testy statystyczne majg zastosowanie w analizach finansowych, gdy sza-
cowaniu podlegaja miary warto$ci narazonej na ryzyko. Jedno z podejs¢ okreslaja-
cych warto$¢ zagrozong VaR oparte jest na teorii zdarzen ekstremalnych, inne wyko-
rzystuje metode wartosci ponadprogowych stuzacg do modelowania ogonoéw rozkta-
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dow rozwazanych zmiennych. Pierwsza z metod wymaga znajomosci uogdlnionego
rozkladu statystyki ekstremalnej zmiennej losowej okreslajacej wielko$¢ strat lub
wielko$¢ logarytmicznych stop zwrotu, druga za$ uogolnionego rozktadu Pareto
stanowigcego oszacowanie rozkladu wartosci przekraczajacych pewien ustalony
prog. W obydwu przypadkach istotne jest rozstrzygnigcie, do jakiej klasy rozktadow
nalezy statystyka maksimum. Podjecie decyzji o postaci granicznego rozktadu staty-
styki maksimum na podstawie zaprezentowanych w pracy testow zgodnos$ci, a na-
stepnie oszacowanie parametrow uogolnionego rozkladu statystyki ekstremalnej lub
uogolnionego rozktadu Pareto pozwoli okresli¢ wielkosci kwantyli, ktére wykorzy-
stywane s3 do wyznaczania wielko$ci narazonej na ryzyko.
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SELECTED TESTS OF GOODNESS OF EXTREME
DISTRIBUTIONS AND THEIR APPLICATION
IN FINANCIAL ANALYSES

Summary: Minimum and maximum statistics are used in the financial analyses, insurance,
meteorology and quality control. The appearance of untypical events causes large financial
losses. The sizes of these losses determine the limiting distribution of extreme statistics,
which may be the Fréchet, Weibull or Gumbel distribution. The verification of the hypothe-
sis that the distribution function belongs to the Gumbel distribution is based on the good-
ness-of-fit tests. There are two groups among the tests. Some of the tests require a random
sample consisting of the minimum or maximum values, other are based on order statistics,
which exceed a prespecified level, called a threshold. This paper presents the results of ana-
lyzes of the selected tests and the example of their application to the verification of the sta-
tistical hypotheses about the form of the distribution of logarithmic returns of the selected
indexes.

Keywords: maximum statistic, goodness-of-fit tests, Gumbel distribution, Fréchet distribu-
tion, Weibull distribution.



