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MOŻLIWOŚCI WYKORZYSTANIA 
LICZB ROZMYTYCH W BADANIACH 
SATYSFAKCJI KLIENTA

Streszczenie: Jedną z podstawowych skal stosowanych w pomiarze satysfakcji jest skala 
porządkowa. Stosowanie jej wiąże się z wykorzystaniem metod statystycznych odpowiednich 
dla zmiennych ciągłych. Sposobem na ominięcie trudności z tym związanych jest możliwość 
przypisania poszczególnym odpowiedziom na skali jako zmiennym lingwistycznym odpo-
wiednich wartości liczb rozmytych. Artykuł przedstawia procedurę wyznaczania wskaźnika 
satysfakcji za pomocą trójkątnych liczb rozmytych dla usług świadczonych przez jednostki 
samorządu terytorialnego. W dalszej części artykułu otrzymane w ten sposób wyniki są kon-
frontowane z wynikami klasycznego wskaźnika satysfakcji (CSI).

Słowa kluczowe: satysfakcja, liczby rozmyte, samorząd terytorialny. 

1. Wstęp

Satysfakcja klienta jest jednym z istotniejszych problemów współczesnego marke-
tingu i analiz zachowań klienta, a wykorzystane w jej badaniach metody ilościowe 
są zróżnicowane. Ostatnio zaczęto poszukiwać nowych metod pomiaru satysfakcji 
klienta, czego przykładem może być wykorzystanie m.in. hierarchicznych modeli 
Bayesa, połączenie zbiorów rozmytych i analizy IPA (FN-IPA). Podjęto również 
próby adaptacji istniejących już metod do badania nowych obszarów, np. przy-
stosowania ACSI (American Customer Satisfaction Index) i MUSA (Multicriteria 
Satisfaction Analysis) na potrzeby działań w Internecie. Przykładami takiego zróż-
nicowania metod ilościowych w badaniu satysfakcji mogą być prace: [Chen, Ko 
2009; Grigoroudis i in. 2008; Hsu 2008; Yang, Peng 2008; Deng 2009; Lindenmeier, 
Tscheulin 2008; Nobuhiko i in. 2011].

Rezultatem są zróżnicowane skale do pomiaru satysfakcji klienta [Grigoroudis, 
Siskos 2010, s. 188]. Często wykorzystywana jest skala porządkowa umożliwiająca 
wyznaczanie porządku liniowego obiektów będących przedmiotem pomiaru na pod-
stawie rang przypisanych tym obiektom. Jednakże wadą tej skali jest niemożność 
szacowania różnic między obiektami, co przekłada się na konieczność wykorzysta-
nia metod statystycznych właściwych tylko dla zmiennych ciągłych. Sposobem na 
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przezwyciężenie tej niedogodności może być wykorzystanie zmiennych rozmytych. 
Nadają one wartościom lingwistycznym bardziej obiektywny charakter i umożli-
wiają uwzględnienie niepewności i nieprecyzyjności subiektywnych ocen respon-
dentów.

Celem artykułu jest przedstawienie sposobu szacowania poziomu satysfakcji 
z usług świadczonych przez jednostki samorządu terytorialnego za pomocą trójkąt-
nych liczb rozmytych oraz porównanie otrzymanych wyników z klasycznym wskaź-
nikiem satysfakcji klienta.

2. Liczby rozmyte – charakterystyka 

Pojęcie zmiennej lingwistycznej zostało zdefiniowane w ramach teorii zbiorów roz-
mytych [Zadeh 1965, 2008] i oznacza zmienną, której wartościami są wyrażenia 
lingwistyczne lub tzw. określenia werbalne, np. temperatura – „zimno”, „ciepło”, 
„gorąco”, czy dochód – „niski”, „średni”, „wysoki”. Zastosowanie zmiennych lin-
gwistycznych np. do oceny satysfakcji klienta polega na ocenie przez respondenta 
poszczególnych atrybutów usługi przez wybór jednej z wartości lingwistycznych. 
Następnie na etapie analizy danych wartościom lingwistycznym przypisuje się war-
tości liczb rozmytych.

Idea liczb rozmytych opiera się na założeniu, że każda informacja pochodząca 
od człowieka (informacja nieprecyzyjna) czy od urządzeń pomiarowych (informacja 
precyzyjna) ma swoją „ziarnistość”. Informacja pochodząca od człowieka charakte-
ryzuje się dużą ziarnistością, w przeciwieństwie do informacji pochodzących z urzą-
dzeń pomiarowych. Ziarnistość informacji jest określana za pomoca szerokości ziar-
na i jest podstawą oceny informacji. Bierze się w niej pod uwagę założenie, że im 
ziarnistość informacji jest mniejsza, tym bardziej jest ona precyzyjna. Twórcą poję-
cia „ziarnistości” informacji jest L. Zadeh, który informację o skończonej większej 
od zera szerokości ziarna nazwał informacją rozmytą (fuzzy) [Zimmermann 2001, 
s. 5]. Dział matematyki operujący taką informacją nazwany został „teorią zbiorów 
rozmytych”, której najważniejszą częścią jest „logika rozmyta” stosowana do mode-
lowania i sterowania rozmytego.

W teorii zbiorów rozmytych, w przeciwieństwie do klasycznej teorii zbiorów, 
przyjmuje się, że element może należeć częściowo do zbioru i do jego dopełnienia. 
Stopień przynależności oznacza się jako µA(x) i przybiera on wartości z przedziału 
[0, 1]. Zbiory rozmyte opisują najczęściej pojęcia lingwistyczne używane często 
w życiu codziennym, takie jak np. chłodno, gorąco. Natomiast liczba rozmyta jest 
definiowana jako zbiór rozmyty A ⊆ R określony w zbiorze liczb rzeczywistych 
spełniający następujące warunki:

A––  jest zbiorem normalnym,
A––  jest zbiorem wypukłym,
funkcja przynależności zbioru –– A jest funkcją kawałkami ciągłą. 
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Istnieje wiele różnych funkcji przynależności, z czego najczęściej wymieniane  
i opisywane są: funkcja trójkątna, funkcja trapezowa, funkcja gaussowska, singel-
ton. Funkcja przynależności dla trójkątnej liczby rozmytej ma następująca postać 
[Ban 2011, s. 265]: 
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gdzie: a1, a2, a3 ∈ R, a1 < a2 < a3 (rys. 1).

Parametr a2 jest interpretowany jako najbardziej możliwa wartość szacowanych 
danych, a1, a3 zaś są dolną i górną granicą możliwego dostępnego obszaru. 

1

0 a1 a2 M(a1,a2,a3) a3

Rys. 1. Graficzna interpretacja trójkątnej liczby rozmytej

Źródło: [Ban 2011, s. 265].

Na liczbach rozmytych można wykonywać działania arytmetyczne1, ale trzeba 
pamiętać o ich niedoskonałościach. Konsekwencją dodawania i odejmowania liczb 
rozmytych jest zwiększanie się przedziałów nieprecyzyjności, co jest określane jako 
zwiększanie rozmytości liczby rozmytej [Kosiński, Prokopowicz 2004, s. 44]. Ozna-

1  Arytmetyka rozmyta definiuje podstawowe operacje matematyczne na liczbach rozmytych przez 
rozszerzenie tych operacji z liczb nierozmytych. Sposób ich rozszerzania podaje tzw. zasada rozsze-
rzania Zadeha.
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cza to, że w wyniku wykonania wielu działań nośnik wynikowej liczby będzie tak 
szeroki, że informacja, którą dana liczba miała przenosić, stanie się mniej użyteczna. 
Ponadto o ile dodając dwie liczby rozmyte do siebie, otrzymamy ich sumę w po-
staci liczby rozmytej, o tyle odwrócenie takiego działania jest na ogół niemożliwe 
(A + B = C, to na ogół C – B ≠ A, gdzie A, B, C są liczbami rozmytymi) [Kosiński, 
Prokopowicz 2004, s. 44].

Końcowe wyniki przeprowadzonych analiz będą miały postać liczb rozmytych 
i mogą stanowić podstawę do dalszych wyliczeń, lecz mogą również zostać prze-
transformowane do postaci liczb rzeczywistych.

3. Przykład badania satysfakcji 
z wykorzystaniem trójkątnych liczb rozmytych

Celem badań ankietowych przeprowadzonych na terenie 16 JST w woj. zachodnio-
pomorskim w okresie listopad–grudzień 2009 r. i czerwiec–lipiec 2010 r. był pomiar 
jakości i zadowolenia z usług świadczonych przez JST. Podmiotami badania byli 
m.in. mieszkańcy danej gminy lub powiatu2. Łącznie przebadano 6053 responden-
tów (z czego w pierwszym badaniu przebadano 3264 mieszkańców, w drugim zaś 
2789). Wielkość próby badawczej do badań ankietowych wyznaczono w oparciu 
o liczbę ludności zamieszkującej na terenie działania poszczególnych JST (warstwo-
wy dobór próby). Badania zostały przeprowadzone za pomocą ankiety bezpośred-
niej wśród interesantów odwiedzających siedzibę danej JST (50% badanych) oraz 
mieszkańców danego obszaru (50% badanych). Pozwoliło to na zebranie informacji 
na temat: 

oceny warunków zamieszkiwania na terenie gminy lub powiatu,––
oceny wizerunku gminy i możliwości jej rozwoju,––
istotności dla mieszkańców elementów zapewniających właściwy poziom ––
świadczonych usług, tj. niezawodności, odpowiedzialności, pewności, empatii 
i namacalności,
oczekiwań badanych osób w zakresie składowych jakości świadczonych usług,––
subiektywnych ocen bieżącej sytuacji w zakresie składowych świadczonych ––
usług.
Pomiar zadowolenia opierał się na ocenie takich atrybutów usługi, jak: nieza-

wodność, odpowiedzialność, pewność, empatia i namacalność, oraz na przypisaniu 
do nich wag. Atrybuty usługi zostały sprecyzowane w postaci 28 stwierdzeń, w któ-
rych dokonywano oceny w oparciu o 5-stopniową skalę porządkową3. Poszczegól-

2  Badania były częścią zadania „Satysfakcja Klientów i Pracowników Urzędów” realizowanego 
w ramach projektu „Wdrażanie usprawnień zarządczych w JST na obszarze województwa zachodnio-
pomorskiego”. Kierownik projektu: dr hab. prof. US T. Lubińska, kierownik zadania: dr hab. prof. US 
Jolanta Witek.

3  1 – oznaczało ocenę bardzo złą, 2 – złą, 3 – średnią, 4 – dobrą, 5 – bardzo dobrą.
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nym stopniom ze skali porządkowej jako zmiennym lingwistycznym nadano odpo-
wiednie wartości trójkątnych liczb rozmytych, co przedstawia tab. 1. 

Tabela 1. Zmienne lingwistyczne i przypisane im wartości trójkątnych liczb rozmytych

Ocena zadowolenia wyrażona 
za pomocą zmiennych 

lingwistycznych
Symbol 

Ocena zadowolenia wyrażona 
za pomocą trójkątnych liczb 

rozmytych 

Waga wyrażona 
za pomocą trójkątnych 

liczb rozmytych 
Bardzo niska BN (0,0,3) (3,3,8)
Niska N (0,3,5) (3,8,13)
Średnia S (2,5,8) (8,13,18)
Wysoka W (5,7,10) (13,18,23)
Bardzo wysoka BW (7,10,10) (18,23,23)

Źródło: [Abdullah, Khadiah 2011, s. 222].

Analiza wyników pierwszego badania wskazuje, że mieszkańcy najwyżej oce-
niali (ocena na poziomie wysokim) następujące elementy usługi: 

oznakowanie wewnątrz budynku,––
ubiór pracowników urzędu.––
Pozostałe elementy usługi oceniono na poziomie średnim. Wyniki powtórnego 

badania wskazywały na wzrost poziomu zadowolenia z poszczególnych elementów. 
Piętnaście elementów z 28 ocenianych uzyskało ocenę wysoką, pozostałe zaś utrzy-
mały ocenę średnią. Szczegóły zamieszczono w tab. 2. 

Tabela 2. Wyniki dla poszczególnych elementów usługi podlegających ocenie

Element usługi Pierwsze badanie Drugie badanie
1 2 3

Terminowość załatwiania spraw S S
Sprawność obsługi S S
Niezawodne załatwianie spraw (bez pomyłek) S W
Sprawność i szybkość załatwiania sprawy przez urzędników   S S
Czas oczekiwania na przyjęcie przez urzędnika S S
Chęć pomocy ze strony personelu S W
Uprzejmość personelu S W
Życzliwość personelu S W
Wiedza i kompetencje personelu S W
Kultura osobista urzędników S W
Zaufanie do pracowników urzędu S S
Przejrzyste informowanie o zasadach załatwiania spraw 
w urzędzie S S
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1 2 3
Stosowanie zrozumiałego języka w pismach S S
Stosowanie zrozumiałego języka przez urzędnika 
w rozmowie z klientem S W

Dostęp do potrzebnych formularzy i druków S W

Dostęp do wzorów wypełnionych formularzy i druków S W

Dostosowanie czasu pracy do potrzeb klientów S S
Dostęp do urzędnika przez e-mail S S
Udzielanie wyczerpującej informacji o realizowanej sprawie S S
Pomoc w wypełnianiu dokumentów S W
Warunki lokalowe (oświetlenie, czystość, estetyka) S W
Oznakowanie zewnętrzne budynku S W
Oznakowanie wewnętrzne budynku W W
Wygląd i czytelność druków S W
Ubiór pracowników urzędu W W
Dostęp do miejsc parkingowych S S

Dostosowanie urzędu dla osób niepełnosprawnych S S

Wygodna poczekalnia S S

Źródło: opracowanie własne na podstawie przeprowadzonych badań.

W celu uzyskania oceny znaczenia poszczególnych elementów wartościom lin-
gwistycznym przypisano wartości odpowiadających trójkątnych liczb rozmytych, 
a następnie wyznaczono wartość średnią dla poszczególnych elementów usługi.  
W dalszej kolejności dokonano ich zamiany na liczby rzeczywiste według następu-
jącego wzoru [Abdullah, Khadiah 2011, s. 222]: 

 (2)

Wyznaczone w ten sposób wartości wag sumowano. W pierwszym badaniu suma 

wag wyniosła  , natomiast w drugim . Na tej podstawie 

wyznaczono wartość wskaźnika satysfakcji, opierając się na następującym równaniu 
[Abdullah, Khadiah 2011, s. 222]: 

(3)

Wartość wskaźnika satysfakcji w postaci trójkątnych liczb rozmytych dla 

pierwszego pomiaru wyniosła
 

, natomiast dla drugiego 
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.  Aby wyznaczyć wartość tych wskaźników w postaci liczb 
rzeczywistych, ponownie skorzystano ze wzoru [Abdullah, Khadiah 2011, s. 223]:

      (4)

Otrzymano następujące wartości: 5,77 (dla pierwszego badania) oraz 6,82 (dla 
drugiego badania). Aby dokonać analizy poziomu, otrzymanych wartości wskaźni-
ków, odniesiono je do wzorca utworzonego przez przeliczenie wartości trójkątnych 
liczb rozmytych przypisanych poszczególnym zmiennym lingwistycznym na liczby 
rzeczywiste (tab. 3). 

Tabela 3. Ocena poziomu satysfakcji wyznaczonego za pomocą trójkątnych liczb rozmytych

Zmienna lingwistyczna Bardzo 
niska Niska Średnia Wysoka Bardzo 

wysoka
Opowiadająca trójkątna liczba rozmyta (0,0,3) (0,3,5) (2,5,8) (5,7,10) (7,10,10)
Wartość trójkątnej liczby rozmytej 
wyrażona w postaci liczby rzeczywistej 0,75 2,75 5,0 7,25 9,25

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Abdullah, Khadiah 2011, s. 223].

Jak widać w tab. 3, wyniki obu pomiarów mieszczą się pomiędzy średnim a wy-
sokim poziomem zadowolenia. Jednocześnie można zauważyć, że nastąpił wzrost 
poziomu zadowolenia mieszkańców z usług świadczonych przez jednostki samorzą-
du terytorialnego.

4. Porównanie rezultatów badania satysfakcji za pomocą liczb 
rozmytych z klasycznym wskaźnikiem satysfakcji klienta (CSI)

W dalszej kolejności wyznaczono wartości wskaźnika satysfakcji według przedsta-
wionego schematu dla poszczególnych respondentów i porównano z wyznaczonymi 
wartościami wskaźnika CSI4 oraz z deklarowanym ogólnym zadowoleniem z obsłu-
gi klienta w danym urzędzie. Wyznaczony wskaźnik CSI dla wszystkich badanych 
wyniósł 3,2 (pierwsze badanie) i 3,4 (drugie badanie). Odnosząc obliczoną średnią 
do 5-punktowej skali liczbowej5, otrzymamy wskaźnik satysfakcji mieszkańców na 
poziomie 64 i 68%6. 

4  Wartość wskaźnika CSI została wyznaczona według wzoru: , gdzie:  
wi – współczynnik znaczenia (waga) i-tego wymagania, ci – ocena zadowolenia klienta z i-tego wyma-
gania.

5  1 – oznaczało ocenę bardzo złą, 2 – złą, 3 – średnią, 4 – dobrą, 5 – bardzo dobrą. 
6  Analizując wskaźnik satysfakcji konsumentów, przyjęto, iż poziom wskaźnika 0–33% należy 

uważać za niezadowalający (NIEDOP), 34–50% – za mało zadowalający (MZ), 51–65% – średnio 
zadowalający (SZ), 66–85% zadowalający (Z), poziom 86–100% – bardzo zadowalający (BZ).
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Analizując wyniki wskaźników satysfakcji ze względu na cechy demograficzne 
badanych, można zauważyć, że wskaźnik satysfakcji wyznaczony w oparciu o licz-
by rozmyte lepiej pokazuje zróżnicowanie badanych. Ponadto wyniki pierwszego 
badania wskazują, że mniej zadowolone z usług świadczonych przez JST są osoby 
młodsze (do 30. roku życia), osoby z wyższym wykształceniem. Wyższym pozio-
mem satysfakcji cechują się natomiast osoby w wieku powyżej 45. roku życia, oso-
by z wykształceniem podstawowym i zawodowym. Wyniki obu badań wskazują, że 
bardziej zadowolone są kobiety (tab. 4).

Tabela 4. Porównanie wyników wskaźników satysfakcji ze względu na cechy demograficzne 
badanych

Cecha 
demograficzna

Wskaźnik CSI Wskaźnik satysfakcji wyznaczony  
w oparciu o liczby rozmyte 

pierwsze badanie drugie badanie pierwsze badanie drugie badanie
Wiek

18–29 lat 3,0 3,7 5,93 7,05
30–44 lata 3,2 3,3 6,58 6,37
45–59 lat 3,2 3,3 6,86 6,23
60 i więcej 3,3 3,4 6,82 6,33

Wykształcenie
Podstawowe 3,2 3,6 6,33 6,95
Zawodowe 3,25 3,3 6,84 6,33
Średnie 3,15 3,6 6,38 6,47
Wyższe 3,18 3,25 6,17 6,03

Płeć
Kobiety 3,2 3,6 6,62 6,82
Mężczyźni 3,1 3,3 6,18 6,08

Miejsce zamieszkania
Miasto 3,2 3,4 6,45 6,27
Wieś 3,15 3,5 6,27 6,66

Źródło: opracowanie własne na podstawie przeprowadzonych badań.

Wykorzystanie w obu przypadkach skal o różnej rozpiętości i różnych opisów 
otrzymanych wyników utrudnia możliwości interpretacji. Dlatego wyniki wskaźni-
ka CSI oraz wskaźnika satysfakcji wyznaczonego w oparciu o liczby rozmyte spro-
wadzono do wzajemnej porównywalności wykorzystując do tego celu informacje 
zawarte w tab. 3. Rezultaty zaprezentowano w tab. 5. Natomiast wyniki drugiego 
badania szacowane przedstawionymi dwoma sposobami są do siebie zbliżone, tzn. 
różnice między mini są stosunkowo niewielkie. W większości przypadków wartość 
wskaźnika CSI była niższa niż wartość wskaźnika satysfakcji wyznaczanego za po-
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mocą liczb rozmytych. Wyjątkami były wartości wyznaczone dla osób mających 
średnie wykształcenie, mężczyzn i osób mieszkających w miastach. Zdecydowa-
nie większe różnice wystąpiły w przypadku pierwszego badania, w szczególności 
dla grup wiekowych powyżej 45. roku życia, osób z wykształceniem zawodowym 
i średnim, kobiet oraz mieszkańców miast. Nie zmienia to ogólnego wniosku, iż 
wszystkie otrzymane wyniki wskazują na średni poziom satysfakcji we wszystkich 
analizowanych grupach.

Tabela 5. Wartość wskaźników satysfakcji po sprowadzeniu obu skal do wzajemnej porównywalności

Cecha demograficzna
Wskaźnik CSI Wskaźnik satysfakcji wyznaczony  

w oparciu o liczby rozmyte 
pierwsze badanie drugie badanie pierwsze badanie drugie badanie

Wiek
18–29 lat 5,55 6,85 5,93 7,05
30–44 lata 5,92 6,11 6,58 6,37
45–59 lat 5,92 6,11 6,86 6,23
60 i więcej 6,11 6,29 6,82 6,33

Wykształcenie
Podstawowe 5,92 6,66 6,33 6,95
Zawodowe 6,01 6,11 6,84 6,33
Średnie 5,83 6,66 6,38 6,47
Wyższe 5,88 6,01 6,17 6,03

Płeć
Kobiety 5,92 6,66 6,62 6,82
Mężczyźni 5,74 6,11 6,18 6,08

Miejsce zamieszkania
Miasto 5,92 6,29 6,45 6,27
Wieś 5,83 6,48 6,27 6,66

Źródło: opracowanie własne na podstawie przeprowadzonych badań.

5. Podsumowanie 

Przedstawiony sposób szacowania wskaźnika satysfakcji za pomocą liczb rozmytych 
i jego porównanie ze wskaźnikiem CSI wskazują, że może być on stosowany samo-
dzielnie w pomiarach satysfakcji klientów. Uzyskane wartości i ich interpretacja są 
do siebie mocno zbliżone. Taki sposób szacowania poziomu satysfakcji umożliwia 
również potwierdzenie istnienia różnic pomiędzy badanymi. Dlatego można go sto-
sować równolegle w celu potwierdzenia wyników uzyskanych innymi metodami 
oraz dla pełniejszego zobrazowania badanego zjawiska.
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THE POSSIBILITY OF USING FUZZY NUMBERS 
IN THE STUDY OF SATISFACTION

Summary: One of the basic scales used in measuring the satisfaction is ordinal scale. The 
use of it involves the use of statistical methods appropriate for continuous variables. One way 
to circumvent the difficulties involved is a possibility to assign to the individual responses 
on a scale as the linguistic variables the corresponding values of fuzzy numbers. This paper 
presents a procedure for determining the rate of satisfaction with use of the triangular fuzzy 
numbers for the services provided by local government units. In the next part of the article, 
the results obtained in this way are confronted with the results of classical satisfaction index 
(CSI).

Keywords: satisfaction, fuzzy numbers, local government units.
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