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MOŻLIWOŚCI ANALIZY SYSTEMÓW BONUS-MALUS 
W ŚWIETLE PROCESÓW MARKOWA 

Streszczenie: W artykule podjęto problem analizy surowości systemów bonus-malus sto-
sowanych w ubezpieczeniach komunikacyjnych. Skonstruowano cząstkowe mierników su-
rowości w oparciu o analizę przykładowego systemu bonus-malus w świetle teorii procesów 
Markowa. W tym celu obliczono odpowiednie charakterystyki procesu Markowa. Ich anali-
za pozwoliła na wyprowadzenie trzech cząstkowych mierników oceny systemów bonus- 
-malus: stosunek ogólnej oczekiwanej wartości zwyżek do ogólnej oczekiwanej wartości 
zniżek, wartość oczekiwana czasu upływającego od momentu wejścia ubezpieczonego do i-
tej klasy taryfikacyjnej, do przejścia do klasy j-tej po raz pierwszy oraz średni względny 
przyrost prawdopodobieństwa pozostania lub powrotu do klasy ze zwyżką ubezpieczonego 
wylosowanego ze strefy malus systemu, przy wydłużeniu całkowitego czasu przebywania  
w systemie o rok. 

Słowa kluczowe: bonus-malus, mierniki, surowość, proces Markowa. 

1. Wstęp 

System bonus-malus (SBM) to systemem zniżek i zwyżek powszechnie stosowany  
w ubezpieczeniach komunikacyjnych. Wprowadzenie systemów bonus-malus ma na 
celu zróżnicowanie składki w zależności od ryzyka kierowców, utożsamianego  
w tym przypadku z liczbą szkód generowanych w ustalonym okresie. Kierowcy wy-
kazujący się bezwypadkowa jazdą nagradzani są zniżkami (bonusami), a ci, którzy 
zgłaszają roszczenia w związku z zaistniałą szkodą, karani są zwyżkami (malusami) 
składki. Tym samym ubezpieczeni w ustalonych interwałach czasowych przemiesz-
czają się pomiędzy tzw. klasami taryfowymi systemu, którym przyporządkowano 
odpowiednie bonusy/malusy. 

Z istoty SBM wynika, że mogą one przybrać bardziej lub mniej rygorystyczną 
formę. W niektórych kary są relatywnie łagodniejsze przy jednoczesnych wysokich  
i łatwych do uzyskania zniżkach, w innych zaś przeciwnie. Zadanie, którego podej-
mują się zakłady ubezpieczeń, polega na utworzeniu takiego systemu, który byłby 
korzystny zarówno dla ubezpieczyciela, jak i ubezpieczonego. Pomocne mogą oka-
zać się tu miary pozwalające na analizę systemów bonus-malus w różnych aspek-



Możliwości analizy systemów bonus-malus w świetle procesów Markowa  157 
 
tach. Propozycje w tej dziedzinie zostały przedstawione przez J. Lemaire’a. Należą 
do nich: względny stacjonarny przeciętny poziom składki, współczynnik zmienności 
oraz elastyczność [Lemaire 1995]. W niniejszym opracowaniu podjęta zostanie pró-
ba konstrukcji innych tego typu wskaźników na podstawie analizy SBM w świetle 
teorii procesów Markowa. 

2. Opis analizowanego systemu bonus-malus 

W opracowaniu poddany zostanie analizie przykładowy SBM jednej z firm ubezpie-
czeniowych. Przedstawia go tab. 1. 

Tabela 1. Analizowany SBM 

Klasa Procent składki podst. 
Okres bezszkodowego 

przebiegu ubezpieczenia 
(klasa początkowa: 3) 

Przemieszczenie w klasach 
po jednej szkodzie, za którą 
wypłacono ubezpieczenie 

1B 200 – 1B 
1A 150 – 1B 

1 130 – 1B 
2 115 – 1A 
3 100 – 1 
4 90 1 rok 2 
5 80 2 lata 3 
6 75 3 lata 4 
7 70 4 lata 5 
8 60 5 lat 6 
9 50 6 lat 7 

10 45 7 lat 8 
11 40 8 lat 9 

Źródło: opracowanie własne na podstawie OWU firmy ubezpieczeniowej ‘X’. 
 
System ów posiada trzynaście klas, w tym cztery klasy malus oraz osiem bonu-

sowych – klasa trzecia jest klasą o podstawowym wymiarze składki. Po roku bez-
szkodowej jazdy ubezpieczony przechodzi do kolejnej, wyższej klasy taryfowej, a za 
każdą spowodowaną w tym okresie szkodę przesuwa się o dwie klasy niżej. Zatem, 
poczynając od klasy podstawowej, po ośmiu bezwypadkowych latach kierowca uzy-
ska maksymalną zniżkę. Warto zwrócić uwagę, że przedstawiony SBM dopuszcza 
możliwość spadku z klasy najwyższej do najniższej w ciągu jednego tylko roku – 
przy zajściu sześciu lub więcej szkód. 

Podstawową kwestią przy analizie systemów bonus-malus jest określenie praw-
dopodobieństwa pojawienia się 0,1,2, …, n szkód w ciągu roku dla pojedynczego 
ubezpieczonego. Do aproksymacji rozkładu liczby roszczeń często wykorzystuje się 
rozkład Poissona, gdzie λ to współczynnik szkodowości. 

Kłopotliwym problemem jest to, że współczynnik szkodowości może być inny 
dla każdego ubezpieczonego, a przecież on ostatecznie determinuje rozkład prawdo-
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podobieństwa omawianej zmiennej losowej. Dlatego w opracowaniu tym przyjęte 
zostanie założenie, że każdy ubezpieczony charakteryzuje się takim samym pozio-
mem szkodowości. Ponadto sam współczynnik szkodowości λ często traktowany jest 
jako zmienna losowa, którą analizuje się na podstawie informacji a priori oraz prób-
kowych (zob. [Pobłocka, Szreder 2005]), co stanowi dość złożony problem, niebędą-
cy jednak przedmiotem opracowania, dlatego też szkodowość będzie wyrażona  
w najprostszy sposób jako iloraz liczby zgłoszonych szkód i liczby wykupionych 
polis OC w oparciu o dane dla całego kraju (Polski). Do obliczeń wykorzystany zo-
stanie współczynnik szkodowości λ = 0,0552 z roku 2009 [Ubezpieczenia komunika-
cyjne… 2010]. W systemach bonus-malus znaczenie ma prawdopodobieństwo wy-
stąpienia szkód w ciągu jednego roku, zatem: 

 
0,0552(0,0552) , 0,1,2, ...,

!

x

xP e x .n
x

−= =  (1) 

W obliczu reguł rządzących analizowanym SBM należy wyznaczyć prawdopo-
dobieństwo tego, że zmienna losowa przyjmie sześć następujących wartości: ‘0’, ‘1’, 
‘2’, ‘3’, ‘4’, ‘5’ oraz ‘6 i więcej’. 

Tabela 2. Rozkład prawdopodobieństwa liczby zgłoszonych roszczeń 
w ciągu roku (przy założeniu rozkładu Poissona z 0,0552λ = ) 

Liczba roszczeń Prawdopodobieństwo 
0 0,9463 
1 0,0523 
2 0,0014 
3 2,653×10-5

4 3,661×10-7

5 4,042×10-9 
6 i więcej 3,747×10-11 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Rozważane prawdopodobieństwa prezentuje tab. 2. Ich znajomość umożliwi ob-

liczenie wartości podstawowych parametrów procesu Markowa charakterystycznych 
dla analizowanego SBM. 

3. System bonus-malus w ujęciu procesów Markowa 

W pierwszej kolejności poczynione zostaną następujące założenia upraszczające 
obliczenia: system jest jednorodny w czasie, tzn. prawdopodobieństwa przejścia 
ubezpieczonego z klasy taryfowej i do j są identyczne w każdym kolejnym kroku 
(roku funkcjonowania systemu); każdy ubezpieczony przystępujący do systemu roz-
poczyna od klasy ze stawką podstawową (trzeciej). Drugie z założeń pozwala bezpo-
średnio określić wektor prawdopodobieństw stanu początkowego : (0)iq
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 (2) 

0 dla 1
0 dla 1

(0) ,1 dla 3

0 dla 10
0 dla 11

i

i B
i A

q i

i
i

=⎧
⎪ =⎪
⎪
⎪= =⎨
⎪
⎪

=⎪
⎪ =⎩

# #

# #

gdzie: i to numer klasy taryfowej. 

Pierwsze z założeń znacząco ułatwia skonstruowanie macierzy prawdopodo-
bieństw przejścia Π , bazując na rozkładzie prawdopodobieństwa liczby zgłoszonych 
roszczeń w ciągu roku (tab. 2): 

 

0, 0537 0, 9463 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0, 0537 0 0, 9463 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0, 0537 0 0 0, 9463 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0, 0015 0, 0522 0 0 0, 9463 0 0 0 0 0 0 0 0
0, 0015 0 0, 0522 0 0 0, 9463 0 0 0 0 0 0 0

5
2, 69 10 0, 0014 0 0, 0522 0 0 0, 9463 0 0 0 0 0 0

5
2, 69 10 0 0, 0014 0 0, 0522 0 0 0, 9463 0 0 0 0 0

3

−
×

−
×Π= 7 5

, 70 10 2, 65 10 0 0, 0014 0 0, 0522 0 0 0, 9463 0 0 0 0
7 5

3, 70 10 0 2, 65 10 0 0, 0014 0 0, 0522 0 0 0, 9463 0 0 0
9 7 5

4, 08 10 3, 66 10 0 2, 65 10 0 0, 0014 0 0, 0522 0 0 0, 9463 0 0
9 7 5

4, 08 10 0 3, 66 10 0 2, 65 10 0 0, 0014 0 0, 0522 0 0 0, 9463 0
1

3, 75 10

− −
× ×

− −
× ×

− − −
× × ×

− − −
× × ×

−
×

1 9 7 5
4, 04 10 0 3, 66 10 0 2, 65 10 0 0, 0014 0 0, 0522 0 0 0, 9463

11 9 7 5
3, 75 10 0 4, 04 10 0 3, 66 10 0 2, 65 10 0 0, 0014 0 0, 0522 0 0, 9463

− − −
× × ×

− − − −
× × × ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

gdzie: i = 1B,1A,1,2,…,10,11; j = 1B,1A,1,2,…,10,11. 

Przykładowo: macierz przejścia wskazuje, że prawdopodobieństwo przemiesz-
czenia polisy z klasy 2 do 3 w ciągu roku wynosi 0,0522. Prawdopodobieństwa su-
mują się do jedności w wierszach, gdyż w macierzy ujęte zostały wszystkie istniejące 
klasy taryfikacyjne, a polisa po roku musi przejść do jednej z nich. Zależność ta nie 
jest idealnie spełniona w prezentowanej macierzy ze względu na zaokrąglone warto-
ści prawdopodobieństw, aczkolwiek w obliczeniach, których wyniki pojawią się  
w dalszej części, wykorzystano wartości dokładne. Dzięki macierzy prawdopodo-
bieństw przejścia otrzymać można prawdopodobieństwa przejścia z klasy do klasy  
w m krokach/latach wg następującej formuły: ΠΠ=Π − )()( 1mm

)m
. Wówczas macierz 

 zawiera zestaw prawdopodobieństw  dla wszystkich par klas. )(mΠ (
ijp

Z punktu widzenia konstrukcji cząstkowych mierników oceny SBM jedną z pod-
stawowych kwestii jest wyznaczenie prawdopodobieństw stanu równowagi   .iq∗
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W przypadku analizowanego systemu sprowadza się to do rozwiązania następujące-
go układu równań: 

 

1 1 1 ,1 1 1 ,1 1 1,1 2 2,1 10 10,1 11 11,1

1 1 1 ,1 1 1 ,1 1 1,1 2 2,1 10 10,1 11 11,1

1 1 1 ,1 1 1 ,1 1 11 2 21 10 10,1 11 11,1

2
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q q
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1 11
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⎪
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⎪
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⎪
⎨
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ + + + + +⎩ …

 (3) 

 
Jest to układ czternastu równań z trzynastoma niewiadomymi, który rozwiązano 

z wykorzystaniem pseudoinwersji Moore’a-Penrose’a (zob. [Gill 2011; Harville 
2008]), co ostatecznie wskazuje na wartości prawdopodobieństw stanu równowagi 
(tab. 3), a tym samym na rozkład ergodyczny, do którego system dąży. Rozkład ten 
charakteryzuje się przeważnie tym, że po odpowiednio długim czasie większość 
ubezpieczonych znajdzie się w najkorzystniejszych klasach systemu [Cieślik 2010]. 

Tabela 3. Prawdopodobieństwa równowagi 

Numer klasy i iq∗  
1B 3,85524×10-7

1A 1,06785×10-6 
1 3,98575×10-6 
2 1,02916×10-5 
3 4,17523×10-5 
4 9,67554×10-5 
5 0,000445496 
6 0,000871111 
7 0,004865063 
8 0,007222406 
9 0,052975993 

10 0,050130963 
11 0,88333473 
Razem: 1 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Interpretując przykładowo powyższe wyniki, można stwierdzić, że gdy SBM 

funkcjonuje przez dostatecznie długi czas, to prawdopodobieństwo, że wylosowana 
polisa znajduje się w klasie 11, wynosi 0,88. W innym ujęciu powiedzieć można, że 
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w długim okresie ubezpieczeni przebywają w klasie 11 przeciętnie przez 88% lat 
obserwacji systemu. 

4. Wyprowadzenie cząstkowych mierników oceny systemu 
bonus-malus 

Π = Π ΠWyprowadzone macierze przejścia w m latach wg formuły − )()( 1mm  oraz 
prawdopodobieństwa stanu równowagi posłużą do wyznaczenia cząstkowych mier-
ników oceny SBM. 

Jakkolwiek, w pewnych warunkach, sama analiza rozkładu prawdopodobieństw 
równowagi mogłaby posłużyć do oceny systemu, to nie daje ona podstaw do porów-
nań pomiędzy różnymi systemami: niejednokrotnie różnią się one między sobą licz-
bą klas taryfowych oraz wartością przyznawanych bonus i malusów. Wpływ tych 
dwóch czynników należałoby uwzględnić. 

W pierwszym kroku zatem obliczone zostaną oczekiwane wartości uzyskanych 
zniżek/zwyżek składki w poszczególnych klasach taryfowych w oparciu o prawdo-
podobieństwa stanu równowagi. Otrzymane wartości oczekiwane odnosić się będą 
do systemu w wymiarze długookresowym wg następujących formuł: 

 ( ) ( )m b
i i i i i i i iE t t q E t t q∗ ∗= ⋅ = ⋅ , (4) 

gdzie: )( i
m
i tE  – oczekiwana wartość zwyżki w i-tej klasie malus; 

 )( i
b
i tE  

– oczekiwana wartość zniżki w i-tej klasie bonus; 

 
iq∗ – prawdopodobieństwo równowagi dla i-tej klasy; 

 ti – wartość zwyżki lub zniżki w i-tej klasie taryfikacyjnej1; 
 i = 1B, 1A, 1, 2 (dla klas malus);
 i = 4, 5, 6, …, 10, 11 (dla klas bonus). 

Tabela 4 wskazuje na oczekiwane wartości dla poszczególnych klas taryfikacyj-
nych (klasa podstawowa została pominięta). W ten sposób uwzględniona została 
cecha systemu, jaką są stawki taryfikacyjne w klasach. 

Tabela 4. Oczekiwane wartości uzyskanych zwyżek/zniżek w klasach bonus-malus 

Klasa taryfikacyjna – i Zwyżka/zniżka t w klasie ( )m
i iE t  ( )b

i iE t  
1 2 3 4 

1B 1 3,85524×10-7 – 
1A 0,5 5,33927×10-7 – 

1 0,3 1,19573×10-6 – 
2 0,15 1,54374×10-6 – 
4 0,1 – 9,67554×10-6 

                    
1 Przy wyznaczaniu wartości zwyżki/zniżki ti w klasach przyjmuje się założenie, że stawka pod-

stawowa jest jednostkowa. 
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Tabela 4. cd. 

1 2 3 4 
5 0,2 – 8,90993×10-5 
6 0,25 – 0,000217778 
7 0,3 – 0,001459519 
8 0,4 – 0,002888962 
9 0,5 – 0,026487996 

10 0,55 – 0,02757203 
11 0,6 – 0,530000838 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Pozostała jeszcze do rozwiązania kwestia liczby klas w systemie. Doprowadzić 

do tego można poprzez zsumowanie otrzymanych oczekiwanych wartości w obrę-
bie klas malus, a także w obrębie klas bonus. Wówczas uzyskane zostaną: ogólna 
oczekiwana wartość zwyżek dla klas malus, jako: 

 

2

1
( ) ( ),m m

i i
i B

E t E t
=

= ∑  (5) 

gdzie: )(tE m  – ogólna oczekiwana wartość zwyżek; 
 )( i

m
i tE  

– oczekiwana wartość zwyżki w i-tej klasie malus; 

i ogólna oczekiwana wartość zniżek dla klas bonus, jako: 

 

11

4
( ) ( ),b b

i i
i

E t E t
=

=∑  (6) 

gdzie: )(tE b  – ogólna oczekiwana wartość zniżek; 
 )( i

b
i tE  

– oczekiwana wartość zniżki w i-tej klasie bonus. 

W rozważanym przypadku wartości te będą kształtowały się następująco: 
= 3,65891×10-6; = 0,588725898. Obliczenie wielkości stosunkowej 

tych dwóch parametrów 

)(tE m )(tE b

-6( ) 6,21497 10
( )

m

b

E t
E t

= × pozwoli na ocenę surowości SBM, 

ponieważ w im większym stopniu zwyżki stawki pokrywają zniżki, tym system 
uchodzi za bardziej rygorystyczny. Warto zwrócić uwagę, że tak skonstruowany 
miernik ujmuje dwa aspekty, którymi mogą się różnić systemy bonus-malus: liczbę 
klas i wartość zwyżek/zniżek stawki podstawowej. Przykładowo: podniesienie zwy-
żek, przy pozostałych warunkach niezmienionych, zwiększy wartość miernika, po-
dobnie jak, również przy niezmienionych pozostałych warunkach, likwidacja niektó-
rych klas bonusowych. 

Kolejnym cząstkowym miernikiem oceny SBM będzie wartość oczekiwana 
zmiennej losowej T, oznaczającej czas, jaki upływa od momentu wejścia ubezpie-
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czonego do i-tej klasy taryfikacyjnej do przejścia do klasy j-tej po raz pierwszy. Za-
danie zatem sprowadza się do wyznaczenia rozkładu tej zmiennej. Klasę i-tą oraz j-tą 
można dowolnie wybrać. W opracowaniu rozważona zostanie sytuacja, w której T to 
czas od wejścia do maksymalnej klasy malus (1B) do pierwszego przejścia do klasy 
podstawowej (3). 

Rozkład zmiennej losowej T zostanie wyznaczony z wykorzystaniem prawdopo-
dobieństw , gdzie i = 1B, a j = 3, zawartych w macierzach przejścia w m latach 

. Przy czym macierze przejścia 

m
ijp

)(mΠ )(mΠ  trzeba zmodyfikować tak, aby docelowa 
klasa taryfikacyjna była klasą pochłaniającą. Ze skonstruowanych w ten sposób ma-
cierzy przejścia odczytać można prawdopodobieństwa przejścia z klasy uznanej za 
początkową do docelowej w przeciągu m lat, które interpretuje się jako wartości 
dystrybuanty czasu do pierwszego wejścia w stan docelowy, czyli: 

 [ ] ( )
1 ,3( ) .m

TF m P T m p= ≤ = B  (7) 

Poprzez odejmowanie kolejnych wartości dystrybuant uzyskany zostanie rozkład 
prawdopodobieństwa  zmiennej losowej T. Rozważono dość długi, 25-letni 
okres funkcjonowania SBM. Wyniki obliczeń, łącznie z szukaną wartością oczeki-
waną zmiennej losowej , zaprezentowano w tab. 5. 

)(mpT

)(TE

Tabela 5. Rozkład prawdopodobieństwa zmiennej losowej T 

T 
m ( )TF m  ( )Tp m  ( )Tm p m⋅  
1 0 0 0 
2 0 0 0 
3 0 0 0 
4 0,801877 0,801877 3,207508 
5 0,844941 0,043064 0,215321 
6 0,888005 0,043064 0,258385 

...
. 

...
. 

...
. 

...
. 

24 0,9999995 4,43E-07 1,06E-05 
25 0,9999998 2,26E-07 5,65E-06 

2( )E T  4,542313 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Interpretacja otrzymanej w tab. 5 wartości oczekiwanej brzmi następująco: ubez-

pieczonemu, który znalazł się w klasie z maksymalną zwyżką, powrót do klasy pod-
stawowej zajmuje przeciętnie 4,5 roku, czyli o 0,5 roku dłużej, niż wynosi czas naj-
krótszy (4 lata). 

Uogólniając, im wyższa wartość oczekiwana rozważanych zmiennych losowych, 
tym SBM jest bardziej rygorystyczny dla ubezpieczonych. W interpretacji E(T) spe-
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cjalnie pominięto informacje o 25-letnim okresie funkcjonowania systemu, gdyż 
dystrybuanta dla roku 25 jest bardzo bliska jedności, stąd obliczanie szeregu kolej-
nych prawdopodobieństw  nie przyczynia się istotnie do zmiany wartości 
oczekiwanej zmiennej losowej T. 

)(mpT

Ostatni cząstkowy miernik oceny SBM pozwoli odpowiedzieć na pytanie: o ile 
przeciętnie zmieni się prawdopodobieństwo pozostania lub powrotu do klasy ze 
zwyżką stawki ubezpieczonego wylosowanego z strefy malus systemu, jeśli jego 
całkowity czas przebywania w systemie wydłużony zostałby o rok. 

Należy zatem poznać prawdopodobieństwo tego, że polisa znajdująca się w kon-
kretnej klasie malus pozostanie w niej lub przejdzie do innej klasy malus w ciągu  
m lat. W efekcie, dla kolejnych coraz dłuższych okresów, otrzymane zostaną pewne 
wartości prawdopodobieństwa dla każdej klasy malus. Niech będą one oznaczone 
przez: 

 
∑=

j

m
ij

m
i pp )()( , (8) 

gdzie: )(m
ip  – prawdopodobieństwo, że polisa z i-tej klasy malus w niej pozostanie 

lub przejdzie do innej klasy malus w ciągu m lat; 
 i – numer rozważanej klasy malus; 
 j – kolejne numery istniejących klas malus, w tym j = i. 

Jednakże, z punktu widzenia postawionego problemu, bardziej interesujące jest 
prawdopodobieństwo łączne dla wszystkich klas malus. Jeśli ubezpieczeni rozkłada-
liby się równomiernie pomiędzy klasy malusowe, wówczas wystarczyłoby zsumo-
wanie prawdopodobieństw  po i, a następnie podzielenie otrzymanej wartości 
przez liczbę klas malus. Aczkolwiek wiadomo, z rozkładu prawdopodobieństw stanu 
równowagi, że w długim okresie ubezpieczeni nie są równomiernie rozdzielni po-
między klasy malusowe. Informacja ta zostanie wykorzystana do utworzenia wag dla 
odpowiednich klas malus, w oparciu o prawdopodobieństwa równowagi, wg nastę-
pującej formuły: 

)(m
ip

 
∑ ∗

∗

=

j
j

i
i q

q
W , (9) 

gdzie: Wi
 – waga dla i-tej klasy malus; 

 i – numer i-tej klasy malus; 
 j – numery kolejnych klas malus, w tym j = i. 

Ostatecznie prawdopodobieństwo, że ubezpieczony po m latach wciąż będzie 
w strefie malus lub do niej powróci, wyrażone będzie przez: 



Możliwości analizy systemów bonus-malus w świetle procesów Markowa  165 
 

 

( ) ( ) ,m
ml i ij

i j
p W= mp∑∑  (10) 

gdzie: )(m
mlp  – prawdopodobieństwo, że ubezpieczony po m latach wciąż będzie

w strefie malus lub do niej powróci; 
 i – numer i-tej klasy malus; 
 j – numery kolejnych klas malus, w tym j = i. 

Tabela 6. Prawdopodobieństwa pozostania 
lub powrotu ubezpieczonego do klas malus 
w m latach 

m ( )m
mlp  

1 0,3809 
2 0,187258 
3 0,173382 
4 0,082288 
5 0,046057 
6 0,040598 
7 0,019949 
8 0,012212 
9 0,010292 

10 0,005228 
11 0,003402 
12 0,002751 
13 0,001444 
14 0,000981 
15 0,000767 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Obliczone wartości prawdopodobieństw  dla m = 1, …, 15 przedstawia 

tab. 6. Zaobserwować można, że z roku na rok maleją one w tempie wykładni-
czym, co potwierdza wykres otrzymanych wyników (wykres 1). Stąd też zmiany 
prawdopodobieństw zostaną opisane wykładniczą funkcją regresji, która wyzna-
czona będzie metodą najmniejszych kwadratów. Wybrano funkcję o postaci wy-
kładniczej także wobec dogodności w interpretacji jej współczynnika regresji  
w odniesieniu do postawionego problemu. 

)(m
mlp

Graficzną postać funkcji wykładniczej zawiera powyższy wykres, jest ona dana 
przez równość:  a jej współczynnik determinacji  
o wartości ~0,99 świadczy o dobrym dopasowaniu do rzeczywistych wartości 

. Współczynnik regresji (0,639734) informuje, że dla ubezpieczonego wylo-
sowanego ze strefy malus systemu prawdopodobieństwo pozostania lub powrotu 
do tej strefy zmaleje przeciętnie o 36,027% przy wydłużeniu o rok okresu przeby-
wania w SBM. 

( )ˆ 0,515562 0,639734 ,m
mlp = × m

)(m
mlp
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Rys. 1. Prawdopodobieństwa pozostania lub powrotu ubezpieczonego do klas malus w m latach 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Naturalnie, w przypadku większości SBM mowa będzie o przeciętnym zmniej-

szaniu się wartości prawdopodobieństwa, tzn. (b – 1)×100% będzie mniejsze od 
zera. Stąd system określić można jako bardziej rygorystyczny, im większy będzie 
średni przyrost względny dla oszacowanej funkcji regresji. Uogólniając, miernik 
ten pozwala ustalić, w jakim stopniu klasy malus systemu są zdolne do utrzymy-
wania i do przyciągania ubezpieczonych, a ściślej – w jakim tempie tę zdolność 
tracą. 

5. Zakończenie 

Skonstruowano trzy cząstkowe mierniki oceny SBM określone jako: stosunek ocze-
kiwanych wartości zniżek i zwyżek w klasach taryfikacyjnych, wartość oczekiwana 
czasu przejścia po raz pierwszy z klasy i-tej do j-tej oraz średni względny przyrost 
prawdopodobieństwa pozostania lub powrotu ubezpieczonego do strefy malus sys-
temu. Pierwszy z tych wskaźników ujmuje system w aspekcie długookresowym, 
pozostałe można kształtować dowolnie – w zależności od obranej długości funkcjo-
nowania systemu. Omawiane mierniki można wyznaczyć przy osłabionych założe-
niach dotyczących systemu, np. przy zniesieniu założenia dotyczącego jednorodności 
procesu Markowa lub rezygnacji z rozkładu Poissona na rzecz innego opisującego 
rozkład liczby roszczeń w ciągu roku, nie zmienia to jednak ich istoty. 

Kontynuując rozważania odnośnie do wyprowadzonych cząstkowych mierników 
oceny SBM, należałoby sprawdzić relacje, jakie zachodzą pomiędzy nimi. W szcze-
gólności w zakresie korelacji poprzez badanie ich zachowania dla wielu różnych 
systemów. Jednokierunkowe zmiany współczynników znacząco podniosłyby ich 
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wartość w kontekście możliwości utworzenia ogólnego indeksu surowości systemu 
na podstawie analizy głównych składowych. 
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THE CAPABILITIES OF ANALYZING BONUS-MALUS SYSTEMS 
IN THE LIGHT OF MARKOV PROCESSES 

Summary: The evaluation of bonus-malus system toughness can be accomplished with 
properly constructed indicators. Basing on Markov process theory, the attempt to construct 
such partial indicators was made. Accordingly, appropriate Markov process characteristics 
were calculated for the chosen bonus-malus system. Their analysis led to the derivation of 
three partial bonus-malus system indicators: the overall expected value of bonuses to overall 
expected value of maluses ratio, the expected value of time that elapsed from the moment an 
insured entered the tariff class i to the moment of passing to the tariff class j for the first 
time and the average relative growth of probability that a randomly chosen insured from 
malus area would stay or return to a malus tariff class when total time spent in the system 
increases by one year. 

Keywords: bonus-malus, indicator, toughness, Markov process. 
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