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MQZLIWOSCI ANALIZY SYSTEMOW BONUS-MALUS
W SWIETLE PROCESOW MARKOWA

Streszczenie: W artykule podjgto problem analizy surowos$ci systeméw bonus-malus sto-
sowanych w ubezpieczeniach komunikacyjnych. Skonstruowano czastkowe miernikow su-
rowo$ci w oparciu o analiz¢ przyktadowego systemu bonus-malus w $wietle teorii procesow
Markowa. W tym celu obliczono odpowiednie charakterystyki procesu Markowa. Ich anali-
za pozwolita na wyprowadzenie trzech czastkowych miernikow oceny systemow bonus-
-malus: stosunek ogdlnej oczekiwanej wartosci zwyzek do ogolnej oczekiwanej wartosci
znizek, warto$¢ oczekiwana czasu uptywajacego od momentu wejscia ubezpieczonego do i-
tej klasy taryfikacyjnej, do przejscia do klasy j-tej po raz pierwszy oraz sredni wzgledny
przyrost prawdopodobienstwa pozostania lub powrotu do klasy ze zwyzka ubezpieczonego
wylosowanego ze strefy malus systemu, przy wydhuzeniu catkowitego czasu przebywania
w systemie o rok.

Stowa kluczowe: bonus-malus, mierniki, surowos¢, proces Markowa.

1. Wstep

System bonus-malus (SBM) to systemem znizek i zwyzek powszechnie stosowany
w ubezpieczeniach komunikacyjnych. Wprowadzenie systemow bonus-malus ma na
celu zroznicowanie sktadki w zaleznosci od ryzyka kierowcdéw, utozsamianego
w tym przypadku z liczba szkod generowanych w ustalonym okresie. Kierowcy wy-
kazujacy si¢ bezwypadkowa jazda nagradzani sa znizkami (bonusami), a ci, ktorzy
zglaszaja roszczenia w zwiazku z zaistniata szkoda, karani sa zwyzkami (malusami)
sktadki. Tym samym ubezpieczeni w ustalonych interwatach czasowych przemiesz-
czaja si¢ pomigdzy tzw. klasami taryfowymi systemu, ktorym przyporzadkowano
odpowiednie bonusy/malusy.

Z istoty SBM wynika, ze moga one przybra¢ bardziej lub mniej rygorystyczna
form¢. W niektorych kary sa relatywnie tagodniejsze przy jednoczesnych wysokich
i tatwych do uzyskania znizkach, w innych za$ przeciwnie. Zadanie, ktorego podej-
muja si¢ zaklady ubezpieczen, polega na utworzeniu takiego systemu, ktory bylby
korzystny zaréwno dla ubezpieczyciela, jak i ubezpieczonego. Pomocne moga oka-
za¢ si¢ tu miary pozwalajace na analiz¢ systeméw bonus-malus w roznych aspek-
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tach. Propozycje w tej dziedzinie zostaly przedstawione przez J. Lemaire’a. Naleza
do nich: wzgledny stacjonarny przecigtny poziom sktadki, wspotczynnik zmiennosci
oraz elastyczno$¢ [Lemaire 1995]. W niniejszym opracowaniu podje¢ta zostanie pro-
ba konstrukcji innych tego typu wskaznikow na podstawie analizy SBM w $wietle
teorii procesow Markowa.

2. Opis analizowanego systemu bonus-malus

W opracowaniu poddany zostanie analizie przyktadowy SBM jednej z firm ubezpie-
czeniowych. Przedstawia go tab. 1.

Tabela 1. Analizowany SBM

Okres bezszkodowego Przemieszczenie w klasach
Klasa Procent sktadki podst. przebiegu ubezpieczenia po jednej szkodzie, za ktora
(klasa poczatkowa: 3) wyptacono ubezpieczenie
1B 200 — 1B
1A 150 — 1B
1 130 — 1B
2 115 — 1A
3 100 — 1
4 90 1 rok 2
5 80 2 lata 3
6 75 3 lata 4
7 70 4 lata 5
8 60 5 lat 6
9 50 6 lat 7
10 45 7 lat 8
11 40 8 lat 9

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie OWU firmy ubezpieczeniowej X’.

System 6w posiada trzynascie klas, w tym cztery klasy malus oraz osiem bonu-
sowych — klasa trzecia jest klasa o podstawowym wymiarze sktadki. Po roku bez-
szkodowej jazdy ubezpieczony przechodzi do kolejnej, wyzszej klasy taryfowe;j, a za
kazda spowodowana w tym okresie szkode przesuwa si¢ o dwie klasy nizej. Zatem,
poczynajac od klasy podstawowej, po osmiu bezwypadkowych latach kierowca uzy-
ska maksymalng znizke. Warto zwroci¢ uwage, ze przedstawiony SBM dopuszcza
mozliwos¢ spadku z klasy najwyzszej do najnizszej w ciagu jednego tylko roku —
przy zajsciu szesciu lub wigcej szkod.

Podstawowa kwestia przy analizie systeméw bonus-malus jest okreslenie praw-
dopodobienstwa pojawienia si¢ 0,1,2, ..., n szkdod w ciagu roku dla pojedynczego
ubezpieczonego. Do aproksymacji rozktadu liczby roszczen czgsto wykorzystuje sig
rozktad Poissona, gdzie A to wspotczynnik szkodowosci.

Ktopotliwym problemem jest to, ze wspotczynnik szkodowosci moze by¢ inny
dla kazdego ubezpieczonego, a przeciez on ostatecznie determinuje rozktad prawdo-
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podobienstwa omawianej zmiennej losowej. Dlatego w opracowaniu tym przyjete
zostanie zalozenie, ze kazdy ubezpieczony charakteryzuje si¢ takim samym pozio-
mem szkodowosci. Ponadto sam wspdtczynnik szkodowosci A czgsto traktowany jest
jako zmienna losowa, ktora analizuje si¢ na podstawie informacji a priori oraz prob-
kowych (zob. [Poblocka, Szreder 2005]), co stanowi do$¢ ztozony problem, niebgda-
cy jednak przedmiotem opracowania, dlatego tez szkodowos$¢ bedzie wyrazona
W najprostszy sposob jako iloraz liczby zgloszonych szkéd i liczby wykupionych
polis OC w oparciu o dane dla catego kraju (Polski). Do obliczen wykorzystany zo-
stanie wspotczynnik szkodowosci A = 0,0552 z roku 2009 [Ubezpieczenia komunika-
cyjne... 2010]. W systemach bonus-malus znaczenie ma prawdopodobienstwo wy-
stapienia szkod w ciagu jednego roku, zatem:

— (0’ 0552)’( 870,0552
x!

P

g , x=0,12,..,n (1)

W obliczu regul rzadzacych analizowanym SBM nalezy wyznaczy¢ prawdopo-
dobienstwo tego, ze zmienna losowa przyjmie sze$¢ nastgpujacych wartosci: ‘0°, ‘17,
27,3, ‘4>, °5” oraz ‘6 1 wigcej’.

Tabela 2. Rozktad prawdopodobienstwa liczby zgloszonych roszczen
w ciagu roku (przy zatozeniu rozktadu Poissona z 4 =0,0552)

Liczba roszczen Prawdopodobienstwo

0 0,9463
1 0,0523
2 0,0014
3 2,653x107
4 3,661x107
5 4,042x107

6 i wigcej 3,747x101

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Rozwazane prawdopodobienstwa prezentuje tab. 2. Ich znajomo$¢ umozliwi ob-
liczenie warto$ci podstawowych parametrow procesu Markowa charakterystycznych
dla analizowanego SBM.

3. System bonus-malus w ujeciu procesow Markowa

W pierwszej kolejnosci poczynione zostang nastepujace zalozenia upraszczajace
obliczenia: system jest jednorodny w czasie, tzn. prawdopodobienstwa przejscia
ubezpieczonego z klasy taryfowej i do j sa identyczne w kazdym kolejnym kroku
(roku funkcjonowania systemu); kazdy ubezpieczony przystepujacy do systemu roz-
poczyna od klasy ze stawka podstawowa (trzeciej). Drugie z zalozen pozwala bezpo-
$rednio okresli¢ wektor prawdopodobienstw stanu poczatkowego ¢,(0):
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0 dlai=1B
0 dlai=14

¢,(0)=41 dlai=3 , (2)

0 dlai=10
0 dlai=11

gdzie: i to numer klasy taryfowe;.

Pierwsze z zalozen znaczaco ulatwia skonstruowanie macierzy prawdopodo-
bienstw przejscia 11, bazujac na rozktadzie prawdopodobienstwa liczby zgtoszonych
roszczen w ciagu roku (tab. 2):

0,0537 0,9463 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,0537 0 0,9463 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,0537 0 0 0,9463 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,0015 0,052 0 0 0,9463 0 0 0 0 0 0 0 0
0,0015 0 0,052 0 0 0,9463 0 0 0 0 0 0 0
L@Ox10° 0,001 0 0,052 0 0 0, 9463 0 0 0 0 0 0
=] 20~ 10:3 o oom 0 0,052 0 0 0,9463 0 0 0 0 0
3,70x10 . 2,65x10 0 0,0014 0 0,052 0 0 09463 0 0 0 0
3,70x10 0 2,65x10 0 0,0014 0 0,052 0 0 09463 0 0 0
408x10° 3,66x10 0 26510 0 0,0014 0 0,02 0 0 0M3 0 0
L0810 0 3.66x10 0 2.65x10° 0 0,0014 0 0052 0 0 0%63 0
3,75%10 Do oaxi0 0 366x10 0 2.65x10° 0 0,004 0 0,052 0 0 0,63
375%10 ! 0 4,04 0’ 0 3,66 x 0 0 2,65 x 0> o 0,004 0 0,052 0 0,963

gdzie: i = 1B,1A,1,2,...,10,11;j = 1B,1A,1,2,...,10,11.

Przyktadowo: macierz przejscia wskazuje, ze prawdopodobienstwo przemiesz-
czenia polisy z klasy 2 do 3 w ciagu roku wynosi 0,0522. Prawdopodobienstwa su-
muja si¢ do jedno$ci w wierszach, gdyz w macierzy ujete zostaty wszystkie istniejace
klasy taryfikacyjne, a polisa po roku musi przej$¢ do jednej z nich. Zaleznos¢ ta nie
jest idealnie spelniona w prezentowanej macierzy ze wzgledu na zaokraglone warto-
$ci prawdopodobienstw, aczkolwiek w obliczeniach, ktéorych wyniki pojawia si¢
w dalszej czgséci, wykorzystano wartosci dokladne. Dzigki macierzy prawdopodo-
bienstw przej$cia otrzyma¢ mozna prawdopodobienstwa przejscia z klasy do klasy

w m krokach/latach wg nastepujacej formuty: TT1" =TT "PTI. Wowczas macierz
1" zawiera zestaw prawdopodobienstw pi(].m) dla wszystkich par klas.

Z punktu widzenia konstrukcji czastkowych miernikow oceny SBM jedna z pod-
stawowych kwestii jest wyznaczenie prawdopodobienstw stanu rownowagi ¢, .
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W przypadku analizowanego systemu sprowadza si¢ to do rozwiazania nastgpujace-
go uktadu rownan:

qs = ql*BplB,]B + ql*AplA,lB + ql*pl,]B + quz,lg +...t fJToPm,]B + ql*lpll,lB

44 = ql*BplB,lA + qrAplA,lA + q;pl,lA + Q;pz,m Tt ql*Oplo,lA + q;pll,m

%* = q;BplB,l + ql*AplA,l + %*Pu + quzl +...+ ql*Oplo,l + ql*lpll,l

q, = %*31913,2 + ql*AplA,Z + 611*1?12 + ‘I;pzz +.o..F %*opm,z + qupll,z 3)

Q1o =%15P1g10 Y DaPrajo T4 Prio T 92Poio t - G0 PLiojo T 911 Pivo
91 =98Py T GaPran TGPy T L Py Tt QP T 9P

l=qz+q,+q +q,+-.-+q,+q,

Jest to ukfad czternastu rownan z trzynastoma niewiadomymi, ktory rozwigzano
z wykorzystaniem pseudoinwersji Moore’a-Penrose’a (zob. [Gill 2011; Harville
2008]), co ostatecznie wskazuje na wartosci prawdopodobienstw stanu roéwnowagi
(tab. 3), a tym samym na rozktad ergodyczny, do ktérego system dazy. Rozktad ten
charakteryzuje si¢ przewaznie tym, ze po odpowiednio dlugim czasie wigkszo$¢
ubezpieczonych znajdzie si¢ w najkorzystniejszych klasach systemu [Cieslik 2010].

Tabela 3. Prawdopodobienstwa rownowagi

Numer klasy i q;

1B 3,85524x107

1A 1,06785%10°°
1 3,98575%x10°
2 1,02916x107
3 4,17523%10°
4 9,67554%107
5 0,000445496
6 0,000871111
7 0,004865063
8 0,007222406
9 0,052975993

10 0,050130963

11 0,88333473

Razem: 1

Zrodto: opracowanie wlasne.

Interpretujac przyktadowo powyzsze wyniki, mozna stwierdzi¢, ze gdy SBM
funkcjonuje przez dostatecznie dlugi czas, to prawdopodobienstwo, ze wylosowana
polisa znajduje si¢ w klasie 11, wynosi 0,88. W innym ujgciu powiedzie¢ mozna, ze
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w dlugim okresie ubezpieczeni przebywaja w klasie 11 przecigtnie przez 88% lat
obserwacji systemu.

4. Wyprowadzenie czgstkowych miernikow oceny systemu
bonus-malus

Wyprowadzone macierze przejécia w m latach wg formuly 1" =T1""""TI oraz
prawdopodobienstwa stanu réwnowagi postuza do wyznaczenia czastkowych mier-
nikéw oceny SBM.

Jakkolwiek, w pewnych warunkach, sama analiza rozktadu prawdopodobienstw
rownowagi mogltaby postuzy¢ do oceny systemu, to nie daje ona podstaw do porow-
nan pomigdzy réoznymi systemami: niejednokrotnie r6znig si¢ one migdzy sobg licz-
ba klas taryfowych oraz warto$cia przyznawanych bonus i maluséw. Wptyw tych
dwoch czynnikéw nalezatoby uwzglednic.

W pierwszym kroku zatem obliczone zostang oczekiwane wartosci uzyskanych
znizek/zwyzek sktadki w poszczeg6lnych klasach taryfowych w oparciu o prawdo-
podobienstwa stanu rownowagi. Otrzymane warto$ci oczekiwane odnosi¢ si¢ beda
do systemu w wymiarze dlugookresowym wg nastgpujacych formut:

E't)=t-q] E'(t)=t,-q;, )
gdzie: E"(t)~ oczekiwana warto$¢ zwyzki w i-tej klasie malus;
E Ib ()~ oczekiwana wartos¢ znizki w i-tej klasie bonus;
q: — prawdopodobienstwo rownowagi dla i-tej klasy;

t; — warto$é zwyzki lub znizki w i-tej klasie taryfikacyjnej';
i=1B, 1A, 1, 2 (dla klas malus);
i=4,5,6,...,10, 11 (dla klas bonus).

Tabela 4 wskazuje na oczekiwane wartosci dla poszczego6lnych klas taryfikacyj-
nych (klasa podstawowa zostala pominigta). W ten sposoéb uwzgledniona zostata
cecha systemu, jaka sa stawki taryfikacyjne w klasach.

Tabela 4. Oczekiwane wartoSci uzyskanych zwyzek/znizek w klasach bonus-malus

Klasa taryfikacyjna — i Zwyzka/znizka t w klasie E"(t) E[” )
1 2 3 4
1B 1 3,85524x107 —
1A 0,5 5,33927x107 —
1 0,3 1,19573x10° —
2 0,15 1,54374x10° —
4 0,1 — 9,67554x10°

! Przy wyznaczaniu warto$ci zwyzki/znizki #; w klasach przyjmuje sie zalozenie, ze stawka pod-
stawowa jest jednostkowa.
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Tabela 4. cd.

1 2 3 4
5 0,2 — 8,90993%107
6 0,25 — 0,000217778
7 0,3 — 0,001459519
8 0,4 — 0,002888962
9 0,5 - 0,026487996

10 0,55 — 0,02757203
11 0,6 — 0,530000838

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Pozostala jeszcze do rozwigzania kwestia liczby klas w systemie. Doprowadzi¢
do tego mozna poprzez zsumowanie otrzymanych oczekiwanych warto$ci w obre-
bie klas malus, a takze w obrebie klas bonus. Wowczas uzyskane zostana: ogo6lna
oczekiwana warto$¢ zwyzek dla klas malus, jako:

2
E"(t)=2 E'(t). (5)
i=1B
gdzie: g™ () ~ ogoblna oczekiwana warto$¢ zwyzek;

E"(t)~ oczekiwana warto$¢ zwyzki w i-tej klasie malus;
i ogolna oczekiwana warto$¢ znizek dla klas bonus, jako:
E"(1)= i E(t), (6)
i=4
gdzie: gP(y) — ogllna oczekiwana warto$¢ znizek;
Eib (t,) — oczekiwana warto$¢ znizki w i-tej klasie bonus.

W rozwazanym przypadku wartosci te beda ksztattowaly si¢ nastg¢pujaco:
E" (t)= 3,65891x10°; E’(f)= 0,588725898. Obliczenie wielkosci stosunkowej
E)n (t)

7 0 =6,21497 x10° pozwoli na oceng surowosci SBM,

tych dwoch parametrow

poniewaz w im wigkszym stopniu zwyzki stawki pokrywaja znizki, tym system
uchodzi za bardziej rygorystyczny. Warto zwrdci¢ uwage, ze tak skonstruowany
miernik ujmuje dwa aspekty, ktorymi moga si¢ r6zni¢ systemy bonus-malus: liczbe
klas 1 warto$¢ zwyzek/znizek stawki podstawowej. Przyktadowo: podniesienie zwy-
zek, przy pozostalych warunkach niezmienionych, zwigkszy warto$§¢ miernika, po-
dobnie jak, rowniez przy niezmienionych pozostalych warunkach, likwidacja niekto-
rych klas bonusowych.

Kolejnym czastkowym miemnikiem oceny SBM begdzie warto§¢ oczekiwana
zmiennej losowej 7, oznaczajacej czas, jaki uptywa od momentu wejscia ubezpie-
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czonego do i-tej klasy taryfikacyjnej do przejscia do klasy j-tej po raz pierwszy. Za-
danie zatem sprowadza si¢ do wyznaczenia rozktadu tej zmiennej. Klasg i-tg oraz j-ta
mozna dowolnie wybra¢. W opracowaniu rozwazona zostanie sytuacja, w ktorej 7 to
czas od wejscia do maksymalnej klasy malus (1B) do pierwszego przejscia do klasy
podstawowej (3).

Rozktad zmiennej losowej T zostanie wyznaczony z wykorzystaniem prawdopo-
dobienstw p;’ , gdzie i = 1B, a j = 3, zawartych w macierzach przej$cia w m latach

. Przy czym macierze przejscia 1" trzeba zmodyfikowac¢ tak, aby docelowa
klasa taryfikacyjna byta klasa pochtaniajaca. Ze skonstruowanych w ten sposob ma-
cierzy przejscia odczyta¢ mozna prawdopodobienstwa przej$cia z klasy uznanej za
poczatkowa do docelowej w przeciagu m lat, ktore interpretuje si¢ jako wartosci
dystrybuanty czasu do pierwszego wejscia w stan docelowy, czyli:

F(m)=P[T <m]=p’. (7

Poprzez odejmowanie kolejnych warto$ci dystrybuant uzyskany zostanie rozktad
prawdopodobienstwa p, (m) zmiennej losowej 7. Rozwazono do$¢ dhugi, 25-letni
okres funkcjonowania SBM. Wyniki obliczen, tacznie z szukana wartoscia oczeki-
wang zmiennej losowej E(T"), zaprezentowano w tab. 5.

Tabela 5. Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej T

T

m Fr(m) pr(m) m‘pr(m)
1 0 0 0

2 0 0 0

3 0 0 0

4 0,801877 0,801877 3,207508
5 0,844941 0,043064 0,215321
6 0,888005 0,043064 0,258385
24 0,9999995 4,43E-07 1,06E-05
25 0,9999998 2,26E-07 5,65E-06

E(T) 4,542313

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Interpretacja otrzymanej w tab. 5 warto$ci oczekiwanej brzmi nastgpujaco: ubez-
pieczonemu, ktdry znalazt si¢ w klasie z maksymalna zwyzka, powr6t do klasy pod-
stawowej zajmuje przecigtnie 4,5 roku, czyli o 0,5 roku dhuzej, niz wynosi czas naj-
krotszy (4 lata).

Uogolniajac, im wyzsza warto$¢ oczekiwana rozwazanych zmiennych losowych,
tym SBM jest bardziej rygorystyczny dla ubezpieczonych. W interpretacji £(7) spe-
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cjalnie pominigto informacje o 25-letnim okresie funkcjonowania systemu, gdyz
dystrybuanta dla roku 25 jest bardzo bliska jednosci, stad obliczanie szeregu kolej-
nych prawdopodobienstw p,(m) nie przyczynia si¢ istotnie do zmiany wartosci
oczekiwanej zmiennej losowej T.

Ostatni czastkowy miernik oceny SBM pozwoli odpowiedzie¢ na pytanie: o ile
przecigtnie zmieni si¢ prawdopodobienstwo pozostania lub powrotu do klasy ze
zwyzKka stawki ubezpieczonego wylosowanego z strefy malus systemu, jesli jego
catkowity czas przebywania w systemie wydtuzony zostatby o rok.

Nalezy zatem pozna¢ prawdopodobienstwo tego, ze polisa znajdujaca si¢ w kon-
kretnej klasie malus pozostanie w niej lub przejdzie do innej klasy malus w ciagu
m lat. W efekcie, dla kolejnych coraz dtuzszych okreséw, otrzymane zostana pewne
wartos$ci prawdopodobienstwa dla kazdej klasy malus. Niech beda one oznaczone
przez:

(m) Z p(m) (8)

gdzie: p<’") — prawdopodobienstwo, ze polisa z i-tej klasy malus w niej pozostanie
lub przejdzie do innej klasy malus w ciagu m lat;
i — numer rozwazanej klasy malus;
j - kolejne numery istniejacych klas malus, w tym j = i.

Jednakze, z punktu widzenia postawionego problemu, bardziej interesujace jest
prawdopodobienstwo aczne dla wszystkich klas malus. Jesli ubezpieczeni rozktada-
liby sie rownomiernie pomiedzy klasy malusowe, wowczas wystarczyloby zsumo-

(m)

wanie prawdopodobienstw p;™’ po i, a nastgpnie podzielenie otrzymanej wartosci

przez liczbe klas malus. Aczkolwiek wiadomo, z rozktadu prawdopodobienstw stanu
rownowagi, ze w dlugim okresie ubezpieczeni nie sa rownomiernie rozdzielni po-
migdzy klasy malusowe. Informacja ta zostanie wykorzystana do utworzenia wag dla
odpowiednich klas malus, w oparciu o prawdopodobienstwa rownowagi, wg nastg-
pujacej formuty:

©)

gdzie: W; — waga dla i-tej klasy malus;
i — numer i-tej klasy malus;
j — numery kolejnych klas malus, w tym j = i.

Ostatecznie prawdopodobienistwo, ze ubezpieczony po m latach wciaz bedzie
w strefie malus lub do niej powrodci, wyrazone bedzie przez:



Mozliwosci analizy systemow bonus-malus w swietle proceséw Markowa 165

= > Wi, (10)
i

gdzie: p’(n";) — prawdopodobienstwo, ze ubezpieczony po m latach wciaz bedzie
w strefie malus lub do niej powroci;
i — numer i-tej klasy malus;
j  — numery kolejnych klas malus, w tymj = i.

Tabela 6. Prawdopodobienstwa pozostania
lub powrotu ubezpieczonego do klas malus

w m latach
m P
1 0,3809
2 0,187258
3 0,173382
4 0,082288
5 0,046057
6 0,040598
7 0,019949
8 0,012212
9 0,010292
10 0,005228
11 0,003402
12 0,002751
13 0,001444
14 0,000981
15 0,000767

Zrodto: opracowanie wlasne.

Obliczone warto$ci prawdopodobienstw pfn’;’) dlam =1, ..., 15 przedstawia

tab. 6. Zaobserwowa¢ mozna, ze z roku na rok maleja one w tempie wykladni-
czym, co potwierdza wykres otrzymanych wynikéw (wykres 1). Stad tez zmiany
prawdopodobienstw zostana opisane wyktadnicza funkcja regresji, ktora wyzna-
czona bgdzie metoda najmniejszych kwadratow. Wybrano funkcj¢ o postaci wy-
ktadniczej takze wobec dogodnosci w interpretacji jej wspodtczynnika regresji
w odniesieniu do postawionego problemu.

Graficzna posta¢ funkcji wykladniczej zawiera powyzszy wykres, jest ona dana
przez réwno$é: PV =0,515562x0,639734", a jej wspolczynnik determinacji
o wartosci ~0,99 $wiadczy o dobrym dopasowaniu do rzeczywistych wartosci

p" . Wspotezynnik regresji (0,639734) informuje, ze dla ubezpieczonego wylo-

sowanego ze strefy malus systemu prawdopodobienstwo pozostania lub powrotu
do tej strefy zmaleje przecigtnie o 36,027% przy wydtuzeniu o rok okresu przeby-
wania w SBM.
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Rys. 1. Prawdopodobienstwa pozostania lub powrotu ubezpieczonego do klas malus w m latach

Zrodto: opracowanie wlasne.

Naturalnie, w przypadku wigkszo$ci SBM mowa bedzie o przecigtnym zmniej-
szaniu si¢ wartosci prawdopodobienstwa, tzn. (b — 1)x100% be¢dzie mniejsze od
zera. Stad system okres$li¢ mozna jako bardziej rygorystyczny, im wigkszy bedzie
$redni przyrost wzgledny dla oszacowanej funkcji regresji. Uogdlniajac, miernik
ten pozwala ustali¢, w jakim stopniu klasy malus systemu sa zdolne do utrzymy-
wania i do przyciagania ubezpieczonych, a $cislej — w jakim tempie t¢ zdolnosc¢
traca.

5. Zakonczenie

Skonstruowano trzy czastkowe mierniki oceny SBM okreslone jako: stosunek ocze-
kiwanych wartosci znizek i zwyzek w klasach taryfikacyjnych, warto$¢ oczekiwana
czasu przejscia po raz pierwszy z klasy i-tej do j-tej oraz $redni wzgledny przyrost
prawdopodobienstwa pozostania lub powrotu ubezpieczonego do strefy malus sys-
temu. Pierwszy z tych wskaznikow ujmuje system w aspekcie dlugookresowym,
pozostale mozna ksztattowac¢ dowolnie — w zaleznosci od obranej dlugosci funkcjo-
nowania systemu. Omawiane mierniki mozna wyznaczy¢ przy ostabionych zaloze-
niach dotyczacych systemu, np. przy zniesieniu zatozenia dotyczacego jednorodnosci
procesu Markowa lub rezygnacji z rozktadu Poissona na rzecz innego opisujacego
rozktad liczby roszczen w ciagu roku, nie zmienia to jednak ich istoty.

Kontynuujac rozwazania odno$nie do wyprowadzonych czastkowych miernikow
oceny SBM, nalezaloby sprawdzi¢ relacje, jakie zachodza pomigdzy nimi. W szcze-
golnosci w zakresie korelacji poprzez badanie ich zachowania dla wielu réznych
systemow. Jednokierunkowe zmiany wspolczynnikow znaczaco podniostyby ich
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warto$§¢ w kontekscie mozliwosci utworzenia ogoélnego indeksu surowosci systemu
na podstawie analizy gldwnych sktadowych.
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THE CAPABILITIES OF ANALYZING BONUS-MALUS SYSTEMS
IN THE LIGHT OF MARKOV PROCESSES

Summary: The evaluation of bonus-malus system toughness can be accomplished with
properly constructed indicators. Basing on Markov process theory, the attempt to construct
such partial indicators was made. Accordingly, appropriate Markov process characteristics
were calculated for the chosen bonus-malus system. Their analysis led to the derivation of
three partial bonus-malus system indicators: the overall expected value of bonuses to overall
expected value of maluses ratio, the expected value of time that elapsed from the moment an
insured entered the tariff class i to the moment of passing to the tariff class j for the first
time and the average relative growth of probability that a randomly chosen insured from
malus area would stay or return to a malus tariff class when total time spent in the system
increases by one year.

Keywords: bonus-malus, indicator, toughness, Markov process.
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