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CHARAKTERYSTYKA WYBRANYCH METOD
WYROWNYWANIA TABLIC TRWANIA ZYCIA
— WNIOSKI DLA ZASTOSOWAN AKTUARIALNYCH

Streszczenie: W artykule scharakteryzowano trzy najczesciej stosowane grupy metod wy-
rownywania tablic trwania Zycia: metody mechaniczne, metody analityczne oraz metody
oparte na splajnach. Celem artykutu jest przedstawienie wad i zalet tych metod oraz wynika-
jacych stad wnioskdw co do zastosowan aktuarialnych. Dokonano poréwnania metod pod
wzgledem: stopnia wygladzenia, stopnia dopasowania, przydatnosci do interpolacji i ekstra-
polacji, mozliwosci odwzorowania prawidtowosci globalnych i lokalnych. Wtasnosci wy-
branych metod zostaly zilustrowane na podstawie danych demograficznych. Dane te postu-
zyly do zbudowania surowych (niewyrownanych) tablic trwania zycia, a nast¢pnie wWyrow-
naniu zostaty poddane roczne prawdopodobienstwa zgonu.

Stowa kluczowe: wyréwnywanie, tablica trwania zycia, prawdopodobienstwo zgonu.

1. Wstep

W ubezpieczeniach na zycie do kalkulacji sktadek netto niezbgdne jest przyjecie
zatozenia o rozktadzie czasu trwania zycia w analizowanej populacji. Na podstawie
danych konstruuje si¢ tablice trwania zycia bedace nieparametrycznym modelem
wymierania populacji wedtug ptci i wieku. Jednakze warto$ci tablicowe estymowane
bezposrednio na podstawie danych empirycznych charakteryzuja si¢ zwykle nieregu-
larnym przebiegiem i wahaniami tym wigkszymi, im mniejsza jest liczebno$¢ proby.
W celu wyeliminowania nieregularnosci surowe tablice trwania zycia poddaje si¢
wyrownywaniu.

W artykule zaprezentowano trzy najczesciej stosowane grupy metod wyrow-
nywania funkcji tablicowych: metody mechaniczne, metody analityczne oraz
metody oparte na splajnach. Celem artykutu jest przedstawienie wad i zalet tych
metod istotnych z punktu widzenia zastosowan aktuarialnych. Dokonano poréw-
nania procedur wyréwnywania pod wzgledem mozliwosci: wygtadzenia, dopaso-
wania, interpolacji ekstrapolacji oraz odwzorowania prawidlowosci globalnych
i lokalnych.



180 Beata Jackowska

2. Istota wyrownywania tablic trwania zycia

Wyréwnywaniu podlegaja najczesciej prawdopodobienstwa zgonu lub wspotczynni-
ki zgondw, na podstawie ktorych wyznacza si¢ pozostate funkcje tablicowe dla ko-
lejnych wartosci wieku x,,x,, ..., x,,. Wyréwnywanie polega na zastapieniu ciagu
surowych (niewyrownanych) wartoSci wybranej funkcji tablicowej y,,y,, ..., vy
przez wartosci J,,p,, ..., Vy, ktore wedlug subiektywnej opinii badacza charakte-
ryzuja si¢ wigksza regularno$cia i odzwierciedlaja istote zjawiska. W procesie wy-
rownywania konieczna jest jednoczesna ocena wygladzenia' ciagu otrzymanych
wartosci 1 dobroci dopasowania wartosci wyréwnanych do surowych. Niestety po-
prawa wygtadzenia zwiazana jest zwykle z pogorszeniem dopasowania.

Okreslenie stopnia gladko$ci ciagu wyréwnanych wartosci jest intuicyjne i su-
biektywnie. Polega na stwierdzeniu, czy wartosci te nie zmieniaja si¢ zbyt gwattow-
nie oraz czy nie wystepuja nagte zmiany kierunku przebiegu wykresu. Pojecie glad-
kosci jest zapozyczone z matematyki, gdzie funkcja gltadka nazywa si¢ funkcje, dla
ktorej istnieja ciagte pochodne wszystkich rzedow. Poniewaz w wyniku wyrowny-
wania otrzymuje si¢ dyskretny ciag wartosci J,,,, ..., Jy, analiz¢ pochodnych
zastepuje si¢ badaniem ciagu roznic sasiednich wyrazow Ay, = P, — P, (réznice
rzedu 1), roznic tych réznic A*P, = AP, —A P, (t6znice rzedu 2), itd. Do oceny
gladkosci wykorzystuje si¢ miary oparte na roznicach rzedu najczgsciej drugiego lub
trzeciego, m.in.: sum¢ kwadratow roznic, sumg wartosci bezwzglednych roznic,
przecigtng warto$¢ rdéznicy dzielong przez srednia warto§¢ wyrazu.

Jako miar¢ dopasowania mozna przyja¢ sume¢ wartosci bezwzglednych odchylen
(lub kwadratow odchylen) wartosci surowych od wyrownanych, odchylenie standar-
dowe reszt lub odchylenie standardowe reszt przypadajace na warto$¢ $rednig. Od-
chylenia nie moga mie¢ charakteru systematycznego.

Ocena wygtadzenia i dopasowania zalezy nie tylko od metody wyrownywania,
ale takze w znacznym stopniu od nieregularnosci wystgpujacych w zbiorze wartosci
surowych. Znaczenie wyrdwnywania jest tym wicksze, im mniejszy jest zbior da-
nych, co zaprezentowano na rys. 1 dla populacji m¢zczyzn i kobiet w Polsce oraz
wojewodztwie pomorskim. Stosujac przedstawione w artykule metody wyrownywa-
nia, otrzymano $rednie odchylenie wartosci surowych od wyrownanych wigksze
w wojewodztwie pomorskim niz w Polsce prawie 4-krotnie w przypadku mezczyzn
i ponad 6-krotnie w przypadku kobiet.

! Wielu autoréw zamiennie uzywa pojecia wyréwnywanie i wygladzanie, lecz jest to podejscie
upraszczajace. W niniejszym podejsciu wygladzanie jest cecha wyréwnywanego ciagu wartosci
i ocena stopnia wygladzenia jest obok oceny dopasowania podstawowym kryterium oceny efektow
wyréownywania [Fogelson 1931; London 1985].
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Rys. 1. Roczne niewyrownane (surowe) prawdopodobienstwa zgonu w Polsce
oraz wojewodztwie pomorskim w 2009 r.

Zrodto: opracowanie wlasne.

Wiasnosci wybranych metod wyréwnywania zostaly zilustrowane w dalszej czg-
$ci artykutu na przykladzie danych dla wojewodztwa pomorskiego. Dane te postuzy-
ty do zbudowania surowych (niewyréwnanych) tablic trwania zycia®> w roku 2009,
a nastgpnie wyrownaniu zostaly poddane roczne prawdopodobienistwa zgonoéw mez-
czyzn 1 kobiet w wieku 2059 lat. Przykladowe wyrdéwnane ciagi wartosci potrakto-
wano jedynie jako ilustracj¢ efektow wygltadzenia i dopasowania scharakteryzowa-
nych metod, pozostawiajac badaczowi wybor odpowiedniej metody w zaleznosci od
zastosowan praktycznych.

3. Charakterystyka mechanicznych metod wyréwnywania
Wyréwnywanie mechaniczne polega na tym, ze kazda z wartosci y,,¥,, ..., Yy
wyrownywana jest oddzielnie za pomoca $redniej arytmetycznej niewazonej lub

wazonej wyznaczone] z sasiednich wartosci. Procedura wyrownywania mechanicz-
nego polega na kilkukrotnym powtorzeniu dziatan wedlug wzordéw o statych wspot-

2 Tablice surowe zbudowano zgodnie z metodologia opisana w [Trwanie Zycia w 2009 r., s. 36-37].
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czynnikach. Skonstruowanie procedury wyrownywania sprowadza si¢ do wyboru:
liczby usrednianych wartosci (zwykle nieparzysta liczba), systemu wag, liczby po-
wtorzen procedury [London 1985; Wieniecki 1976]. Do metod tych nalezy metoda
srednich ruchomych powtarzana kilkakrotnie oraz metody sumacyjne, w ktorych
wzOr wyrbwnawczy mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa kilku réznych for-
mut dla wielokrotnych metod $rednich ruchomych, co pozwala na usunigcie znie-
ksztatcen systematycznych powstajacych przy korzystaniu ze $rednich ruchomych.

Wzbr na i-ta wyrownywana warto$¢ mozna zapisac jako liniowa kombinacjg wy-
razu i-tego oraz wyrazow sasiednich:

yi:aifmyifm+"'+aiyi+“'+ai+r1yi+n’ (1)

dla i=m+1,m+2, ..., N—n, gdzie ZaHk =1. Stosowane w praktyce procedu-
k=—m

ry wyrownywania mechanicznego prowadza do wzoru (1) symetrycznego wzgledem
sktadnika srodkowego, czyli m =n oraz a, , =a, , [London 1985]. Wzor (1)

mozna przedstawi¢ takze w postaci sumacyjnej, tzn. jako kombinacj¢ liniowa sum
k+1

wielokrotnych: sum pojedynczych Z,Z
nych ka+l’2m+l :Z.ZM+...+zl,2k+l+...+zl,2f: itd. Przykladowe procedury

—m

=y, 4t...+ty,+...+y.,, sum podwdj-

wyrownywania mechanicznego przedstawiono za pomoca wzordw sumacyjnych
w tab. 1.

Tabela 1. Wybrane wzory na i-ta wyrdwnywana warto$¢ w postaci sumacyjne;j

Metoda Wzér w postaci sumacyjnej LICZb,a
wyrazéw
Wittsteina P = zisz’” 9
Finlainsona V=5 Zf's's 13
Woolhouse’a ¥, = %[102?’5’5 - 32?’5’5'1 15
Spencera V= ﬁ[z:.w.m - z:j'sq 21
I e N 0
Altenburgera ¥y = 2‘;[1 OOZ[_Z’2 - 2021_2’4 + Z:M} 7
Kinga 5,=0.216Y 0,008 3 +3" | 15
.. A | 7.7 15 55,5 3
Minimalna 5= 75 - 78Y) <103 <30 - 60y, | 15

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie: [Fogelson 1931; London 1985; Wieniecki 1976].
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Wymienione w tab. 1 procedury zastosowano do wyréwnania rocznych prawdo-
podobienstw zgonéw mezczyzn i kobiet w wojewodztwie pomorskim w roku 2009.
Najlepsze wygtadzenie dat 21-wyrazowy wzor Spencera, najgorsze za$ 7-wyrazowy
wzo6r Altenburgera. Natomiast w ocenie dopasowania procedura Spencera zajmowata
jedno z ostatnich miejsc, a najlepsza byla metoda Altenburgera. Zbyt wierne odtwo-
rzenie lokalnych nieregularnosci oraz niezadowalajacy efekt wygladzenia w meto-
dzie Altenburgera moga sta¢ si¢ w tym przypadku powodem odrzucenia tej metody.

Na rys. 2 przedstawiono fragment wyrownywanej funkcji prawdopodobienstwa
zgonu dla przedziatlu wieku od 20 do 40 lat, aby lepiej przyblizy¢ istot¢ wyrowny-
wania (por. rys. 1).

0,0025
—— warto$ci surowe
——— metoda Spencera
0,0020 -- - - metoda Altenburgera

0,0015

0,0010

0,0005

0,0000 T T T
20 25 30 35 40

Rys. 2. Wybrane mechaniczne metody wyréwnywania rocznych prawdopodobienstw zgonu
w wojewodztwie pomorskim w 2009 r.

Zrbdto: opracowanie wlasne na podstawie obliczen w programie Excel.

Metody mechaniczne charakteryzuja si¢ tym, ze:
nie opieraja si¢ na analitycznej postaci funkcji dla catego przebiegu procesu, jednak-
ze i-ta wyrdwnywana warto$¢ mozna przedstawi¢ jako funkcje¢ 27 +1 empirycznych
wartosci JA/i =S Wics eeos Vis ooes Visn) »

1) mozliwe jest odwzorowanie lokalnych prawidtowosci poprzez odpowiedni
wybor procedury wygtadzajacej (uwzglednienie zbyt duzej liczby wyrazéow prowa-
dzi do wyrownania istotnych prawidtowosci),
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2) stopien gladkos$ci poprawia si¢ wraz ze zwigkszaniem liczby usrednianych
warto$ci 1 liczby powtdrzen procedury usredniania, lecz wiaze sig to z coraz wigk-
sza liczba niewyrownanych wyrazoéw poczatkowych i koncowych oraz niwelowa-
niem lokalnych prawidlowosci,

3) dopasowanie warto$ci wyréwnanych do surowych jest lepsze, im mniejsza
liczba usrednianych wartosci 1 im mniejsza liczba powtdrzen procedury,

4) z powodu braku analitycznej postaci funkcji nie pozwalaja na interpolacje
oraz ekstrapolacje.

4. Charakterystyka analitycznych metod wyréwnywania

Wyréwnywanie analityczne polega na znalezieniu funkcji, ktéra mozliwie najlepiej
opisuje przebieg procesu wymierania w zaleznosci od wieku x jako jedynej zmienne;j
objasniajacej. Badacz zaktada a priori postac analityczna funkcji

v, =f(x;a0,a,...,a,) (2)

zalezna od nieznanych parametrow a,,a,, ..., a,. Ograniczeniem metody analitycz-

nej jest narzucenie a priori ksztattu funkcji. Podej$cie to sprowadza si¢ wigc do
sprawdzenia stusznosci dokonanego wyboru postaci funkcji na podstawie miar dopa-
sowania. Ze wzgledu na nieliniowy przebieg procesu wymierania parametry funkcji
szacuje si¢ najczgsciej za pomoca wazonej metody najmniejszych kwadratow badz
metody najwigkszej wiarygodnosci.

Pierwsze znane analityczne prawa wymieralnosci powstaty w zwiazku z kalkula-
cjami aktuarialnymi. Matematyk A. de Moivre w roku 1725 wykorzystat funkcje
intensywnosci zgonow o wykresie hiperboli do wyznaczenia renty dozywotniej.
Model umieralnosci sformutowany w roku 1825 przez aktuariusza B. Gompertza,
a nastgpnie zmodyfikowany w roku 1867 przez W. Makehama zaktadat wyktadniczy
wzrost intensywnos$ci zgondéw wraz z wiekiem. Prawo Gompertza-Makehama jest do
tej pory wykorzystywane w naukach aktuarialnych [Bowers i in. 1997]. Jako modele
analityczne wspolczynnikow zgonu osob dorostych najczesciej sa stosowane funkcje
wyktadnicze, potegowe, wielomianowe, logistyczne oraz funkcje ztozone, np. wie-
lomianowo-wykladnicze [Tabeau i in. 2001]. Obecnie za jeden z najlepszych modeli
umieralno$ci demografowie uznaja zlozony model Heligmana-Pollarda (1980),
w ktorym prawdopodobienstwo zgonu jest suma trzech wyrazen opisujacych umie-
ralno$¢ w przedziatach wieku 0-10, 10-40 oraz 40 1 wigcej lat.

Zwigkszenie dopasowania wartosci teoretycznych do empirycznych mozna osiag-
na¢, konstruujac ztozone modele z duza liczba parametrow. W praktyce poszukiwane
sa mozliwie najprostsze modele z jak najmniejsza liczba parametrow, zwlaszcza ze do
celow aktuarialnych zwykle nie jest konieczne konstruowanie ztozonych modeli od-
wzorowujacych proces przezycia od momentu urodzin do najstarszego obserwowane-
go wieku [Keyfitz 1982; London 1985; Wieniecki 1976].

W procesie wyrownywania szczegolne znaczenie maja funkcje wielomianowe.
Wybor wielomianu nie jest zwiazany z poszukiwaniem naturalnego prawa rzadzace-
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g0 procesem wymierania, lecz z prawem matematycznym mowiacym, ze dowolna
funkcje ciagla okreslona na przedziale domknigtym mozna aproksymowac wielo-
mianem. Z tego powodu do ilustracji wyrownywania metodami analitycznymi wy-
brano wielomiany (rys. 3 prezentuje fragment wyrownywanej funkcji prawdopodo-
bienstwa zgonu). Poniewaz wielomiany sa gladkie w sensie matematycznym, wigc
jedynym kryterium wyboru postaci wielomianu jest dobro¢ dopasowania. Dla wie-
lomianéw stopnia od 5 do 7 otrzymano odchylenie standardowe reszt nieco wyzsze
niz w przypadku mechanicznej metody Spencera.

0,0025

—— warto$ci surowe

——— wielomian stopnia 5

-- - - wielomian stopnia 7
0,0020
0,0015 +—

-\ Megzczyzni %
0,0010 e N7
0,0005
0,0000 T T T

20 25 30 35 40

Rys. 3. Wybrane analityczne metody wyréwnywania rocznych prawdopodobienstw zgonu
w wojewodztwie pomorskim w 2009 r.

Zrodto: opracowanie wlasne na postawie obliczen w programie Statistica.

Metody analityczne maja nastepujace whasnosci:

1) opieraja si¢ na przyjetej arbitralnie postaci funkcyjnej zaleznosci migdzy
zmiennymi, lecz zwykle posta¢ analityczna funkcji jest trudna do zidentyfikowania,

2) wyréwnywanie jest nielokalne, tzn. na poziom jednej wyréwnywanej warto-
sci wpltywaja wszystkie pozostate, co powoduje, ze nawet pojedynczy odstajacy
punkt moze znaczaco wplynac na przebieg catej funkcji,

3) wybor funkcji ciaglej 1 rozniczkowalnej k-krotnie zapewnia okreslony
a priori stopien gladkosci,
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4) dopasowanie wartosci wyrownanych do surowych zalezy od postaci funkcji:
lepsze dopasowanie zwykle fatwiej jest osiagnaé za pomoca ztozonej funkcji
z duza liczba parametrow,

5) dzigki okreslonej postaci analitycznej funkcji w catej dziedzinie wyrowny-
wania mozliwa jest interpolacja oraz ekstrapolacja.

5. Charakterystyka metod wyréwnywania opartych na splajnach

Metody oparte na splajnach sa metodami posrednimi migdzy metodami mechanicz-
nymi a analitycznymi. Wyréwnywanie analityczne skomplikowanego przebiegu
zjawiska prowadzi do rozbudowanej funkcji z duza liczba parametrow, stad pomyst,
aby krzywa podzieli¢ na mniejsze fragmenty, ktore mozna aproksymowac prostszy-
mi funkcjami. Fragmenty krzywych taczy si¢ tak, aby zapewni¢ odpowiedni stopien
wygladzenia na potaczeniach (stopien gtadkosci jest wigc zalozony a priori). Mozna
to osiagnac poprzez natozenie warunkow rownosci pochodnych do okreslonego rzg-
du w punktach potaczen. Metody te oparte sa najczesciej na aproksymacji wielomia-
nami niskiego stopnia. Funkcje sktadajaca si¢ z gltadko sklejonych fragmentow wie-
lomianéw nazywa si¢ splajnem (spline) lub funkcja sklejana. Istota tej metody jest
wygladzanie analityczne w podprzedziatach zamiast w calej dziedzinie. W ten spo-
sOb wyrownywane wartosci zaleza, podobnie jak w metodach mechanicznych, od
zbioru sasiednich warto$ci surowych.

Do wyrownywania wykorzystuje si¢ najchgtniej B-splajny (base spline) lub
P-splajny (penalized spline) [Eilers, Currie, Durban 2006; Filers, Marx 1996]. Efekt
wyrownywania B-splajnami zalezy od wyboru stopnia wielomianu k (w praktyce
zazwyczaj k=2 lub k =3), liczby weztow (knots) i ich potozenia (najczgsciej
stosuje si¢ wezty rownoodlegte). Wezty u, <u, <...<u, (m > k) dzielg dzie-
dzing funkcji sklejanej na podprzedzialy, w ktorych wyznacza si¢ zbior splajnow
bazowych okreslonych wzorem rekurencyjnym Mansfielda-de Boora-Coxa:

B = 1 dla xe[uj,ujﬂ]j
/ 0 dla x¢fu,u,,]

koo XTU Ujspo1 =X Lk _
Bj('x)_ﬁBj (‘x)+ﬁBj+l(x) dla k—1,2,... (3)
Jjtk J JHk+1 j+l
Kazdy podprzedziat, z wyjatkiem k& pierwszych i k ostatnich podprzedziatow, jest
pokryty przez k+1 funkcji bazowych [Eilers, Marx 1996]. Liniowa kombinacja
funkcji bazowych daje funkcj¢ sklejana stopnia &, za pomoca ktorej otrzymuje sig
wyrownane wartosci:

m—k—1

)A}i = ZajBf(xi)' (4)
j=0
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Parametry a; otrzymuje si¢ metodq najmniejszych kwadratow.

W przypadku P-splajnoéw przy wyznaczaniu parametrow «; konstruuje sig funk-
cj¢ straty (penalized function) uwzgledniajaca roznice ustalonego rzedu migdzy sa-
siednimi wspofczynnikami a ;. Zagadnienie to mozna rozwiaza¢, minimalizujac

funkcjg straty, lub przedstawi¢ w postaci uogoélnionego modelu regresji, w ktorym
wspotczynniki wyznacza si¢ metoda najwigkszej wiarygodnosci [Filers, Currie,
Durban 2006].

Na rys. 4 przedstawiono fragment funkcji prawdopodobienstwa zgonu wyrow-
nywanej za pomoca B-splajnow stopnia drugiego i trzeciego z we¢ztami potozonymi
w réwnych odlegtosciach co 4 lata. Poniewaz stopien gladkosci zostat zalozony
a priori poprzez wybor stopnia splajnu, wigc ocenie podlega jedynie dobro¢ dopa-
sowania. Dopasowanie splajnow stopnia 2 i 3 okazalo sig lepsze niz funkcji wielo-
mianowych do stopnia 7 wlacznie. W porownaniu z prezentowana wcze$niej metoda
mechaniczna Spencera splajn stopnia 2 jest prawie tak samo dobrze dopasowany,
natomiast splajn stopnia 3 jest dopasowany nieco lepie;.

0,0025
—— warto$ci surowe
———krzywa B-sklejana stopnia 2
- - - - krzywa B-sklejana stopnia 3
0,0020

0,0015

0,0010
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Rys. 4. Wyrownywanie splajnami rocznych prawdopodobienstw zgonu
w wojewodztwie pomorskim w 2009 .

Zrodlo: opracowanie wiasne na podstawie obliczen w programie R.
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Cechy charakterystyczne metod opartych na splajnach:

1) posta¢ analityczna funkcji okreslona jest na podprzedziatach zmiennej nie-
zaleznej,

2) wyznaczanie funkcji na wielu podprzedziatach pozwala na zachowanie lo-
kalnych prawidtowosci,

3) stopien gtadkosci zalezy od warunkéw natozonych na krzywe w miejscach
laczenia,

4) dopasowanie jest lepsze, im wigksza jest liczba podprzedzialow, na ktoérych
dokonano aproksymacji,

5) znajomos¢ postaci funkcji oszacowanej w podprzedziale umozliwia interpo-
lacj¢ wewnatrz tego podprzedziatu,

6) rozne postaci funkcji w podprzedziatach nie pozwalaja na ekstrapolacje po-
za dziedzing wyréwnywania.

6. Podsumowanie

Scharakteryzowane powyzej trzy grupy metod wyréwnywania roznia si¢ pod wzgle-
dem mozliwo$ci: wygltadzenia, dopasowania, interpolacji i ekstrapolacji oraz odwzo-
rowania prawidtowosci globalnych i lokalnych. Wybdr metody wyréwnywania ma
wptyw na wyniki kalkulacji aktuarialnych [Jackowska 2010]. Metody analityczne
gwarantuja najwigksza gladkos¢, lecz trudniej uzyska¢ zadowalajace dopasowanie.
Natomiast mozna dobra¢ metody mechaniczne lub metody oparte na splajnach, nie-
wiele odbiegajace gladkos$cia i znacznie lepiej dopasowane, przy czym splajny tacza
zalet¢ metod mechanicznych pozwalajaca na zachowanie lokalnych prawidlowosci
z mozliwoscig uzyskania zatozonego stopnia gladkosci na potaczeniach funkcji.

W zastosowaniach praktycznych moze pojawi¢ si¢ konieczno$¢ interpolacji lub
ekstrapolacji. Dane demograficzne pozwalaja na oszacowanie dyskretnego ciagu
wartosci tablicowych dla kolejnych rocznikow wieku x,,x,, ..., x, , natomiast dzig-
ki interpolacji mozna pozna¢ wartosci funkcji tablicowej w wieku posrednim, co
moze by¢ wykorzystane w kalkulacjach aktuarialnych, w ktorych wiek okreslany jest
z wigksza doktadnoscia niz rok, tzw. wiek utamkowy (fractional age) [Bowers 1 in.
1997]. Zwykle z powodu braku danych lub zbyt matych liczebnosci dla najstarszych
rocznikdw pojawia si¢ konieczno$¢ ekstrapolacji warto$ci tablicowych do przyjetego
w kalkulacjach granicznego wieku zycia. W metodach analitycznych okresla si¢
posta¢ funkcji na catym przedziale [x,, x,, ], wigc mozliwe jest dokonanie interpo-
lacji oraz ekstrapolacji, natomiast w metodach opartych na splajnach posta¢ funkcyj-
na okreslona jest na podprzedziatach dziedziny [x,, x, ], wigc mozliwa jest tylko

interpolacja. Metody mechaniczne nie sa oparte na postaci analitycznej funkcji, za-
tem nie pozwalaja ani na interpolacjg, ani ekstrapolacje.

Zalety metod mozna taczy¢, wyrownujac dany ciag wartosci roznymi metodami,
np. poszukiwanie modelu analitycznego mozna poprzedzi¢ wstgpnym wyréwnaniem
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najwigkszych odchylen metoda lokalng lub wykorzysta¢ model analityczny jedynie
do ekstrapolacji dla zaawansowanych wiekiem rocznikéw, a dla mlodszych roczni-
kéw zastosowac metody lokalne.
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CHARACTERIZATION OF SELECTED METHODS
OF THE GRADUATION OF LIFE TABLES IN THE PERSPECTIVE
OF THEIR ACTUARIAL APPLICATIONS

Summary: This paper deals with characteristic features of three most commonly used types
of methods of the graduation of life tables: mechanical methods, analytical methods and
spline methods. The aims of this paper include discussing their advantages and disad-
vantages and presenting conclusions concerning their actuarial applications. In the compari-
son of these methods, we take into consideration the following factors: smoothness, good-
ness of fit, usefulness for interpolation and extrapolation as well as possibilities of modeling
global and local tendencies. The properties of these methods are illustrated with demograph-
ic data. The data are used to construct ungraduated life tables, and next, annual death proba-
bilities are graduated.

Keywords: graduation, life table, death probability.



