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ROZMYTE ZBIORY PROBABILISTYCZNE 
W RACHUNKU AKTUARIALNYM 

Streszczenie: W klasycznym aktuarialnym podejściu ryzyko obciążające ubezpieczyciela 
jest identyfikowane całe z ryzykiem szkody. Obiektywne ryzyko wywołania szkody nie jest 
jedynym ryzykiem ponoszonym przez ubezpieczyciela. Istotnym jego źródłem jest hazard 
uprawiany przez osoby narażone na szkody wywołane przez ubezpieczane ryzyko. Hazard 
ten reprezentuje behawioralne przesłanki określające proces ubezpieczenia ryzyka. Jednym 
z głównych celów zarządzania finansami ubezpieczyciela powinna być marginalizacja ryzy-
ka obarczającego ubezpieczyciela. Celowi temu służy rzetelny opis wszystkich rodzajów ry-
zyk grożących ubezpieczycielowi. W tej pracy zostaną przedstawione możliwości wykorzy-
stania rozmytych zbiorów probabilistycznych do opisu kombinacji obiektywnego ryzyka 
wywołania szkody i behawioralnego ryzyka hazardu.  

Słowa kluczowe: prawdopodobieństwo ruiny, rozmyty zbiór probabilistyczny, ryzyko 
obiektywne, ryzyko subiektywne. 

1. Wstęp 

Określenie właściwych relacji pomiędzy wielkością wypłacanych rekompensat  
a przychodem uzyskanym ze sprzedaży polis jest przedmiotem rachunku aktuarial-
nego. Podstawą rachunku aktuarialnego jest przyjęcie założenia, że ryzyko wywoła-
nia szkody jest mierzalnym ryzykiem niepewności. W związku z tym ocena ryzyka 
wywołania szkody jest oceną obiektywną. Głównym narzędziem służącym do tej 
oceny jest rachunek prawdopodobieństwa. Ocena ryzyka wywołania szkody jest 
zawsze dokonywana ex ante. W swym klasycznym podejściu rachunek aktuarialny 
identyfikuje całe ryzyko obciążające ubezpieczyciela z ryzykiem wywołania szkody. 

Obiektywne ryzyko wywołania szkody nie jest jednak jedynym ryzykiem pono-
szonym przez ubezpieczyciela. Istotnym jego źródłem jest wszelkiego rodzaju ha-
zard uprawiany przez osoby narażone na szkody wywołane przez ubezpieczane ry-
zyko. Finansowe skutki uprawiania takiego hazardu stanowią behawioralne prze-
słanki określające proces ubezpieczenia wyróżnionego ryzyka.  

Działalność finansowa ubezpieczyciela powinna być bezpieczna dla ubezpieczy-
ciela i ubezpieczonego. Stąd jednym z głównych celów zarządzania finansami ubez-
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pieczyciela powinna być marginalizacja ogólnego ryzyka obarczającego ubezpieczy-
ciela. Celowi temu na pewno służy rzetelny opis wszystkich rodzajów grożących mu 
ryzyk. Ograniczanie się do ryzyka wywołania szkody grozi niedoszacowaniem za-
grożeń pojawiających się wobec ubezpieczyciela.  

W pracy tej zostanie przedstawiony przykład możliwości wykorzystania rozmy-
tych zbiorów probabilistycznych [Hiroto 1981] do opisu kombinacji obiektywnego 
ryzyka wywołania szkody i behawioralnego ryzyka hazardu.  

2. Podstawy teoretyczne 

Przyjmowana przez ubezpieczyciela odpowiedzialność jest związana ze zdarzeniami 
przyszłymi. Nakłada to na ubezpieczyciela obowiązek szczególnej troski o swoją 
przyszłą wypłacalność. Pełna wypłacalność może być gwarantowana jedynie przez 
dobrą przyszłą kondycję finansową ubezpieczyciela. Na tę przyszłą kondycję mają 
wpływ dwa czynniki: wartość wypłacanych w przyszłości odszkodowań oraz war-
tość zebranych w przyszłości składek ubezpieczeniowych. 

Wartość przyszłych odszkodowań jest uwarunkowana następującymi przesłan-
kami: 
− obiektywne ryzyko wystąpienia szkody; 
− hazard moralny, przez jaki rozumie się zespół warunków podmiotowych dane-

go ubezpieczającego wyrażających się w negatywnych tendencjach charaktero-
logicznych, takich jak nieuczciwość, skłonność do defraudacji i wyłudzeń; 

− hazard motywacyjny będący subiektywną reakcją ubezpieczonego, która jest 
wywołana świadomością istnienia ochrony ubezpieczeniowej, co objawia się 
mniejszą starannością i dbałością o obiekt ubezpieczony oraz obojętnością wo-
bec zagrożeń [Kowalewski 1994; Kowalczyk, Poprawska, Ronka-Chmielowiec 
2006]. 
Skutki hazardu moralnego ubezpieczyciel neutralizuje na drodze prawnej. Efekty 

wywołane przez obiektywne ryzyko wystąpienia szkody zdecydowanie dominuje 
nad efektami wywołanymi przez hazard motywacyjny. Kwerenda empirycznych 
danych o wydarzeniach ubezpieczeniowych nie rozróżnia tych dwóch źródeł ryzyka. 
Umożliwia to aktuariuszowi traktowanie splotu tych zagrożeń jako jednego mierzal-
nego źródła ryzyka. Zgromadzona przez aktuariusza wiedza pozwala przedstawić 
wartość wszystkich wypłaconych odszkodowań jako zmienną losową o znanym 
rozkładzie prawdopodobieństwa. 

Przyszłe wartości zebranej składki ubezpieczeniowej można prognozować na 
podstawie przewidywanych danych makro- i mikroekonomicznych. Wspomniane 
przesłanki prognostyczne są danymi szacunkowymi i w tej sytuacji przewidywana 
składka powinna być przedstawiona jako liczba interwałowa. Taka prognoza zebranej 
składki jest jednak obciążona efektami hazardu popytowego. Hazard ten jest uprawia-
ny przez osoby narażone na ryzyko analizowanej szkody i przejawia się poprzez w 
dużej mierze subiektywny wybór decyzji ubezpieczać czy też nie ubezpieczać. Jest to 
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typowy behawioralny czynnik mający wpływ na ostateczną wartość prognozowanej 
składki. Wpływ tego czynnika można wycenić jedynie w sposób subiektywny. Jego 
oddziaływanie na prognozę jest jednak ograniczone, gdyż w mniejszym stopniu spo-
dziewamy się tutaj większych odchyleń od prognozy. Konsekwencją takiego podej-
ścia jest brak precyzji w prognozowaniu zebranej składki ubezpieczeniowej [Barberis, 
Shleifer, Vishny 1998]. Uwzględnienie tej nieprecyzji prowadzi do przedstawienia 
przewidywanej zebranej składki ubezpieczeniowej jako rozmytego podzbioru w zbio-
rze liczb rzeczywistych. Dyskutowane powyżej właściwości tej prognozy pozwalają 
na uściślenie postaci tej prognozy jako liczby rozmytej.  

Na podstawie prognoz wypłaconych odszkodowań i zebranej składki ubezpie-
czeniowej prognozuje się wartości przyszłych stanów rezerwy finansowej ubezpie-
czyciela. Formalnym obrazem takich prognoz są rozmyte zbiory probabilistyczne 
[Hiroto 1981]. Stwierdzenie to jest konsekwencją naszych spostrzeżeń co do różno-
rodnych postaci formalnych prognozy wypłaconych odszkodowań i prognozy zebra-
nej składki. Poniżej zostanie przedstawiona pewna koncepcja opisu problemu ruiny 
obciążającej proces rezerw finansowych ubezpieczyciela prognozowanych w po-
wyższy sposób. 

3. Klasyczny model ruiny ubezpieczyciela 

Rozważmy pewien zbiór momentów przyszłych momentów czasowych Θ ؿ Թ , 
nazywany dalej zbiorem momentów predykcji. W wyróżnionych momentach pre-
dykcji analizujemy przyszłą działalność finansową ubezpieczyciela. 

ା

଴ ൐ 0

߳ Θ ߳ Ω
ܵሺݐ, ߱ሻ

ሿ0, ሿݐ ߳ Θ ሺݐ,·ሻ

ߪ ՜ ሾ0,1ሿ
ؿ ࣜሺΩሻ.

ሻ: Ω ื Թ opi ሾ0,1ሿ wyzn

ሻݔ௧ሺܨ                                               ൌ ܲሺሼ߱ ߳ Ω: ܵሺݐ, ߱ሻ ൏ ሽሻ ݔ

ሺݐሻ 0, ሿݐ

ܼሺݐሻ߳Թ

Zakładamy, że wartość bieżących rezerw finansowych zgromadzona przez ubez-
pieczyciela wynosi ܷ .  

Niech będzie dany zbiór Ωelementarnych zdarzeń opisujących przyszłe wyda-
rzenia powiązane z ryzykiem opisanym w polisie ubezpieczeniowej. Każdemu mo-
mentowi predykcji ݐ  i każdemu elementarnemu zdarzeniu ߱  przypisujemy 
wartość  wszystkich odszkodowań wypłaconych w przedziale czasowym 

. W każdym momencie predykcji ݐ  funkcja ܵ  jest zmienną losową  
o znanym rozkładzie prawdopodobieństwa. Wiedza aktuariusza o rozkładzie ryzyk 
jest reprezentowana przez rozkład prawdopodobieństwa ܲ:  określony dla 
pewnego ciała zdarzeń losowych ߪ  Wtedy rozkład każdej zmiennej losowej 
ܵሺݐ,· sujemy za pomocą dystrybuanty ܨ௧: Թ ՜ aczonej przez 
tożsamość 

. (1) 

Z drugiej strony każdemu momentowi predykcji ߳ݐΘ przypisujemy przewidywa-
ną wartość ܼ  całkowitych składek zebranych w przedziale czasowym ሿ . Jako 
punkt wyjścia do dalszych rozważań rozpatrzmy teraz przypadek, kiedy wartość 

ାtych składek została oszacowana precyzyjnie. Wtedy proces rezerw finan-
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sowych ubezpieczyciela jest reprezentowany przez proces losowy ܷ:  
określony przez tożsamość 

Θ ൈ Ω ՜ Թ

ܷሺݐ, ߱ሻ ൌ ܷ଴ ൅ ܼሺݐሻ െ ܵሺݐ, ߱ሻ

ሺ߱ሻܦ ൌ ሼݐ ߳ Θ: ܷሺݐ, ߱ሻ ൏ 0ሽ

߳ Ω
ሺ߱ሻ ് ׎

,ݐሼܵሺ݌ݑݏ ߱ሻ െ ܼሺݐሻ; Θሽ ߳ ݐ ൐ ܷ଴

:ݎܲ Թ ื ሾ0,1ሿ ܷ଴߳Թ

ሺܷ଴ሻݎܲ ൌ ܲሺሼ߱ ߳ Ω: ݌ݑݏሼܵሺݐ, ߱ሻ െ ܼሺݐሻ; Θሽ ߳ ݐ ൐ ܷ଴ሽሻ 

ሻௗ௧

౸

 . (2) 

Ruinę ubezpieczyciela identyfikujemy z osiągnięciem przez proces rezerw finan-
sowych wartości ujemnej. Zbiór wszystkich potencjalnych momentów czasowych 
ruiny jest określony jako zbiór  

 . (3) 

Ostateczna ruina ubezpieczyciela ma miejsce w czasie Θ wtedy i tylko wtedy, 
gdy w tym okresie ujawni się takie zdarzenie elementarne zdarzenie ߱ , dla któ-
rego ܦ . Warunek ten jest równoważny dobrze znanemu z literatury przed-
miotu [Ronka-Chmielowiec (red.) 2000] warunkowi ruiny  

  . (4) 

Prawdopodobieństwo zajścia ruiny jest identyfikowane z prawdopodobieństwem 
zajścia zdarzenia losowego 

ܦ   ൌ ሼ߱ ߳ Ω: ܦሺ߱ሻ ്  ሽ .  (5)׎

W tej sytuacji prawdopodobieństwo zajścia takiej ruiny jest określone jako funk-
cja ା  przypisująca każdej wartości ା bieżących rezerw finan-
sowych prawdopodobieństwo 

  ൌ ׬ ׬ ௗ௉ሺఠವ౸

׬ ௗ௧
ൌ

׬ ׬ ௗி೟ሺ௦ሻௗ௧శಮ
ೆబశೋሺ೟ሻ౸

׬ ௗ௧౸

ൌ ׬ ଵିி೟൫௎బା௓ሺ௧ሻ൯ௗ௧౸

׬ ௗ௧౸

 .  (6) 

4. Rozmyty model ruiny ubezpieczyciela 

W kolejnym kroku naszych rozważań uwzględnimy fakt szacunkowego reprezento-
wania prognozy zebranej składki oraz obciążające tę prognozę efekty hazardu popy-
towego. W tej sytuacji każdemu momentowi predykcji ݐ  przypisujemy nieprecy-
zyjnie oszacowaną przewidywaną wartość ෨ܼ ା  całkowitych składek zebra-
nych w przedziale czasowym ሿ . Wartość tych składek jest reprezentowana przez 
funkcję przynależności ߞ ሿ spełniającą warunek 

߳ Θ
ሺݐሻ߳࣠ሺԹ ሻ

0, ሿݐ
ሺ· :ሻݐ| Թା ื ሾ0,1

෨ሺݐሻ
ܼ ݐ

ܵሺݐ, ߱ሻ

ሻݐ|ሻݐሺܼሺߞ   ൌ 1. (7) 

Powyższy warunek oznacza, że nieprecyzyjnie oszacowana wartość ܼ  składki 
zebranej jest przybliżeniem precyzyjnie określonej wartości ሺ ሻ. Proces rezerw 
finansowych ubezpieczyciela jest wtedy wyznaczony za pomocą zależności 

  ෩ܷሺݐ, ߱ሻ ൌ ܷ଴ ْ ෨ܼሺݐሻ ٓ , (8) 
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gdzie symbole ْ i ٓ oznaczają odpowiednio uogólnienie do przypadku liczb roz-
mytych działań dodawania i odejmowania określonych na zbiorze liczb rzeczywi-
stych. Uogólnienia te zostały uzyskane zgodnie z zasadą rozszerzenia Zadeha [1975]. 
Wtedy w momencie predykcji ߳ݐΘ przewidywana wartość rezerwy finansowej ฎܷ  
jest zbiorem Hiroto reprezentowanym przez funkcję przynależności ߟሺ· :ሻݐ| Թ ൈ

 za pomocą tożsamości 

ሺݐሻ

Ω ՜ ሾ0,1ሿ określonym

߱ሻ െ ܷ଴|ݐሻ

,ݐሺߣ ߱ሻ ൌ ,ݔሺߟሼ݌ݑݏ :ሻݐ|߱ ݔ ൑ 0ሽ ൌ 

                 ܷ଴ ൅ ܼሺݐሻ െ ܵሺݐ, ߱ሻ ൑ 0
,ݐ ߱ሻ െ ܷ଴|ݐሻܷ଴ ൅ ܼሺݐሻ െ ܵሺݐ, ߱ሻ ൐ 0

߳ Ω

෩ሺ߱ሻ ൌ ൛߳ݐΘ: ෩ܷሺݐ, ߱ሻ ط 0ൟ

஽: Θ ൈ Ω ՜ ሾ0,1ሿ

,ݐ஽ሺߤ ߱ሻ ൌ ݉݅݊൛݌ݑݏሼߟሺݔ, :ሻݐ|߱ ݔ ൑ 0ሽ, 1 െ ,ݔሺߟሼ݌ݑݏ :ሻݐ|߱ ݔ ൑ 0ሽൟ

,ݐ஽ሺߤ ߱ሻ ൌ 

1                                             ܷ଴ ൅ ܼሺݐሻ െ ܵሺݐ, ߱ሻ ൏ 0
 ݉݅݊ሼߞሺܵሺݐ, ߱ሻ െ ܷ଴|ݐሻ, 1 െ ,ݐሺܵሺߞ ߱ሻ െ ܷ଴|ݐሻሽܷ଴ ൅ ܼሺݐሻ െ ܵሺݐ, ߱ሻ ൒ 0.

,ݔሺߟ   ሻݐ|߱ ൌ ݔሺߞ  ൅ ܵሺݐ, .   (9) 

Zauważmy, że dzięki (7) mamy tutaj między innymi 

  ൌ ൜ 1
ሺܵሺߞ   .  (10)  

Wynik ten zostanie wykorzystany w dalszych etapach naszych rozważań.  
Ruinę ubezpieczyciela identyfikujemy z osiągnięciem przez proces rezerw finan-

sowych wartości ujemnej. Dla ustalonego zdarzenia elementarnego ߱  zbiór 
wszystkich potencjalnych momentów czasowych ruiny określamy jako rozmyty 
zbiór  

ܦ    .                   (11) 

Rodzina rozmytych zbiorów 

ฎܦ   ൌ ሼܦሺ߱ሻ: ߱ ߳ Ωሽ            (12) 

tworzy rozmyty zbiór probabilistyczny reprezentujący losowe zdarzenie, polegające 
na wystąpieniu ruiny ubezpieczyciela. Zbiór ten jest reprezentowany przez swą funk-
cję przynależności ߤ  określoną za pomocą tożsamości 

, 

co ostatecznie razem z (10) daje 

 ൌ ൜  (13) 

Prawdopodobieństwo zajścia ruiny jest równe prawdopodobieństwu zajścia zda-
rzenia losowego ܦฎ. W tej sytuacji prawdopodobieństwo zajścia takiej ruiny jest 
określone jako funkcja ܲݎധധധ: Թ ื ሾ0,1ሿ ܷ଴ ߳ Թ

ധݎܲ

ା  przypisującą każdej wartości ା bie-
żących rezerw finansowych prawdopodobieństwo 

ധധሺܷ଴ሻ ൌ
׭ ,ݐ஽ሺߤ ߱ሻ݀ܲሺ߱ሻ݀ݐ஀ൈΩ

׬ ஀ݐ݀

ൌ
׬ ׬ ,ݐ஽ሺߤ ାஶݐሻ݀ݔ௧ሺܨሻ݀ݔ

ିஶ஀

׬ ஀ݐ݀

. 
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Dalej, korzystając dodatkowo z (13), otrzymujemy 

ധധധሺܷ଴ሻݎܲ ൌ

ൌ
׬ ሻ݀ݐ ൅ ׬ ׬ ஶݐሻ݀ݔ௧ሺܨ݀

௎బା௓ሺ௧ሻ஀

׬ ஀ݐ݀

׬ ݉݅݊ሼߞሺݔ െ ܷ଴|ݐሻ, 1 െ ݔሺߞ െ ܷ଴|ݐሻሽ݀ܨ௧ሺݔ௎బା௓ሺ௧ሻ
ିஶ஀

ା

ൌ 

ൌ
׬ ׬ ݉݅݊ሼߞሺݐ|ݕሻ, 1 െ ݕ௧ሺܨሻሽ݀ݐ|ݕሺߞ ൅ ܷ଴ሻ݀ݐ ൅ ׬ 1 െ ௧൫ܷ଴ܨ ൅ ܼሺݐሻ൯݀ݐ஀

௓ሺ௧ሻ
ିஶ஀

׬ ஀ݐ݀

 

co po porównaniu z (6) daje   

ധധധሺܷݎܲ   ሻ ൌ ׬ ౸షಮ׬
଴

௠௜௡ሼ఍ሺ௬|௧ሻ,ଵି఍ሺ௬|௧ሻሽௗி೟ሺ௬ା௎బሻௗ௧ೋሺ೟ሻ

׬ ௗ௧౸

൅  ሺܷ଴ሻ . (14)ݎܲ

rzypadku nieprecyzyjnego oszacowania zebranej skł
 wzrasta. Dokładna analiza pierwszego składnika sumy 

no wpływ nieprecyzyjnego oszacowania zebranej składki na 
 finansowej ubezpieczyciela. Po krótkiej analizie proces ten 

Oznacza to, że w p adki 
prawdopodobieństwo ruiny
(14) wskazuje, że prawdopodobieństwo ruiny rośnie wraz ze wzrostem nieprecyzji 
dolnego oszacowania wartości zebranej składki ܼሺݐሻ. Porównanie tego składnika  
z zależnościami określającymi miarę energetyczną [Gottwald, Czogała, Pedrycz 
1982] i miarę entropową [Czogała, Gottwald, Pedrycz 1981] wskazuje, że ten przy-
rost prawdopodobieństwa ruiny zależy jedynie od niewyrazistości wskazanego osza-
cowania i nie zależy od niejednoznaczności tego oszacowania.  

5. Podsumowanie 

Powyżej przedyskutowa
postać procesu rezerwy
przedstawiono jako proces losowy przyporządkowujący poszczególnym momentom 
predykcji rozmyte zbiory probabilistyczne. Pomimo tej modernizacji w zapropono-
wanym modelu można wykorzystać bez zmian całą zebraną wiedzę aktuarialną na 
temat rozkładów wypłacanych odszkodowań. Wobec znacznej zasobności informa-
cyjnej zgromadzonej wiedzy aktuarialnej jest to wysoce korzystna cecha zapropono-
wanego modelu.  

Przy ocenie poszczególnych portfeli ubezpieczeniowych, prawdopodobieństwa 
ruiny uzyskane za pomocą zaproponowanej metody (14) nie mogą być porównywa-
ne z prawdopodobieństwami ruiny uzyskiwanymi za pomocą „klasycznej” meto- 
dy (6). Ograniczenie to w oczywisty sposób wynika ze zróżnicowania metodologicz-
nych przesłanek leżących u podstaw każdej z tych metod. Prawdopodobieństwo ru-
iny może być traktowane jako kryterium jakości portfela ubezpieczeniowego. Zapro-
ponowana metoda szacowania prawdopodobieństwa generuje oryginalne kryterium 
porównania jakości ocenianych portfeli ubezpieczeniowych. Szczególna przydatność 
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zaproponowanej metody wynika z faktu, że deprecjonuje takie portfele ubezpiecze-
niowe, w których przesadnie optymistycznie oszacowano zebraną składkę ubezpie-
czeniową.  

Fakty te pozwalają spojrzeć na bogate instrumentarium oferowane przez teorię 
zbiorów Hiroto jako na obiecujące narzędzie analizy matematyki ubezpieczeniowej.  
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Summary: In classical actuarial approach i
This risk is not the unique risk incurred by the insure
gambling run by people who are exposed to a damag
represents the behavioural premises for defining the insurance process of distinguished risk. 
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