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ROZMYTE ZBIORY PROBABILISTYCZNE
W RACHUNKU AKTUARIALNYM

Streszczenie: W klasycznym aktuarialnym podej$ciu ryzyko obciazajace ubezpieczyciela
jest identyfikowane cate z ryzykiem szkody. Obiektywne ryzyko wywotania szkody nie jest
jedynym ryzykiem ponoszonym przez ubezpieczyciela. Istotnym jego zrédtem jest hazard
uprawiany przez osoby narazone na szkody wywotane przez ubezpieczane ryzyko. Hazard
ten reprezentuje behawioralne przestanki okreslajace proces ubezpieczenia ryzyka. Jednym
z gtéwnych celéow zarzadzania finansami ubezpieczyciela powinna by¢ marginalizacja ryzy-
ka obarczajacego ubezpieczyciela. Celowi temu stuzy rzetelny opis wszystkich rodzajow ry-
zyk grozacych ubezpieczycielowi. W tej pracy zostana przedstawione mozliwosci wykorzy-
stania rozmytych zbiordw probabilistycznych do opisu kombinacji obiektywnego ryzyka
wywotania szkody i behawioralnego ryzyka hazardu.

Stowa kluczowe: prawdopodobienstwo ruiny, rozmyty zbidr probabilistyczny, ryzyko
obiektywne, ryzyko subiektywne.

1. Wstep

Okreslenie wlasciwych relacji pomiedzy wielko$cia wyptacanych rekompensat
a przychodem uzyskanym ze sprzedazy polis jest przedmiotem rachunku aktuarial-
nego. Podstawa rachunku aktuarialnego jest przyjecie zatozenia, ze ryzyko wywota-
nia szkody jest mierzalnym ryzykiem niepewnosci. W zwiazku z tym ocena ryzyka
wywotania szkody jest ocena obiektywna. Gléwnym narzedziem stuzacym do tej
oceny jest rachunek prawdopodobienstwa. Ocena ryzyka wywolania szkody jest
zawsze dokonywana ex ante. W swym klasycznym podejsciu rachunek aktuarialny
identyfikuje cate ryzyko obcigzajace ubezpieczyciela z ryzykiem wywotania szkody.

Obiektywne ryzyko wywolania szkody nie jest jednak jedynym ryzykiem pono-
szonym przez ubezpieczyciela. Istotnym jego zrodtem jest wszelkiego rodzaju ha-
zard uprawiany przez osoby narazone na szkody wywotane przez ubezpieczane ry-
zyko. Finansowe skutki uprawiania takiego hazardu stanowia behawioralne prze-
stanki okreslajace proces ubezpieczenia wyrdznionego ryzyka.

Dziatalno$¢ finansowa ubezpieczyciela powinna by¢ bezpieczna dla ubezpieczy-
ciela i ubezpieczonego. Stad jednym z gléwnych celow zarzadzania finansami ubez-
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pieczyciela powinna by¢ marginalizacja ogélnego ryzyka obarczajacego ubezpieczy-
ciela. Celowi temu na pewno stuzy rzetelny opis wszystkich rodzajow grozacych mu
ryzyk. Ograniczanie si¢ do ryzyka wywotania szkody grozi niedoszacowaniem za-
grozen pojawiajacych si¢ wobec ubezpieczyciela.

W pracy tej zostanie przedstawiony przyktad mozliwosci wykorzystania rozmy-
tych zbioréw probabilistycznych [Hiroto 1981] do opisu kombinacji obiektywnego
ryzyka wywotania szkody i behawioralnego ryzyka hazardu.

2. Podstawy teoretyczne

Przyjmowana przez ubezpieczyciela odpowiedzialno$¢ jest zwiazana ze zdarzeniami
przysztymi. Naktada to na ubezpieczyciela obowiazek szczegdlnej troski o swoja
przyszla wyptacalnos¢. Pelna wyptacalnos¢ moze by¢ gwarantowana jedynie przez
dobra przyszta kondycj¢ finansowa ubezpieczyciela. Na t¢ przyszla kondycje maja
wplyw dwa czynniki: warto$¢ wyptacanych w przysztosci odszkodowan oraz war-
to$¢ zebranych w przysztosci sktadek ubezpieczeniowych.

Warto$¢ przysztych odszkodowan jest uwarunkowana nast¢pujacymi przestan-
kami:

— obiektywne ryzyko wystapienia szkody;

— hazard moralny, przez jaki rozumie si¢ zespot warunkow podmiotowych dane-
go ubezpieczajacego wyrazajacych si¢ w negatywnych tendencjach charaktero-
logicznych, takich jak nieuczciwosc¢, sktonno$¢ do defraudacji 1 wytludzen;

— hazard motywacyjny bedacy subiektywna reakcja ubezpieczonego, ktdra jest
wywotana $wiadomo$cia istnienia ochrony ubezpieczeniowej, co objawia si¢
mniejsza starannoscia i dbatoscia o obiekt ubezpieczony oraz obojetnoscia wo-
bec zagrozen [Kowalewski 1994; Kowalczyk, Poprawska, Ronka-Chmielowiec
2006].

Skutki hazardu moralnego ubezpieczyciel neutralizuje na drodze prawnej. Efekty
wywolane przez obiektywne ryzyko wystapienia szkody zdecydowanie dominuje
nad efektami wywolanymi przez hazard motywacyjny. Kwerenda empirycznych
danych o wydarzeniach ubezpieczeniowych nie rozréznia tych dwoch zrodet ryzyka.
Umozliwia to aktuariuszowi traktowanie splotu tych zagrozen jako jednego mierzal-
nego zrodta ryzyka. Zgromadzona przez aktuariusza wiedza pozwala przedstawié
warto$¢ wszystkich wyplaconych odszkodowan jako zmienna losowa o znanym
rozktadzie prawdopodobienstwa.

Przyszte wartosci zebranej sktadki ubezpieczeniowej mozna prognozowac na
podstawie przewidywanych danych makro- i mikroekonomicznych. Wspomniane
przestanki prognostyczne sg danymi szacunkowymi i w tej sytuacji przewidywana
sktadka powinna by¢ przedstawiona jako liczba interwatowa. Taka prognoza zebranej
sktadki jest jednak obciazona efektami hazardu popytowego. Hazard ten jest uprawia-
ny przez osoby narazone na ryzyko analizowanej szkody i przejawia si¢ poprzez w
duzej mierze subiektywny wybor decyzji ubezpieczaé czy tez nie ubezpieczac. Jest to
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typowy behawioralny czynnik majacy wplyw na ostateczng warto$¢ prognozowanej
sktadki. Wplyw tego czynnika mozna wyceni¢ jedynie w sposob subiektywny. Jego
oddziatywanie na prognozeg jest jednak ograniczone, gdyz w mniejszym stopniu spo-
dziewamy sig tutaj wigkszych odchylen od prognozy. Konsekwencja takiego podej-
$cia jest brak precyzji w prognozowaniu zebranej sktadki ubezpieczeniowej [Barberis,
Shleifer, Vishny 1998]. Uwzglednienie tej nieprecyzji prowadzi do przedstawienia
przewidywanej zebranej sktadki ubezpieczeniowej jako rozmytego podzbioru w zbio-
rze liczb rzeczywistych. Dyskutowane powyzej wlasciwosci tej prognozy pozwalaja
na uscislenie postaci tej prognozy jako liczby rozmyte;.

Na podstawie prognoz wyptaconych odszkodowan i zebranej sktadki ubezpie-
czeniowej prognozuje si¢ wartosci przysztych standw rezerwy finansowej ubezpie-
czyciela. Formalnym obrazem takich prognoz sa rozmyte zbiory probabilistyczne
[Hiroto 1981]. Stwierdzenie to jest konsekwencja naszych spostrzezen co do rdézno-
rodnych postaci formalnych prognozy wyptaconych odszkodowan i prognozy zebra-
nej sktadki. Ponizej zostanie przedstawiona pewna koncepcja opisu problemu ruiny
obciazajacej proces rezerw finansowych ubezpieczyciela prognozowanych w po-
WYZSZy Sposob.

3. Klasyczny model ruiny ubezpieczyciela

Rozwazmy pewien zbiér momentow przyszlych momentow czasowych © c RY,
nazywany dalej zbiorem momentow predykcji. W wyrdznionych momentach pre-
dykcji analizujemy przyszta dzialalno$¢ finansowa ubezpieczyciela.

Zaktadamy, ze warto$¢ biezacych rezerw finansowych zgromadzona przez ubez-
pieczyciela wynosi Uy > 0.

Niech bedzie dany zbiér Qelementarnych zdarzen opisujacych przyszte wyda-
rzenia powigzane z ryzykiem opisanym w polisie ubezpieczeniowej. Kazdemu mo-
mentowi predykcji t € ® 1 kazdemu elementarnemu zdarzeniu w € ) przypisujemy
warto$¢ S(t, w) wszystkich odszkodowan wyptaconych w przedziale czasowym
10,t]. W kazdym momencie predykcji t € @ funkcja S(t,-) jest zmienng losowa
o znanym rozkladzie prawdopodobienstwa. Wiedza aktuariusza o rozktadzie ryzyk
jest reprezentowana przez rozktad prawdopodobienstwa P: o — [0,1] okreSlony dla
pewnego ciata zdarzen losowych o € B(Q). Wtedy rozktad kazdej zmiennej losowej
S(t,"): Q — R opisujemy za pomoca dystrybuanty F;: R — [0,1] wyznaczonej przez
tozsamos¢

Fi(x) =P{weQ:S(t,w) < x}). (1)

Z drugiej strony kazdemu momentowi predykcji te® przypisujemy przewidywa-
na warto$¢ Z(t) catkowitych sktadek zebranych w przedziale czasowym 0, t]. Jako
punkt wyjscia do dalszych rozwazan rozpatrzmy teraz przypadek, kiedy wartos¢
Z(t)eR*tych skladek zostala oszacowana precyzyjnie. Wtedy proces rezerw finan-
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sowych ubezpieczyciela jest reprezentowany przez proces losowy U:0 X Q - R
okreslony przez tozsamos¢

Ut w) = Uy + Z(t) — S(t, ). )

Ruing ubezpieczyciela identyfikujemy z osiagnigciem przez proces rezerw finan-
sowych warto$ci ujemnej. Zbior wszystkich potencjalnych momentéw czasowych
ruiny jest okreslony jako zbior

D(w) ={te®:U(t,w) < 0}. 3)

Ostateczna ruina ubezpieczyciela ma miejsce w czasie ©® wtedy i tylko wtedy,
gdy w tym okresie ujawni si¢ takie zdarzenie elementarne zdarzenie w € (1, dla kto-
rego D(w) # @. Warunek ten jest rownowazny dobrze znanemu z literatury przed-
miotu [Ronka-Chmielowiec (red.) 2000] warunkowi ruiny

sup{S(t,w) — Z(t); t € 0} > U,. 4)

Prawdopodobienstwo zajscia ruiny jest identyfikowane z prawdopodobienstwem
zajscia zdarzenia losowego

D ={we Q:D(w) # 0} . (5)

W tej sytuacji prawdopodobienstwo zajscia takiej ruiny jest okreslone jako funk-
cja Pr:R* — [0,1] przypisujaca kazdej wartoéci UyeR* biezacych rezerw finan-
sowych prawdopodobienstwo

Pr(Uy) = P({w € Q: sup{S(t,w) — Z(t); t € ©} > U,})

o Jp dP(@)at _ Jo fJﬁZ(t) dFy()at [ 1-F(Uo+Z(D))at
f@ dt fg dat fG) dt '

(6)

4. Rozmyty model ruiny ubezpieczyciela

W kolejnym kroku naszych rozwazan uwzglednimy fakt szacunkowego reprezento-
wania prognozy zebranej sktadki oraz obciazajace t¢ prognoze efekty hazardu popy-
towego. W tej sytuacji kazdemu momentowi predykcji t € ® przypisujemy nieprecy-
zyjnie oszacowana przewidywana warto$é¢ Z(t)eF(R*) catkowitych sktadek zebra-
nych w przedziale czasowym 0, t]. Warto$¢ tych sktadek jest reprezentowana przez
funkcje przynaleznosci { (- |[t): Rt — [0,1] spelniajaca warunek

{(Z(@®)t) = 1. (7)

Powyzszy warunek oznacza, Ze nieprecyzyjnie oszacowana warto$é Z(t) sktadki
zebranej jest przyblizeniem precyzyjnie okreSlonej wartosci Z(t). Proces rezerw
finansowych ubezpieczyciela jest wtedy wyznaczony za pomoca zalezno$ci

Ut,w) =Uy ®Z(t) © S(¢t, w), (8)
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gdzie symbole @ i © oznaczaja odpowiednio uogdlnienie do przypadku liczb roz-
mytych dzialan dodawania i odejmowania okreslonych na zbiorze liczb rzeczywi-
stych. Uogdlnienia te zostaty uzyskane zgodnie z zasada rozszerzenia Zadeha [1975].

Wtedy w momencie predykcji te® przewidywana warto$¢ rezerwy finansowej U ()
jest zbiorem Hiroto reprezentowanym przez funkcje przynaleznosci n(- [t): R X
Q — [0,1] okreslonym za pomoca tozsamosci

n(x,wlt) = {(x + S(t, w) — Uylt). )
Zauwazmy, ze dzigki (7) mamy tutaj migdzy innymi
Alt, w) = sup{n(x, w|t):x <0} =

_{ 1 Ug+Z(t)—S(t,w)<0 10
LISt w) = Ugl)Ug + Z(t) — S(t,w) >0° (10)

Wynik ten zostanie wykorzystany w dalszych etapach naszych rozwazan.

Ruing ubezpieczyciela identyfikujemy z osiagnigciem przez proces rezerw finan-
sowych warto$ci ujemnej. Dla ustalonego zdarzenia elementarnego w € ) zbior
wszystkich potencjalnych momentéw czasowych ruiny okreSlamy jako rozmyty
zbior

D(w) = {te®: U(t,w) < 0}. (11)

Rodzina rozmytych zbiorow

D ={D(w): weQ} (12)

tworzy rozmyty zbior probabilistyczny reprezentujacy losowe zdarzenie, polegajace
na wystapieniu ruiny ubezpieczyciela. Zbidr ten jest reprezentowany przez swa funk-
cje przynaleznosci pp: © X Q — [0,1] okreslona za pomoca tozsamosci

up (t,w) = min{sup{n(x, w|t):x < 0},1 — sup{n(x,w|t):x < 0}},

co ostatecznie razem z (10) daje

MD(t' (‘)) =
_{ 1 Uy + Z(t) — S(t,w) < 0 "
= Uminfg(S(t @) — Uy|6), 1 — C(S(E @) — Ug[)}Ug + Z(8) — S(t, @) = 0.1

Prawdopodobienstwo zaj$cia ruiny jest rowne prawdopodobienstwu zajscia zda-
rzenia losowego D.w _tej sytuacji prawdopodobienstwo zajscia takiej ruiny jest
okre$lone jako funkcja Pr: R* — [0,1] przypisujaca kazdej wartosci Uy € R bie-
zacych rezerw finansowych prawdopodobienstwo

Joxq kot @)dP(@)dt _ fo J27 up(t, x)dF(x)dt

ﬁ(Uo) =
Jo dt Jo dt
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Dalej, korzystajac dodatkowo z (13), otrzymujemy

ﬁ(Uo) =
I [ minf{g (x — Uglt), 1 — {(x — UplO)}dF, ()dt + [, Sz AFe GOt
Jo dt

fy 29 min{g (1), 1 — {YIO}AF (v + Upddt + [, 1~ Fo(Up + Z(0))dt

Jo dt
co po poréwnaniu z (6) daje
— QP _
Pr(U,) = Jo Joo mm{f(ylt)f.l df(ylt)}dFt(ywo)dt + Pr(U,) . (14)
t
[C]

Oznacza to, ze w przypadku nieprecyzyjnego oszacowania zebranej sktadki
prawdopodobienstwo ruiny wzrasta. Dokltadna analiza pierwszego sktadnika sumy
(14) wskazuje, ze prawdopodobienstwo ruiny rosnie wraz ze wzrostem nieprecyzji
dolnego oszacowania warto$ci zebranej sktadki Z(t). Porownanie tego skltadnika
z zalezno$ciami okre$lajacymi miar¢ energetyczng [Gottwald, Czogata, Pedrycz
1982] i miar¢ entropowa [Czogata, Gottwald, Pedrycz 1981] wskazuje, ze ten przy-
rost prawdopodobienstwa ruiny zalezy jedynie od niewyrazistoSci wskazanego osza-
cowania i nie zalezy od niejednoznacznosci tego oszacowania.

5. Podsumowanie

Powyzej przedyskutowano wpltyw nieprecyzyjnego oszacowania zebranej sktadki na
posta¢ procesu rezerwy finansowej ubezpieczyciela. Po krotkiej analizie proces ten
przedstawiono jako proces losowy przyporzadkowujacy poszczegdlnym momentom
predykcji rozmyte zbiory probabilistyczne. Pomimo tej modernizacji w zapropono-
wanym modelu mozna wykorzysta¢ bez zmian cala zebrana wiedzg¢ aktuarialng na
temat rozktadéw wyptacanych odszkodowan. Wobec znacznej zasobnosci informa-
cyjnej zgromadzonej wiedzy aktuarialnej jest to wysoce korzystna cecha zapropono-
wanego modelu.

Przy ocenie poszczegdlnych portfeli ubezpieczeniowych, prawdopodobienstwa
ruiny uzyskane za pomoca zaproponowanej metody (14) nie moga by¢ poréwnywa-
ne z prawdopodobienstwami ruiny uzyskiwanymi za pomoca ,klasycznej” meto-
dy (6). Ograniczenie to w oczywisty sposob wynika ze zroznicowania metodologicz-
nych przestanek lezacych u podstaw kazdej z tych metod. Prawdopodobienstwo ru-
iny moze by¢ traktowane jako kryterium jakosci portfela ubezpieczeniowego. Zapro-
ponowana metoda szacowania prawdopodobienstwa generuje oryginalne kryterium
poréwnania jako$ci ocenianych portfeli ubezpieczeniowych. Szczegdlna przydatnosé
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zaproponowanej metody wynika z faktu, ze deprecjonuje takie portfele ubezpiecze-
niowe, w ktorych przesadnie optymistycznie oszacowano zebrang sktadke ubezpie-
czeniowa.

Fakty te pozwalaja spojrze¢ na bogate instrumentarium oferowane przez teori¢
zbioréw Hiroto jako na obiecujace narzgdzie analizy matematyki ubezpieczeniowe;j.

Literatura

Barberis N., Shleifer A., Vishny R. [1998], 4 model of investor sentiment, “Journal of Financial Eco-
nomics”, no. 49.

Czogata E., Gottwald S., Pedrycz W. [1981], On the concepts of measures of fuzziness and their
Applications in decision making, 8™ triennial World Congress IFAC, Kyoto.

Gottwald S., Czogala E., Pedrycz W. [1982], Measures of fuzziness and operations with fuzzy sets,
“Stochastica”, vol. VI, no. 3.

Hiroto K. [1981], Concepts of probabilistic sets, “Fuzzy Sets and Systems”, no. 5.

Kowalczyk P., Poprawska E., Ronka-Chmiclowiec W. [2006], Metody aktuarialne, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa.

Kowalewski E. [1994], Wprowadzenie do teorii ryzyka ubezpieczeniowego, [w:] Ubezpieczenia
w gospodarce rynkowej, red. A. Wasiewicz, Oficyna Branta, Bydgoszcz.

Ronka-Chmielowiec W. (red.) [2000], Zarzqdzanie ryzykiem w ubezpieczeniach, Wydawnictwo
Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu, Wroctaw.

Zadeh L. [1975], The Concept of a Linguistic Variable and its Application to Approximate Reasoning,
“Information Sciences”, no. 8.

PROBABILISTIC FUZZY SETS
IN THE ACTUARIAL CALCULATION

Summary: In classical actuarial approach insurer's risk is identified with the injury risk.
This risk is not the unique risk incurred by the insurer. An important source of risk is the
gambling run by people who are exposed to a damage caused by insured risks. Gambling
represents the behavioural premises for defining the insurance process of distinguished risk.
The financial activities of the insurer should be secure for him and for the insured. Thus one
of the main goals of the insurer's management should be the marginalization of total risk.
This goal realization is supported by reliable description of all risks threatening the insurer.
In this paper the combination of objective risk to cause damage and the behavioural risks of
gambling will be described as probabilistic fuzzy sets.

Keywords: fuzzy probabilistic set, objective risk, ruin probability, subjective risk.



