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Wstęp 

 
W dniach 14–16 września 2015 r. w Hotelu Novotel Gdańsk Marina w Gdańsku 
odbyła się XXIV Konferencja Naukowa Sekcji Klasyfikacji i Analizy Danych PTS 
(XXIX Konferencja Taksonomiczna) „Klasyfikacja i analiza danych – teoria i za-
stosowania”, zorganizowana przez Sekcję Klasyfikacji i Analizy Danych Polskiego 
Towarzystwa Statystycznego oraz Katedrę Statystyki Wydziału Zarządzania Uni-
wersytetu Gdańskiego. 

W trakcie dwóch sesji plenarnych oraz 13 sesji równoległych wygłoszono  
58 referatów poświęconych aspektom teoretycznym i aplikacyjnym zagadnienia 
klasyfikacji i analizy danych. Odbyła się również sesja plakatowa, na której zapre-
zentowano 14 plakatów. 

Teksty 24 recenzowanych artykułów naukowych stanowią zawartość prezen-
towanej publikacji z serii Taksonomia nr 27. Teksty 25 recenzowanych artykułów 
naukowych znajdują się w Taksonomii nr 26. 
 

Krzysztof Jajuga, Marek Walesiak 
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 GEOGRAFICZNIE WAŻONA REGRESJA 
JAKO NARZĘDZIE ANALIZY POZIOMU ROZWOJU 
SPOŁECZNO-GOSPODARCZEGO  
NA PRZYKŁADZIE REGIONÓW UNII EUROPEJSKIEJ 

 GEOGRAPHICALLY WEIGTHED REGRESSION  
AS A TOOL OF ANALYSIS OF SOCIO-ECONOMIC 
DEVELOPMENT LEVEL OF REGIONS  
IN THE EUROPEAN UNION 
DOI: 10.15611/pn.2016.427.06 

Streszczenie: Łączenie wątków związanych z teoriami wzrostu endogenicznego oraz nową geo-
grafią ekonomiczną w badaniach nad wzrostem społeczno-gospodarczym doprowadziło do roz-
woju New Economic Geography and Growth (NEGG). Metoda regresji ważonej geograficznie 
(GWR) jest w takich ramach właściwym narzędziem analizy, ponieważ uwzględniając czynniki 
rozważane w teoriach rozwoju endogenicznego (np. kapitał ludzki czy kapitał intelektualny), po-
zwala jednocześnie wziąć pod uwagę położenie badanych obiektów w przestrzeni geograficznej. 
W opracowaniu poddano analizie poziom rozwoju społeczno-gospodarczego regionów w Unii 
Europejskiej z wykorzystaniem geograficznie ważonej regresji. Jako zmienną zależną wybrano 
PKB per capita według parytetu siły nabywczej, a jako zmienne niezależne charakterystyki kapi-
tału ludzkiego i kapitału intelektualnego. Zaprezentowane wyniki badań wskazują na zasadność 
stosowania modeli uwzględniających przestrzenną niestacjonarność, w tym np. GWR.  

Słowa kluczowe: geograficznie ważona regresja, rozwój regionalny, przestrzenna niestacjo-
narność. 

Summary: Combination of issues connected with theories of endogenous growth with the 
new economic geography in research on socio-economic growth led to the development of 
the new economic geography and growth (NEGG). The method of geographically weighted 
regression is a proper analytical instrument within this approach, as it concerns factors com-
ing from theories of endogenous growth (e.g. human or intellectual capital) as well as loca-
tion of investigated objects. The paper presents analysis of a level of socio-economic devel-
opment of regions in the European Union with the use of the geographically weighted re-
gression. Gross Domestic Product in PPS per capita was used as a dependent variable 
whereas characteristics of human and intellectual capital were applied as independent varia-
bles. Presented research results indicate that it is reasonable to use models referring to spa-
tial nonstationarity, as for example the geographically weighted regression. 
Keywords: geographically weighted regression, regional development, spatial nonstationarity. 
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1. Wstęp 

Porównania poziomu rozwoju społeczno-gospodarczego w Unii Europejskiej do-
konywane są często pomiędzy poszczególnymi państwami członkowskimi. W ta-
kim ujęciu trudno jest porównywać małe państwa, takie jak np. Malta (425 tys. 
mieszkańców) czy Luksemburg (550 tys. mieszkańców) z największymi, takimi 
jak np. Republika Federalna Niemiec (prawie 81 milionów mieszkańców). Dlatego 
też analizowanie danych na poziomie regionów (NUTS 2) UE pozwala na lepszą 
charakterystykę sytuacji i procesów społeczno-gospodarczych [Eurostat 2015,  
s. 8]. Regionalne podejście zastosowali np. J. Crespo-Cuaresma, N. Foster i R. Stehrer 
[2011] czy S. Dall’Erba, M. Percoco i G. Piras [2008], jakkolwiek przedstawiane 
są również modele łączące czynniki analizowane na poziomie krajowym (np. po-
ziom inflacji) i regionalnym (np. poziom kapitału ludzkiego) przez R. Capello  
i U. Fratesi [2012]. 

Badania nad rozwojem regionów i polaryzacją przestrzeni ekonomicznej są 
jednym z głównych trendów badawczych w nowej geografii ekonomicznej. Pola-
ryzację tej przestrzeni, jej istotę, efekty i przyczyny interpretuje się na podstawie 
wielu teorii, opartych głównie na ścieżce rozwoju nierównomiernego. Włączenie 
przestrzeni do teorii wzrostu przez połączenie teorii wzrostu endogenicznego i 
nowej geografii ekonomicznej prowadzi do prezentacji w literaturze New Econo-
mic Geography and Growth (NEGG) [Bond-Smith, McCann 2014]. Modelowanie 
wzrostu według tego podejścia zakłada uwzględnienie m.in. takich czynników 
przestrzennych, jak lokalizacja. Jednocześnie nadal w modelowaniu wzrostu spo-
łeczno-gospodarczego brane są pod uwagę czynniki przywoływane w ramach neo-
klasycznych teorii wzrostu, np. wyposażenie w infrastrukturę [OECD 2009]. 

Celem opracowania jest określenie poziomu rozwoju społeczno-gospodarczego 
regionów (NUTS 2) Unii Europejskiej z zastosowaniem geograficznie ważonej 
regresji (GWR), ze szczególnym uwzględnieniem regionów (województw) Polski. 
Uwzględnienie zależności przestrzennych, możliwe przy wykorzystaniu GWR, 
umożliwia analizę poziomu rozwoju w kontekście lokalnym przy wykorzystaniu 
informacji globalnych.  

W pracy wykorzystano dane pochodzące z Eurostatu za 2011 r.1 Interpretacji 
wyników z wykorzystaniem mapy dokonano dla regionów Polski. Zaprezentowane 
wyniki mają wartość poznawczą, natomiast mogą też być inspiracją dla dalszych 
badań regionalnych uwzględniających zależności przestrzenne.  

 

                      
1 Najbardziej aktualne dane o poziomie PKB na mieszkańca w układzie regionalnym Unii Euro-

pejskiej były dostępne dla 2011 r.  
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2. Geograficznie ważona regresja 

Chociaż przestrzenne zróżnicowanie regionów jest oczywiste i empirycznie udo-
wodnione, to świadomość istnienia zależności przestrzennych nie zawsze skutkuje 
stosowaniem odpowiednich (tj. uwzględniających te zależności) metod statystycz-
nych w analizie rozwoju regionalnego. Budowę modelu z uwzględnieniem zależ-
ności przestrzennych umożliwia m.in. regresja ważona geograficznie (GWR). Ta 
technika eksploracyjna jest rozbudowaną wersją modelu regresji, ponieważ przed-
stawia lokalne własności, które są niewidoczne w podejściu standardowym.  

Metoda regresji z wagowaniem geograficznym „pozwala na uchwycenie dla 
każdej obserwacji zmienności współczynników regresji w przestrzeni” [Suchecki 
2010, s. 264]. Estymacja parametrów lokalnych modeli regresji dokonywana jest 
z uwzględnianiem charakterystyk (zmiennych objaśniających) pochodzących  
przede wszystkim z obserwacji sąsiednich, z malejącym wraz z odległością zna-
czeniem kolejnych obserwacji.  

W klasycznym podejściu (tzn. budowie jednego, globalnego modelu) zakłada 
się stacjonarność (homogeniczność) przestrzenną badanego procesu. Innymi słowy, 
w klasycznej regresji w każdej części analizowanego obszaru badany proces pod-
lega identycznym uwarunkowaniom, a określone oddziaływanie zmiennych dia-
gnostycznych przynosi takie same rezultaty. Związek pomiędzy zmiennymi objaś- 
niającymi a zmienną objaśnianą jest stały w przestrzeni i model może być esty- 
mowany MNK. Co więcej, przestrzenna heteroskedastyczność nie wpływa na 
istotność oszacowanych parametrów, co w konsekwencji może doprowadzić do 
błędnej interpretacji. 

Model regresji ważonej geograficznie (GWR) to jeden z modeli heterogenicz-
ności przestrzennej, które uwzględniają brak stabilności przestrzennej parametrów 
strukturalnych. Innymi słowy GWR bazuje na założeniu, że (dopasowane do 
wszystkich danych) oszacowane wartości współczynników modelu globalnego 
mogą nie uwzględniać w odpowiedni sposób różnic lokalnych [Bivand, Pebesma, 
Gomez-Rubio 2008]. Zgodnie z tym założeniem regresja ważona geograficznie 
polega na budowaniu lokalnych modeli regresji z wykorzystaniem macierzy są-
siedztwa. Innymi słowy, parametry modelu szacowane są osobno dla każdego 
obiektu w przestrzeni, dla którego znane są wartości zmiennych objaśnianej i objaś- 
niających [Suchecki 2010]. W tym przypadku estymowane parametry równania  
są związane z lokalizacją obiektów. Model regresji ważonej geograficznie dla i-tej 
obserwacji można opisać wzorem: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2, , , ... , ,i i i k i i ik iy x y x y x x y x x y xβ β β β ε= + + + + +  (1) 

gdzie:  yi – wartość zmiennej niezależnej dla i-tego obiektu; xik – wartość k-tej zmiennej 
zależnej dla i-tego obiektu; (xi,yi) – współrzędne geograficzne i-tego obiektu dla 
i = 1, …, n; βk(xi, yi) – realizacja globalnej funkcji βk(x, y) w punkcie i. 
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Wartości parametrów uzyskiwane są za pomocą ważonej metody najmniej-
szych kwadratów: 

 ( ) ( ) 2
( ) 0 0 01

( ( , , )) min.n
i i i k i i iki

w y b x y b x y x
=

− + →∑  (2) 

Technikę estymacji parametrów GWR dokładnie opisali A.S. Fotheringham,  
C. Brunsdon i M. Charlton [2002]. Aby możliwe było ustalenie wartości lokalnych 
parametrów modelu, przyjmuje się założenie, iż dla danej lokalizacji bardziej istot-
ne są obserwacje z obszarów lub punktów sąsiednich niż obserwacje bardziej odda-
lone. W tym celu różnicuje się informacje, tworząc macierz wag W. Elementy 
diagonalne tej macierzy to odległości między i-tą lokalizacją a wszystkimi pozosta-
łymi lokalizacjami z bazy. Innymi słowy, główna przekątna macierzy W zawiera 
informację o wagach geograficznych odnoszących się do otoczenia danej lokaliza-
cji [Suchecki 2010]. Kolejne elementy macierzy wyznaczane są następująco2: 

 

2

2

,
ijd

h
ijw e

 −
 
 
 =  (3) 

gdzie: wij – element macierzy wag, dij –odległość między i-tym a j-tym obszarem;  
h – parametr opóźnienia (bandwidth). 

Parametr h (okno) określa liczbę obserwacji wykorzystanych do estymacji 
współczynników modelu lokalnego. Jeżeli wartość h dąży do nieskończoności, to 
wagi dążą do jedności. Oceny parametrów uzyskane wówczas w wyniku zastoso-
wania GWR są ekwiwalentne ocenom MNK. Z kolei gdy wartość h maleje, oceny 
oszacowanych parametrów zależą coraz bardziej od obserwacji zlokalizowanych 
najbliżej, a ich wariancja rośnie. „Okno” h informuje zatem o stopniu wygładzenia 
danych [Suchecki 2010]. Unikalny zestaw oszacowanych parametrów dla każdej 
obserwacji wyznacza się na podstawie wzoru:  

 ( ) ( )( ) ( )

1
, .i i ix yβ

−
= T T

iX W X X W y  (4) 

Dla wyznaczonych parametrów można analizować miary dopasowania do da-
nych empirycznych. Wysokie zróżnicowanie oszacowanych wartości ocen parame-
trów wskazuje na przestrzenną heterogeniczność zjawiska.  

Do oceny jakości zbudowanego modelu stosuje się zwykle (wykorzystywane 
również w analizie regresji liniowej) współczynnik determinacji oraz kryterium 
Akaike (AIC). Weryfikacji hipotezy o istotności statystycznej różnic ocen parame-
trów dokonuje się na podstawie wybranych testów parametrycznych (np. test 
                      

2 Inne sposoby wyznaczania wag, wraz z dyskusją znaleźć można w pracy [Brundson, Fortherin-
gham, Charlton 1998]. 
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ANOVA GWR). Są one opisane w pracy m.in. w pracy [Brundston, Fortherin-
gham, Charlton 1999]. 

Metoda regresji ważonej geograficznie jest stosowana w literaturze np. do ba-
dania poziomu rozwoju społeczno-gospodarczego wyrażonego wartością PKB na 
mieszkańca [Fabian 2014]. GWR stosowano również do przestrzennej analizy mi-
gracji zagranicznych w Polsce [Lewandowska-Gwarda, 2014] czy rozwoju tury-
styki w Chinach [Yang, Fik 2014]. 

3. Opis badania 

W pierwszym etapie badań oszacowano model globalny. Jako zmienną zależną 
opisującą poziom rozwoju społeczno-gospodarczego regionów wybrano PKB per 
capita według parytetu siły nabywczej. Pod uwagę wzięto czynniki wzrostu spo-
łeczno-gospodarczego wykorzystywane w modelach wzrostu regionalnego OECD 
[2009], opisujące: infrastrukturę transportową, poziom wykształcenia mieszkań-
ców, wydatki na badania i rozwój, zatrudnienie w działalności badawczo-roz-
wojowej oraz w sektorach wysokiej technologii, aplikacje do Europejskiego Urzę-
du Patentowego oraz ogólny wskaźnik zatrudnienia. Spośród zaproponowanego 
zestawu zmiennych metodą regresji krokowej wstecz wybrano trzy zmienne:  
− odsetek osób z wykształceniem wyższym w grupie wiekowej 25–64 lata (X1), 
− odsetek zatrudnionych w sektorach wysokich technologii w zatrudnionych 

ogółem (X2), 
− liczbę aplikacji do Europejskiego Urzędu Patentowego na milion mieszkańców 

(X3). 
Wybrane informacje o modelu zaprezentowano w tab. 1 (z analiz wyłączono 

regiony, dla których informacje były niepełne lub niewiarygodne; są to regiony 
leżące poza kontynentem – Guadelupa, Martynika, Gujana).  

Analizując informacje przedstawione w tab. 1, można zauważyć, że zmienność 
PKB jest tłumaczona w 50% za pomocą wybranych zmiennych diagnostycznych. 
Wyznaczone parametry modelu globalnego  są  statystycznie  istotne. Znaki stojące 

Tabela 1. Podstawowe informacje o modelu regresji wielokrotnej krokowej wstecznej 

N = 273 

R2 = 0,50 
Skorygowany R2 = 0,44 

Kryterium Informacyjne Akaike AIC = 5584,65 
Test White’a (Statystyka LM = 97,036; wartość p = 0,00) 

współczynnik błąd std Statystyka t wartość p 
Stała 9102,71 1289,73 7,55 0,00 
X1 329,41 47,50 6,94 0,00 
X2 60,51 17,27 3,50 0,00 
X3 38,73 4,27 9,07 0,00 

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych Eurostatu. 
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przy oszacowanych parametrach potwierdzają dodatni wpływ zmiennych diagno-
stycznych na badane zjawisko. Wyniki testu White’a potwierdzają występowanie 
heteroskedastyczności reszt, a przestrzenny charakter tego zjawiska potwierdziła 
wyznaczona dla reszt modelu Statystyka Morana (I = 0,26). A zatem istnieją prze-
słanki do zastosowania GWR w dalszych badaniach. Szczegółowe informacje dla 
GWR przedstawiono w tab. 2. 

Tabela 2. Podstawowe informacje o modelu GWR 

Charakterystyki opisowe 
Współczynniki 

Stała X1 X2 X3 
Średnia 9137,79 388,74 54,10 33,43 
Odch. standardowe 2531,85 84,94 32,24 15,04 
Kwartyl pierwszy (Q1) 7581,84 369,82 41,73 30,15 
Mediana (Q2) 9531,31 408,04 46,65 33,70 
Kwartyl trzeci (Q3) 10598,94 422,20 58,58 38,36 
Min. 1502,85 –375,71 28,72 –119,48 
Max. 19488,42 511,47 467,52 56,94 
Rozstęp 17985,57 887,18 438,60 176,42 

R2 = 0,53 
Skorygowany R2 = 0,50 

Kryterium Informacyjne Akaike AIC = 5559,09. 

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych Eurostatu. 

Zgodnie z kryterium AIC model GWR jest lepszy od modelu globalnego. Dla 
regresji geograficznie ważonej wartość tego kryterium jest niższa. Na lepszą jakość 
GWR wskazuje również nieznacznie wyższa wartość współczynnika determinacji. 
Dodatkowo, na korzyść GWR „przemawia” duże zróżnicowanie ocen wyznaczo-
nych lokalnie parametrów – najniższa różnica pomiędzy wartością minimalną a 
maksymalną to 176. Przestrzenne zróżnicowanie parametrów modelu potwierdzo-
no za pomocą testu ANOVA. Hipoteza zerowa w tym teście informuje, że model 
GWR generuje wyniki na tym samym poziomie co model globalny. W prezento-
wanym badaniu wyznaczona wartość F = 3,59 (wartość p < 0,05) wskazuje na 
istotną różnicę pomiędzy modelem globalnym i modelem GWR. Innymi słowy, za 
pomocą modelu GWR otrzymano lepsze oceny parametrów modelu.  

Estymacja modelu za pomocą GWR umożliwiła analizę zróżnicowania pozy-
skanych wyników lokalnie dla poszczególnych regionów. Oszacowane estymatory 
parametrów zostały podzielone na cztery grupy na podstawie kwartyli. Wyniki 
badań dla regionów Polski zaprezentowano na rys. 1.  

Największe zróżnicowanie zaobserwowano dla zmiennej X1. W tym przypadku 
wartości z przedziału pomiędzy Q1 a Q2 zaobserwowano głównie dla grupy woje-
wództw: warmińsko-mazurskiego, podlaskiego, mazowieckiego, lubelskiego i pod-
karpackiego. Wielkości  z  zakresu  Q2  pomiędzy  Q3  zaobserwowano  głównie  dla 
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dla zmiennej X1 dla zmiennej X2  dla zmiennej X3 

 

 

 

 
Rys. 1. Wartości parametrów lokalnych regresji geograficznie ważonej regionów Polski 

Źródło: opracowanie własne danych Eurostatu. 

pasa regionów Polski centralnej. Najwyższa wartość estymatorów parametrów  
(powyżej Q3) cechowała województwa zachodnie. Analizując wyniki dla zmiennych 
X2 i X3 można zauważyć wyraźny podział regionów na grupę A i B. Co ciekawe,  
w obu przypadkach nie zanotowano grupy obiektów o wartościach parametrów poni-
żej Q1. 

4. Podsumowanie 

Głównym celem pracy było określenie poziomu rozwoju społeczno-gospodarczego 
regionów (NUTS 2) Unii Europejskiej z zastosowaniem geograficznie ważonej 
regresji (GWR), ze szczególnym uwzględnieniem regionów (województw) Polski. 
Regionalny rozwój jest pojęciem trudnym do modelowania i w tym kontekście 
każda próba takiej analizy jest wskazana. 

Rezultaty otrzymane dla modelu globalnego nie były satysfakcjonujące, a duża 
heterogeniczność sugerowała wykorzystanie metody uwzględniającej przestrzenne 
zróżnicowanie. Przestrzenną heteroskedastyczność potwierdziła również staty-
stycznie istotna dodatnia globalna statystyka Morana. Statystyki opisowe obliczone 
dla estymatorów parametrów oszacowanych dla modelu GWR potwierdziły duże 
zróżnicowanie zmiennych objaśniających. Dodatkowo wyznaczone miary średnie 
były zbliżone do wartości oszacowań dla modelu globalnego, co przy dużym zróż-
nicowaniu wyraźnie przemawia na korzyść modelu GWR. 

Statystyczna weryfikacja testem ANOVA modelu globalnego z modelem GWR 
pozwoliła na sformułowanie wniosku o lepszym dopasowaniu modelu GWR do 
badanego zjawiska. Zastosowany model GWR trafnie przewidział pozycję regio-
nów Polski na tle innych regionów UE. Estymatory parametrów dla regionów Pol-



Geograficznie ważona regresja… 65 

ski kształtowały się zwykle na wyższym poziomie niż Q1, przy czym można było 
zaobserwować wyraźnie wyższe wartości dla województw zachodnich w porówna-
niu z resztą kraju. 
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