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Wstep

W dniach 14-16 wrzesnia 2015 r. w Hotelu Novotel Gdansk Marina w Gdansku
odbyta si¢ XXIV Konferencja Naukowa Sekcji Klasyfikacji i Analizy Danych PTS
(XXIX Konferencja Taksonomiczna) ,,Klasyfikacja i analiza danych — teoria i za-
stosowania”, zorganizowana przez Sekcje Klasyfikacji i Analizy Danych Polskiego
Towarzystwa Statystycznego oraz Katedre Statystyki Wydzialu Zarzadzania Uni-
wersytetu Gdanskiego.

W trakcie dwoch sesji plenarnych oraz 13 sesji rownolegtych wygloszono
58 referatow poswieconych aspektom teoretycznym i aplikacyjnym zagadnienia
klasyfikacji i analizy danych. Odbyta si¢ rowniez sesja plakatowa, na ktorej zapre-
zentowano 14 plakatow.

Teksty 24 recenzowanych artykutéw naukowych stanowig zawarto§¢ prezen-
towanej publikacji z serii Taksonomia nr 27. Teksty 25 recenzowanych artykutow
naukowych znajduja si¢ w Taksonomii nr 26.

Krzysztof Jajuga, Marek Walesiak
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WYBRANE ASPEKTY I ZASTOSOWANIA
MODELI ZDARZEN EKSTREMALNYCH

SELECTED FACETS AND APPLICATION
OF MODELS OF EXTREMAL EVENTS

DOI: 10.15611/pn.2016.427.21

Streszczenie: W niniejszym artykule nakre$lono, w jaki sposob mozna dzigki uzyciu warto-
$ci rekordowych dokona¢ estymacji warto$¢ indeksu ekstremalnego, a nastgpnie na jego
podstawie innych parametrow modelowanego rozktadu (np. indeksu stabilnosci dla rozkta-
dow a-stabilnych dla a < 2). Wobec powyzszego, celem opracowania jest pordwnanie mo-
delowania zdarzen ekstremalnych opartego na wartosciach rekordowych k-tego rzedu z po-
dejsciem bazujacym na statystykach pozycyjnych. Czynione jest to z perspektywy arbitral-
nie wybranych trzech estymatorow: Berreda, Hilla i Pickandsa poprzez przeprowadzenie
badan symulacyjnych. Dodatkowo, w artykule zaprezentowano ilustracj¢ proponowanej me-
todologii dla przyktadowych danych empirycznych, zaczerpnigtych ze skandynawskiego
rynku energii elektrycznej (Nord Pool Spot), dotyczacych notowanych co godzing cen ryn-
kowych na obszarze Finlandii (z segmentu regulating power market).

Stowa Kkluczowe: indeks ekstremalny, rozklad Pareta, rozktad stabilny, wartosci rekordowe
k-tego rzedu.

Summary: The paper describes how to estimate extreme value index with the use of records
values, and next on this base other parameters of the model distribution (e.g. stability index
of a-stabile distribution with o < 2). Therefore, the main goal of this article is to compare
two approaches to modeling of extreme values—one based on k-th record values, and the
other based on order statistics. This idea is realised from a perspective of three arbitrarily
chosen estimators: Berred’s, Hill’s, and Pickands’. Furthermore, an empirical illustration of
the proposed methodology is presented.

Keywords: extremal value index, k-th record values, Pareto distribution, stable distribution.
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1. Wstep

Rozwazane w opracowaniu zagadnienia znajdujg si¢ na pograniczu dwu teorii:
teorii wartosci rekordowych i teorii wartosci ekstremalnych.

Intuicje lezgce u podstaw pojecia wartosci rekordowych wywodza si¢ z ob-
serwacji z zycia codziennego. Bardzo cz¢sto spotykamy si¢ z okreSleniami typu
,rekordowe temperatury” czy ze kto$ odnidst rekordowy sukces. Coraz wigcej
danych jest zbieranych w ten sposob, ze notowane sg tylko warto$ci najwicksze
badz najmniejsze. Podobnie nie tylko sporzadzane sg rejestry np. rekordow w za-
wodach lekkoatletycznych, ale tez zbierane sg niektore dane z takich obszardw, jak
finanse, ubezpieczenia, meteorologia, hydrologia.

W celu zdefiniowania wprowadzanych w dalszym ciagu poj¢¢ przyjete sa na-
stepujace zalozenia i oznaczenia. Niech X;, X5, X, ... bedzie nieskonczonym cig-
giem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie zadanym nie-
zdegenerowang dystrybuantg F. Ponadto niech Xi., < X3, < ... £ X, oznaczajg
statystyki pozycyjne z proby X, X, ..., X, wybranej z rozwazanego ciagu.

Woweczas cigg czaséw rekordowych {7,} i ciag warto$ci rekordowych {R,}
mozna zdefiniowa¢ nastepujaco (zob. [Arnold i in. 1998])

T, =1, T, =min{j: X; > Xy }dlan =2, )
R, =Xr, mneEN,. 2)

Istnieje wiele sytuacji, w ktérych oprécz warto$ci najwickszych (najmniej-
szych), w kregu zainteresowan sg wartosci drugie badz trzecie w kolejnosci od
najwigkszej do najmniejszej (lub od najmniejszej do najwigkszej). Wobec tego w
peini naturalnym stalo si¢ rozszerzenie teorii wartosci rekordowych na warto$ci
rekordowe k-tego rzedu — ozn. R,(lk) — definiowane w nastgpujacy sposob poprzez
czasy rekordowych k-tego rzgdu — ozn. T,Ek (zob. [Dziubdziela, Kopocinski
1976])

T =k, T =mingj: j>TX, X; >x

n—1’ T® a1 700 }dlan>2, (3)

1 n-1
Kk
Ry = XT,(lk)—k+1 Tk )

gdzie k > 1 jest ustalong liczbg naturalng.

Przypomnijmy, ze gldéwne twierdzenie teorii wartosci ekstremalnych brzmi
nastepujaco. Jezeli istniejg state a,, > 0, b,, dla n € N, oraz pewna niezdegenero-
wana dystrybuanta G takie, ze dla wszystkich x € R zachodzi

lim,, _ ,, P (2222 < x) = G(v), (5)

an

to z doktadnoscig do liniowej zmiany argumentu dystrybuanta G jest postaci
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exp(—(1+yx)"") 1+yx>0 y#0

600 =6, () = { exp(—e™™) x€R y=20

(6)
z parametrem y € R, ktory nazywany jest indeksem ekstremalnym (zob. [Beirlant
iin. 2004] lub [De Haan, Ferreira 2006]).

Niezmiernie istotng kwestig jest wlasciwa estymacja indeksu ekstremalnego.
Najpopularniejszymi estymatorami sg estymatory Hilla i Pickandsa, zdefiniowane
odpowiednio wzorami

sk _ 1gvk-1 ~k _ Xn—km—Xn—2km
Y = EZL'=O In Xn—i:n —In Xn—k:m Yp = lng X —x > (7)
n-2kmn n—4kn

s Xn—km—Xn—2kmn

7§ = log, i —n=zin, ®)
Estymatory te konstruowane sg na podstawie statystyk pozycyjnych z préoby.

Mozliwe jest jednak odrzucenie podej$cia opartego na statystykach pozycyjnych na

rzecz warto$ci rekordowych. Taki estymator zaproponowat Berred (zob. [Berred

1995]), nadajac mu postaé

RI(Vk()k )_R(k()k -k
~ n N(kn)—
V8 = In—5 _r® ) )

N(kn)—k N(kn)—-2k

gdzie N(k, n) oznacza liczb¢ wartosci rekordowych k-tego rzedu w skonczonej
n-elementowej probie.

Wobec powyzszego celem opracowania jest porownanie modelowania zdarzen
ekstremalnych w oparciu o wartosci rekordowe k-tego rzedu z podej$ciem bazuja-
cym na statystykach pozycyjnych. Czynione jest to z perspektywy arbitralnie wy-
branych trzech estymatoréw: Berreda, Hilla i Pickandsa.'

Warto nadmienic¢, ze estymacja indeksu ekstremalnego umozliwia diagnostyke
asymptotyki i ocen¢ grubosci ogona rozktadu danego przez dystrybuante F, co
pozwala m.in. na wlasciwe szacowanie prawdopodobienstwa zdarzen ekstremal-
nych. Co wiecej, w przypadku niektorych rozktadéw indeks ekstremalny y przekta-
da si¢ bezposrednio na wybrane parametry dystrybuanty F. Na przyktad dla roz-
ktadow a-stabilnych migdzy indeksem stabilno$ci a indeksem ekstremalnym za-
chodzi nastepujaca zalezno$¢ a =y dla a € (0, 2), ktéra nie obowiazuje w przy-
padku szczegdlnym — rozktadu normalnego, gdy a = 2, a y = 0 (zob. [Samorodnit-
sky Taqqu 1994]). Z kolei dla uogoélnionego rozktadu Pareta parametr ksztattu &
jest wprost indeksem ekstremalnym, tzn. £ = y (zob. [Beirlant i in. 2004]). Wobec
tego w dalszej czg¢sci opracowania bedzie uzywany symbol y zamiast &,

' Wybor padt akurat na te estymatory, poniewaz: pionierski estymator Berreda wcigz pozostaje
jedynym bazujacym na k-tych warto$ciach rekordowych, estymator Pickandsa jest analogonem i pier-
wowzorem estymatora Berreda, a estymator Hilla jest wyjatkowo powszechnie stosowany.
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2. Badania symulacyjne

Aby porownac jakos¢ i doktadno$¢ oszacowan uzyskiwanych na podstawie esty-
matorow opartych na statystykach pozycyjnych z estymatorami opartymi na warto-
Sciach rekordowych k-tego rzedu przeprowadzono badania symulacyjne” dla roz-
ktadow: uogdlnionego Pareta z parametrami ¢ = 1, y € {0,05; 0,1; 0,2; 0,5; 1; 2; 5;
10; 20} oraz symetrycznego (tzn. dla f = 0, u = 0) a-stabilnego z parametrami
c=1,0€ {0,1;0,2;0,3;0,4; ...; 1,8; 1,9}.3

Dla kazdej wartosci parametru, oddzielnie dla y oraz a, wygenerowano nieza-
lezna probe pseudolosowa liczebnosci n = 8000.* Na jej podstawie wyznaczono
ciggi warto$ci rekordowych oraz statystyk pozycyjnych dla wszystkich k € {1, 2,

..., 650}. Dzieki nim wyznaczono wartosci estymatorow 7%, 7K, pk ak ak, ax.

Tabela 1. Oszacowania parametru y dla rozktadu Pareta

y 0,05 0,1 0,2 0,5 1 2 5 10 20

75 | 0,054 0,104 0,202 0,503 1,004 2,003 4,992 10,024 | 20,027
7u | 0,274 0,303 0,363 0,580 1,017 1,999 4,978 10,009 | 19,955
yp | 0,052 0,103 0,201 0,500 1,000 2,004 4,991 10,011 | 20,005

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 2. Oszacowania parametru a dla rozktadu a-stabilnego®

al 01 0,2 03 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
@y | 0,002 | 0184 | 0277 | 0374 | 0,473 | 0,578 | 0,691 | 0,807 | 0,945 | 1,100
@y | 0,099 | 0,196 | 0,294 | 0391 | 0,491 | 0,580 | 0,686 | 0,789 | 0,892 | 0,996
@] 0,094 | 0,187 | 0281 | 0,380 | 0,479 | 0,585 | 0,689 | 0,802 | 0,918 | 1,042

al 1,1 12 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9
@y | 1,309 | 1,618 | 2,032 | 2219 | 2,039 | 1,612 | -3,161 | 3466 | -3,352
&y | 1,009 | 1230 | 1,359 | 1,510 | 1,695 | 1,935 | 2,286 | 2,754 | 3.481
ap| 1,199 | 1401 | 1,633 | 2,068 | 2,819 | 2,718 | 1,644 | 4,581 | -4.210

Zrodlo: opracowanie wlasne.

2W literaturze znalezé mozna opracowania traktujace o analogicznych, symulacyjnych poréw-
naniach jakos$ci estymatoréw indeksu ekstremalnego (zob. np. [Mojsiewicz, Guzowska, Purczynski
2003]), jednak autorzy nie natkneli si¢ na opracowania uwzglgdniajace porownanie estymatorow
bazujacych na statystykach pozycyjnych i estymatoréw bazujacych na wartosciach rekordowych.

3 Wszystkie obliczenia i zamieszczone w pracy wykresy zostaty wykonane w programie R (zob.
[R Core Team 2012]) z uzyciem pakietow gPdtest, stabledist, Records (zob. [Estrada,
Villasenor Alva 2012; Wuertz, Maechler 2013; Chrapek 2012]).

* Skorzystano z domyslnych ustawien generatorow liczb pseudolosowych.

> Narastajace wraz ze wzrostem a obciazenie estymatorow (w tym uzyskane wartosci ujemne) sa
zdaniem autoré6w najpewniej skutkiem nadmienionej we wstepie nieciaglosci w zaleznosci funkcyjnej
migdzy parametrami a oraz y dla a = 2.
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Procedura ta byta replikowana J =1000-krotnie. Nastepnie na podstawie kazdego
kompletu J replikacji wyznaczono ciagi (wzgledem k) kwantyli rzedow 0,1;
0,3; 0,5; 0,7, 0,9. Jako ostateczne oszacowania parametréw y oraz o przyjeto
mediany z wyznaczonych uprzednio ciggéw median (wyniki zebrane zostalty w
tab. 112).

Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono ciagi linii kwantylowych (czarne linie ciagle
— estymator Berreda, czarne linie kropkowane — Hilla, szare linie ciggte — Pickan-
dsa) dla wybranych teoretycznych warto$ci parametrow y oraz a (poziome linie

ciggte).

7
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Rys. 1. Linie kwantylowe estymatoréow Berreda, Hilla, Pickandsa dla rozktadu Pareta z parametrem
y=0,1 (lewy wykres) i z parametrem y = 2 (prawy wykres)

Zrbdlo: opracowanie wilasne.
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Rys. 2. Linie kwantylowe estymatoréw oparte na estymatorach Berreda, Hilla, Pickandsa dla rozkladu
a-stabilnego z parametrem o = 0,4 (lewy wykres) i z parametrem a = 1,2 (prawy wykres)

Zrbdlo: opracowanie wilasne.
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Z przeprowadzonych badan symulacyjnych mozna wyciaggng¢ nastepu-
jace wnioski dotyczace zardwno obcigzenia, jak 1 rozproszenia uzyskiwanych
oszacowan. Ot6z, dla rozkladu Pareta warto$ci estymatora Hilla sg zawyzane
dla y < 0,5 i tym bardziej jest to widoczne, im parametr y jest blizszy 0.° Natomiast
dla y > 0,5 warto$ci sg zblizone do szacowanej warto$ci parametru. Estymatory
Berreda 1 Pickandsa daja podobne rezultaty. Natomiast dla rozkladu a-stabilnego
warto$ci estymatorow bazujacych na estymatorach Berreda, Hilla i Pickandsa
sa niedoszacowane dla a < 1, z kolei dla o > 1 wartos$ci estymatoréw sg przeszaco-
wane.

Analizujac linie kwantylowe estymatorow, mozna zauwazy¢, ze — w przypadku
rozktadow gruboogonowych (0 < a < 1, y > 0), dla ktorych estymatory zdajg si¢
nieobcigzone — wartosci estymatoréw opartych na k-tych wartosciach rekordowych
charakteryzuja si¢ mniejszym rozproszeniem niz te bazujace na statystykach pozy-
cyjnych. Ponadto wraz ze wzrostem k maleje rozproszenie, a ro$nie obcigzenie
rozwazanych estymatorow’.

3. Przyklad empiryczny

W badaniach empirycznych wykorzystano ceny rynkowe (w euro) energii elek-
trycznej w Finlandii (z segmentu regulating power market) za okres od godz. 00:00
1 stycznia 2014 r. do 24:00 31 grudnia 2014 r., rejestrowane w odstepach godzin-
nych (dane ze Skandynawskiego rynku energii, zob. [Nord Pool Spot]). Badany
szereg empiryczny zawiera n = 8761 obserwacji.
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Rys. 3. Szereg empiryczny i wygladzenie funkcjg sinus

Zroédlo: opracowanie wlasne.

8 Wynika to najpewniej z tego, ze estymator Hilla jest zdefiniowany dla przypadku, gdy y > 0.

7 Stad koniecznos¢ znajdowania whasciwego zakresu , dla ktorego oszacowania mozna uznawac
za wiarygodne. Z tego powodu w dalszym ciagu (cz¢$¢ 3) odwotano si¢ do zakresu typowanego
zgodnie ze wskazéwkami z [Chrapek, Stachura, Wodecka 2012].
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Specyfika badanej zmiennej sprawia, ze w szeregu empirycznym wystepuja
trzy okresy zmiennos$ci sezonowej: dobowy, tygodniowy i roczny. Sezonowos¢
roczna jest traktowana jako deterministyczna i modelowana za pomocg odpowied-
nio skalowanej funkcji sinus (zob. [Weron 2005]). Wzgledem pozostatej sktadowej
szeregu danych zaproponowano opisy w postaci sezonowych modeli autoregresyj-
nych ze $rednig ruchomg postaci (a) SARMA(p, q) X (0,1),, (b) SARMA(p, q) X
(0,1)s,, (c) SARMA(p, q) X (0,1),, X (0,1);, dla opézniefi sezonowych s; = 24 i
s, = 168 (zob. [Nazarko, Chrabotowska, Rybaczuk 2004]).

Aby wybra¢ ostateczng posta¢ modelu, dla wszystkich warto$ci par
@, q9) € {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2), (3, 3)} 1 wszystkich trzech postaci
(a)—(c) wyestymowano stosowne modele, a ponadto wyliczono przebiegi funkcji
ACF 1 PACF, wartosci logarytmicznej funkcji wiarogodnosci (dalej: LogLik),
wartos$ci krytyczne testu Ljunga-Boxa. Okazato sig, ze wszystkie wyestymowane
modele postaci (a) i (c) charakteryzujg si¢ wystgpowaniem silnej autokorelacji,
przez co zostaty odrzucone jako opisy modelowe. Z kolei wsrdd modeli postaci (b)
brakiem autokorelacji wykazat si¢ jedynie model z parametrami (p, ¢) = (3, 3)
(zob. tabela 3), dlatego wtasnie ten model wybrano jako model analizowanego
szeregu cen®.

Wobec powyzszego dla reszt tego modelu wyznaczono ciagi estymatoréw Hil-
la, Pickandsa i Berreda, a nastgpnie wyznaczono mediany (V5*, 75, ¥5') 1 usred-
niania (75, 75, 73) po stosowanie dobranym zakresie k (80 < k < 250, 80 ~ n®48,
250 ~ n%%1 — zob. przyp. 7. Analogiczne ciagi estymatoréw oraz ich mediany i
usrednienia wyliczono dla pozostatych modeli postaci (b), mimo odrzucenia tych
modeli jako wlasciwego opisu szeregu cen. Wszystkie wyniki dotyczace modeli
postaci (b) zamieszczono tab. 3. W kolumnach oznaczonych ACF, PACF i Ljung-
-Box symbol ,,+” oznacza wykrycie wystgpowania autokorelacji, ,.— — jej brak,
»+/—"za$ — sytuacj¢ dyskusyjnag, zalezng od poziomu istotnosci.

Tabela 3. Wyniki badan empirycznych

p | g |ACF | PACF | LogLik |Ljung-Box| 77 7T 7 75 7 73

1|1 |+~ | +- | -37987,1 + 0,681 |0,743 |0,743 |0,707 | 0,727 | 0,811
1|2 | +-| +- | 379836 + 0,664 |0,748 |0,706 |0,691 |0,733 |0,780
21 [ =] = | -37986,9 + 0,679 | 0,744 0,738 [0,710 [0,728 |0,806
2| 2 | H—| +~- | -37981,5 + 0,698 |0,744 0,722 [ 0,718 | 0,724 | 0,819
2| 3 | +—| +- | 379162 + 0,668 |0,751 [0,691 |0,688 |0,728 |0,770
32 [+~ | += | 379733 + 0,719 | 0,740 0,775 0,719 [0,725 0,814
313 - - —37909,7 - 0,675 10,746 |0,703 0,694 | 0,725 |0,774
Wspolczynniki zmiennosci 0,0260| 0,0046 | 0,0371] 0,0168 | 0,0039| 0,0242

Zrodlo: opracowanie wlasne.

§ Nalezy zwroci¢ uwage, ze podejmowanie decyzji o dobroci modeli przy nieklasycznych zato-
zeniach o typie rozktadu jest wysoce dyskusyjne — nie do$¢, ze rozktad statystyki Ljunga-Boxa moze
by¢ zupehnie inny, to teoretyczne odpowiedniki funkcji ACF i PACF moga w ogdle nie istniec.
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Dla modelu postaci (b) z parametrami (p, g) = (3, 3) wartosci wszystkich esty-
matoré6w sg bardzo zblizone do siebie, co wigcej] w grupie median i w grupie
usrednien najnizsze wartosci oszacowan dajg estymatory Berreda. Podobne prawi-
dlowosci zaobserwowaé mozna takze w przypadku pozostalych modeli postaci (b)
(zob. wiersze ostatnich szesciu kolumn tab. 3).
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Rys. 4. Wartosci estymatoré6w Berreda, Hilla, Pickandsa wyznaczone na podstawie reszt modelu
SARMA (3, 3) * (0, 1)1es

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Do interesujacych wnioskéw prowadzi analiza wartosci oszacowan uzyskiwa-
nych za pomocg ustalonego estymatora wzgledem wszystkich rozwazanych modeli
postaci (b). Sa one bowiem niezmiernie zblizone do siebie’.

Przeprowadzona analiza danych empirycznych nie pozwala jednoznacznie
wnioskowa¢, ktory z estymatorow dat lepsze oszacowania w przypadku badanego
szeregu, tym bardziej ze wskazania wszystkich estymatorow sg bardzo zblizone.

5. Podsumowanie

Przeprowadzone badania symulacyjne pozwalajg stwierdzi¢, ze estymatory oparte
na estymatorze Berreda i Pickandsa dajg bardzo zblizone wartosci, natomiast tylko
w okoto potowie badanych przypadkow estymatory oparte na estymatorze Hilla
prowadza do podobnych oszacowan jak pozostate estymatory. Warto podkreslic, ze
pomimo jego dobrych wlasnosci teoretycznych, oszacowania estymatora Hilla dla y
bliskich 0 sg symptomatycznie znacznie zawyzone.

? Celowe rozwazanie estymatorow uzyskiwanych na podstawie odrzuconych modeli wskazuje,
ze watpliwosci wyrazone w przypisie 8 i tak zdaja si¢ nie mie¢ znaczacego wptywu na wyniki esty-
macji grubos$ci ogona rozktadu reszt. Ocena ,,bliskosci” uzyskiwanych oszacowan poczyniona zostata
na podstawie wspotczynnikow zmiennosci wyznaczonych dla kolumn tab. 3.
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Z kolei analizujgc przyktad empiryczny, mozna stwierdzi¢, ze wartosci
oszacowan zaprezentowanych w pracy estymatoréw parametru y sg bardzo zbli-
zone.

Pomimo tego, ze pozornie nie mozna wskaza¢, ktory z zaprezentowanych
w pracy estymatorow daje lepsze i dokltadniejsze oszacowania nalezy zwrocicé
szczegdlng uwage na nastepujacy fakt.

Estymatory oparte na wartosciach rekordowych k-tego rzedu mogg by¢ uzyte
bez wzgledu na to, czy znane sg wszystkie wartosci z proby, czy tez tylko rekordy.
Natomiast estymatory oparte na statystykach pozycyjnych nie sg juz tak uniwersal-
nym narzedziem, gdyz nie mozna wyznacza¢ odpowiednich wartosci statystyk
pozycyjnych na podstawie samych jedynie warto$ci rekordowych. Fakt ten jedno-
znacznie wskazuje na szersze pole zastosowan estymatora Berreda niz estymato-
row opartych na statystykach pozycyjnych.

Doda¢ mozna jeszcze, ze rownolegle prowadzone przez autoréw obiecujace
badania pozwalaja wskaza¢ na kolejng przewagg estymatora Berreda. Ot6z, skoro
w przeciwienstwie do statystyk pozycyjnych, wartosci rekordowe sg zalezne od
kolejnosci obserwacji w probie, to probe — o ile jest ona niezalezna — mozna do-
wolnie wiele razy permutowac, a nastepnie dla kazdej takiej permutacji wyznaczy¢
warto$ci estymatorow i je usredniac. Zabieg ten skutkuje znaczacym spadkiem
dyspersji uzyskiwanych oszacowan.
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