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ROZKLAD STATYSTYKI T-STUDENTA
PRZY DANEJ WARIANCJI
Z PROBY O ROZKLADZIE NORMALNYM

Albert Gardon

Abstract. It is not so easy to lecture on higher mathematics for economy students.
Advanced notions must be often presented for people without an appropriate theoretical
background, which forces the teacher to simplify. Unfortunately, the praxis shows that the
frontier between a simplification and a factual error is often very subtle and it happens this
frontier is sometimes crossed. Such a situation occurs just in the case of the problem, which
will be described in this paper. It is a known fact that the so called Student’s T statistics
from a normal distributed sample is t-Student distributed, without any doubt. But in hand-
books for economy students several authors try to use this statistics for exercises with
mathematical tables of the t-Student distribution, ordering a calculation of the probability
that the sample average will belong to the given interval, in the case when the theoretical
variance is unknown but the sample variance has been calculated. Unfortunately, such
a situation has nothing to do with the t-Student distribution and this error is systematically
copied in successive handbooks.

Keywords: Student’s T statistics, t-Student distribution, normal distribution.
1. Wstep

Niech standardowo bgdzie dana przestrzen probabilistyczna (€, F, P),
gdzie Q) jest tzw. przestrzenig zdarzen, czyli zbiorem wszystkich zdarzen
elementarnych @, F jest tzw. o -cialem zbiorow mierzalnych, czyli
zbiorem wszystkich zdarzen losowych A, a wigc takich podzbiorow A — Q,
dla ktorych mozliwe jest okreslenie ich miary, natomiast P jest miarg
probabilistyczng okre§long na tej przestrzeni, zwang krotko prawdo-
podobienstwem. Zaklada si¢, ze czytelnik zna 1 rozumie formalne definicje
powyzszych i innych poje¢ probabilistycznych (jak np. zmienna losowa,
rozktad, gestos¢), dlatego nie beda tu one szczegotowiej objasniane, mozna
si¢ z nimi zapozna¢ doktadniej np. w monografii (Billingsley, 2009).

Albert Gardon
Department of Statistics, Wroctaw University of Economics, Komandorska Street 118/120,
53-345 Wroctaw, Poland.
E-mail: albert.gardon@ue.wroc.pl



18 Albert Gardon

Dalej rozwazana begdzie n-elementowa proba prosta X z rozktadu
normalnego. Przed dokonaniem obserwacji wektor wartosci dla tej proby
nie jest znany i formalnie jest traktowany jak wektor lub cigg niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie normalnym, co mozna
zapisa¢ w nastepujacy sposob:

X= (X)L, iid ~ N(,u,O').

Wykorzystujac normalno$¢ proby, mozna okresli¢ rozktady ponizszych
popularnych statystyk probkowych, oznaczanych tuprzez Z, T 1 H:

z=""H n-N(01), (1)
(o2
ST nog)=r{ "Ll
H="> ~2'(n-1) F[ > ,2). )
T=XS_’U n-1 ~t(n-1), 3)

gdzie X i §? sg odpowiednio $rednig arytmetyczng i wariancja (w sensie
najwigkszej wiarygodnosci) z proby:

Jak to zostato zapisane, statystyka Z , przy znanych parametrach u i

o, ma standardowy rozklad normalny, co wynika z podstawowych
wlasnosci rozkladu normalnego: suma zmiennych o rozktadzie normalnym
ma dalej rozktad normalny, podobnie centrowanie i normalizowanie nie
powoduje zmiany typu rozktadu w tym przypadku. Druga ze statystyk, H,
przy znanym parametrze o, ma rozktad y° o (n—1) stopniach swobody

(zob. (Pawlowski, 1980)) lub ogoélniej rozklad I z parametrami n% 1 %

Ostatnia statystyka, nazywana statystyka T Studenta, ma, przy znanym
parametrze 4, rozktad t-Studenta o (n—1) stopniach swobody, co wynika

niemal bezposrednio z jednej z definicji tego rozktadu (zob. réwniez
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(Pawtowski, 1980)). Mowi ona, ze rozktad t-Studenta o danej liczbie stopni
swobody ma zmienna losowa bedaca ilorazem dwoch niezaleznych
zmiennych losowych, pomnozonym przez pierwiastek kwadratowy z liczby
stopni swobody; licznik wspomnianego ilorazu musi by¢ zmienng losowa
o standardowym rozktadzie normalnym, a jego mianownik zmienng losowg
o rozktadzie y o danej liczbie stopni swobody'.

2. Problem

Dotychczasowe stwierdzenia nie budza watpliwosci. Problem pojawia
si¢ jednak, gdy nalezy okresli¢ rozklad statystyki T przy znanym
parametrze g, nieznanym parametrze o, ale danej wariancji z proby

S? =s®. W wielu podrecznikach do statystyki dla uczelni ekonomicznych
(zob. np. (Kassyk-Rokicka, 2001); (Ostasiewicz, Rusnak, Siedlecka, 2004);
(Wawrzynek, 2007); (Witkowski, 2010)) rozktad t-Studenta jest
wykorzystywany w zadaniach do obliczania prawdopodobienstwa, ze

srednia arytmetyczna X z niezbyt licznej (n<30) proby prostej
o rozktadzie normalnym, ze znang wartosciag oczekiwang x 1 nieznang
wariancjg, znajdzie si¢ w okreslonym przedziale, dla ustalenia uwagi niech
to bedzie potprosta (—oo,u]. Prezentowane tam ,,rozwigzania” wygladaja
mniej wigcej tak:

P(X<uy=pP| X4 /n i<

SN g
S S ]

SE!P(T Su ’u\/n_—1]= FT[U_T'U\/n_—l)

S

gdzie F; oznacza dystrybuante statystyki T, czyli dystrybuante rozktadu
t-Studenta o (n—1) stopniach swobody. Pierwsze przej$cie polega na

zamianie zmiennej losowej X na T w wyniku wykonania tego samego
przeksztatcenia na obu stronach nieréwnosci definiujgcej zdarzenie losowe.
Blad popehiany jest w drugim kroku, aniewlasciwe przejscie zostato
zaznaczone nad odpowiednim znakiem réwnosci, ktéra w tym przypadku
nie zachodzi! Przyczyna takiego stanu jest niekonsekwentne potraktowanie

! Jesli zmienna losowa ma rozktad }(2 , to jej pierwiastek kwadratowy ma rozklad ¥
o tej samej liczbie stopni swobody.
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informacji o znanej dyspersji z proby. Z lewej strony warunku traktowana
jest ona jako zmienna losowa S(w), wspoltworzaca zmienng losowa T (@),
natomiast z prawej — jako liczba S. Niestety, jest to niedozwolone! Nie
mozna utozsamia¢ funkcji z jedng z jej wartosci! I niczego nie zmienia tu
fakt, ze przy normalnej probie prostej ma miejsce niezalezno$¢: X 1L S
(zob. (Pawtowski, 1980)). Zreszta, w powyzszym ,,rozwigzaniu” nawet nie
da si¢ zauwazy¢ momentu, gdzie si¢ z tej niezalezno$ci korzysta, co zreszta
jest kolejnym niedociggnieciem. A przeciez nawet na podstawowych
kursach rachunku prawdopodobienstwa uczy si¢ studentéw, ze wszelkie
informacje dane przed obliczaniem zadanego prawdopodobienstwa nalezy
umieszcza¢ w warunku.

3. Rozwiazanie

Aby rozwiaza¢ powstaly problem, nalezy wréci¢ do podstaw. Niech

A= {a)eQ:T(a))SL;(_C:; \/n—l},

B={weQ:S(w)=s}. 4)

Powstaje pytanie, jaki jest rozktad statystyki X, gdy znana jest
wariancja z proby S? =s? lub rownowaznie — jaki jest rozklad statystyki T ,
pod warunkiem ze S =s. Informacja, Zze znana jest dyspersja z proby
iwynosi S, oznacza, ze nalezy ograniczy¢ rozwazania dotyczace
prawdopodobienstwa P zdarzenia A w przestrzeni Q tylko do tych
zdarzen elementarnych @, dla ktorych S(w) =5, czyli do zbioru ANB.
Innymi stowy, nalezy rozwazy¢ rozktad zmiennej losowej T , uwzgledniajac
nie calg dziedzing tej funkcji, czyli €2, lecz jedynie zbior B. W pewnym
sensie mozna powiedzie¢, ze przestrzen 2 w wyniku tej informacji zostaje
ograniczona do zbioru B, o -cialo F do jego przekroju ze zdarzeniem B,
amiara P zastgpiona prawdopodobienstwem warunkowym P (-|B).
W pewnym sensie, gdyz P (B)=0 (ze wzglgdu na ciagglos¢ rozktadu
statystyki S), wiec nie mozna bezposrednio zastosowac klasycznego wzoru
na prawdopodobienstwo warunkowe. Niemniej jednak w nowoczesnej teorii
prawdopodobiefistwa, opartej na teorii miary, warunkowanie wzgledem
zdarzen prawie niemozliwych nie stanowi juz zapory nie do przejscia (zob.
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(Billingsley, 2009)). Zatem powinno to by¢ obliczane w nastepujacy
sposob:

P(X <ulS=s) = P(Ysu):P(z < “_”ﬁ):q{“_—”ﬁj,
O o

gdzie Z dane jest réwnaniem (1), a @ to dystrybuanta standardowego
rozktadu normalnego. Pierwsze przejscie jest wynikiem niezaleznosci

XIS, w kolejnych dokonuje si¢ juz tylko standaryzacji zmiennej losowe]

o rozktadzie normalnym. Réwnowaznie, odnoszac wyniki do statystyki T
Studenta, mozna zapisac:

T = /w.z Z;S T g, ~ N(O, WJ (5)
ns ns

poniewaz drugi czynnik, Z , ma standardowy rozktad normalny, a pierwszy,
ktory jest od niego niezalezny, przy podanym warunku staje si¢ stalg
skalujaca jedynie rozktad normalny. Podsumowujac: warunkowy rozktad
statystyki T Studenta przy danym S =5 jest normalny ze S$rednig 0
(n-1)c?

ns?

1 wariancjg

4. Gestos¢ warunkowa statystyki T Studenta

Powyzszy wynik mozna uzasadni¢ jeszcze bardziej formalnie,
wyznaczajac warunkowa gesto$¢ zmiennej losowej T |s.,. W tym celu

wystarczy, korzystajac z niezaleznosci Z11H , gdzie zmienne te dane sg
odpowiednio wzorami (1) i (2), przeksztatcic wektor losowy (Z,H)
w nastepujacy sposob (zob. (Feller 2007)):

(Z,H)i(T,W):(Ys_'u\/n—l,szj. (6)

Wtedy, jesli przez f,,, oznaczy si¢ ggstos¢ taczng tego wektora, co mozna
zapisa¢ (Z,H)~ f,, , to:

(TW) = E@Z,H) ~ Ty (W) = T (2t 0, N W) et ()], ()
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gdzie f,, jest gestoscia laczna wektora (T,W), a J oznacza jakobian
przeksztatcenia, ktory w tym przypadku dany jest wzorem:

ot(z,h) ot(z,h) oz(t,w) oz(t,w)
I(zh=| % nh 1o w=|_ 2 )
ow(z,h) ow(z,h) 4 oh(t,w) oh(t,w)
0z oh ot ow
Ostatecznie wystarczy wyznaczy¢ gestos¢ warunkowa fT[\N=52 Za pomocg
formuty:
_ frw (657) )

Mo =T 2 = f 2 O 3055 ©)

gdzie

fu (W) = [ Fr, (t, W)t

jest gestoscig brzegowa zmiennej losowej W .
Tyle ogoélnej teorii dotyczacej przeksztalcen wektorow losowych.
W tym konkretnym przypadku zmienne losowe Z i H, dane rownaniami
(1)1(2), maja nastepujace gestosci:
22

fz(z):%e 2,

n-1

(&)
fo(hy=~2 —h® e, (h),
1“(7)

gdzie I' to tzw. funkcja specjalna gamma Eulera:
r'(u) = J‘y“‘le‘ydy :
0

natomiast [ to tzw. funkcja charakterystyczna (indykator) zbioru:

1 : ueA
L= 0 : ugA
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Z niezaleznosci tych zmiennych losowych wynika, ze gesto$¢ taczna
wektora (Z,H) jest iloczynem gestosci brzegowych, czyli:

n-1

. 1)2
() = @), (= te . (2 hz ezl (h)=
N2 F(n—lj +

2
224h
h"? e 2
=,— — I, (h).
2n7z_ r(n_lj 4R+( )
2

Wyrazajac ,,stare” zmienne (Z,H) za pomocg ,,nowych” (T,W), przy

uzyciu zaleznosci (6), otrzymuje si¢ przeksztatcenie &7 :

z=T| ™ __ = oy
(n-1)o o

a nastgpnie, wykorzystujac (8), wyznacznik jego jakobianu:

nw oz(t,w)

2 3
detd  (tw)=det| V(""" oW | W
¢ n (n-1o
° o

Pozwala to na obliczenie gestosci tacznej wektora (T,W) zdefiniowanej

rownaniem (7):
nw nw n*w
f.tw="f |t|—s — || ——
w (W) Z“(\} (n-1)c? 0'2]\/ (n-1)o®
(t2+n—1)

nw

_ (nw) n—2 e_Z(n—l)az |
V2 2(n-10" oy W
1)

Dalej, catkujac f,,, po pierwszej zmiennej, otrzymuje si¢ gestos¢ brzegowa
zmiennej losowej W :
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— T2

(nW)n—Z g 20 ,(n-1)o
f,, (W) = e ™ |, (w)dt=
w (W) l\/ 2"7(n-1)c*"? F(n_lj x, (W)

2
nw tz
n—2 202 (n-1)0?
=\/ (nw) ° fe |1, w=

2"7(n-1)o?"? F(n—lj ]
2

S~ 2
_ 271'(!’1—1)0'2
nw
nw

nw e 2
= [ . ().
2n—1o_2(n—3) n _1 +
I —
2
Ostatnie przejscie bierze si¢ z faktu, ze catka umieszczona w nawiasie jest,

nw
z dokfadnoscig do statej | ——————, calkg po calej prostej rzeczywiste;
2r(n-1)o
, . (n-1)o’ . .
z gestosci rozkladu ~N | O,,[————— |. Ostatecznie zastosowanie wzoru
nw

(9) na gestos¢ warunkowa daje nastgpujacy wynik:

ns2

2+n
(nsz)n—z o 2 1)52(t ) _:17
n 2(n-2) I‘R (S )
2"r(n-1)o r(n—l} +
_ 2 _
fT[\N:52 (t) - e -

(nSZ)n73 e 20-2 l )
2n—1o_2(n—3) (n _1J R, (S )
I —— =1

(n 1)0'

2(n 1)0‘ - -
\} 27z(n 1o’ /2 (n 1)0
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W powyzszej formule indykator |m+ (s?) =1, poniewaz zaobserwowana

warto$¢ wariancji z proby s e R, . Jak fatwo zauwazy¢, otrzymana gestosé
warunkowa to gesto$¢ rozkladu normalnego o $redniej O i wariancji
(n-1)c?

ns?

czyli:

n-1)o*
T |52:52 ~N {O, %J )

co potwierdza wynik (5) podany w poprzedniej sekcji.

5. Symulacje komputerowe

Rozwazany w tym artykule problem pojawia si¢ w ksigzkach, ktore
traktuja rachunek prawdopodobienstwa jako teoretyczne narzgdzie do
praktycznego stosowania, np. w naukach ekonomicznych. Niestety,
wydaje sie, ze tzw. praktycy nieufnie podchodza do teoretycznych
uzasadnien, szczegolnie gdy te w jaki§ sposob nie sa zgodne z ich
intuicjg. Na szczescie obecnie nauka dysponuje bardzo szybkimi
maszynami obliczeniowymi, ktére pozwalaja na ,,praktyczng”
weryfikacje wielu teorii probabilistycznych za pomocg tzw. metod Monte
Carlo, czyli przyblizania teoretycznych prawdopodobienstw czestosciami
z bardzo duzych prob tworzonych za pomoca generatorow liczb
pseudolosowych. Dlatego teraz zostang przedstawione wyniki
eksperymentow komputerowych dotyczacych rozkladu statystyki
T Studenta, przeprowadzonych z wykorzystaniem aplikacji MATLAB,
w ktorej generowane bedg liczby pseudolosowe, wykonywane obliczenia
1 tworzone rysunki, oraz aplikacji Statistica, ktora postuzy do wykonania
testow normalnosci.
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Rys. 1. PP-plot K = 10 realizacji zmiennej losowej T dla n =2

Zrodto: opracowanie wihasne.

Kazdorazowo, dla n = 2, 3, 4 oraz K =10°, generowana byla (K x n)-
-elementowa macierz realizacji niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie
normalnym ze $rednia 1 i dyspersja 2, czyli [Xj]k «n iid~N(1, 2). Na podsta-
wie poszczegdlnych wierszy tej macierzy obliczone zostaly realizacje
statystyki T Studenta (3). Pierwszy eksperyment ma charakter kontrolny.
Chodzi o krotka weryfikacje dziatania generatora liczb pseudolosowych
programu MATLAB oraz testbw normalnosci programu Statistica.
Sprawdzony zostanie niebudzacy watpliwosci fakt, ze bezwarunkowy
rozktad statystyki T Studenta jest rozkltadem t-Studenta odpowiednio o
(n—1)=1,2,3 stopniach swobody. Dla n = 2  wykres prawdopo-
dobienstwo-prawdopodobienstwo (pierwsza wspotrzedna to prawdo-
podobienstwo empiryczne, druga — odpowiednie prawdopodobienstwo
teoretyczne), czyli tzw. PP-plot, mozna zobaczy¢ na rys. 1. Rozktad
empiryczny zostal na nim poréwnany, obok rozkladu ~t (1) (linia kropko-

wana), rowniez z rozkladem ~N (0,3379) (linia ciagta) oraz ~N (Ogj (linia

przerywana). Drugie parametry w testowych rozktadach normalnych zostaly
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wybrane na podstawie danych. W pierwszym przypadku o zostala
wyestymowana metoda najwickszej wiarygodnosci, abardzo wysoka
warto$¢ tego estymatora tatwo wytlumaczy¢ faktem, ze dla 1 stopnia
swobody zmienna losowa o rozktadzie t-Studenta nie ma okreslonej
dyspersji (odpowiednia catka nie jest zbiezna). W drugim przypadku
dyspersja zostala dobrana tak, by wizualnie ggsto$¢ odpowiedniego rozktadu
normalnego mozliwie najlepiej pokrywata si¢ z histogramem gestosci
empirycznej. Nie zmienito to jednak oczywistego faktu, ze do danych najlepiej
dopasowany byt w tym przypadku rozktad ~t (1), ktérego PP-plot utozyt sie
niemal idealnie na przekatnej (czyli prawdopodobienstwa empiryczne
niemal idealnie pokrywaty si¢ z teoretycznymi). Ponadto wszystkie trzy
testy normalnosci obliczone w programie Statistica (Kotmogorowa-
Smirnowa, Lilienforsa i y®) daly we wszystkich trzech przypadkach

(n =2,3,4) empiryczne poziomy istotnosci (p-value) duzo ponizej 1

, czyli
5 y

sugerowaly odrzucenie hipotezy o rozktadzie normalnym, a wigc wszystko
zgodnie z teorig.
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Pravrdopodoblansiwa empiryczne
Rys. 2. PP-plot K = 25947 realizacji zmiennej losowej T |, dlan=3

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Teraz kolej na wlasciwe testy. Dla wygenerowanych juz realizacji
statystyk T Studenta, tym razem pod warunkiem zadanej warto$ci
statystyki S, zostang poréwnane rozktady empiryczne z dwoma rozktadami
teoretycznymi:  niewlasciwie =~ sugerowanym ~ we  wspomnianych
podrecznikach rozkladem t-Studenta i1 teoretycznie uzasadnionym w
niniejszym artykule rozkladem normalnym (5). Aby wyznaczy¢ ten
empiryczny rozklad warunkowy, nalezato ustali¢ wartos¢ statystyki S.
Problem polega jednak na tym, Zze ma ona rozklad ciagly, a wiec
odpowiednie zdarzenie B, zdefiniowane rownoscig (4), bedzie prawie
niemozliwe. Aby go rozwigza¢, nalezy postapi¢ podobnie jak przy
uogblnianiu wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe dla prawie
niemozliwych warunkéw, czyli potraktowa¢ to zdarzenie jako granice
lima_o+{S €[s—d,s+d]}. Wtedy dla wystarczajgco matego d otrzyma
si¢ pewien podzbidr realizacji statystyki (3) wywotany zdarzeniami
elementarnymi w  przyblizeniu zawartymi w  B. Ostatecznie
w eksperymentach zostato przyjete d =5-10* oraz s=1. To ostatnie ze
wzgledu na blisko$¢ modalnej rozktadu statystyki S, co zwigksza szanse na
wygenerowanie realizacji S bliskich 1. Wyniki symulacji zostaty zawarte
W ponizszej tabeli.

n Ks D(T|S=1) K-S Lil. 1’
21973 J2 n.i. n.i. 0,44
25947 %ﬁ n.i. n.i 0,35
24065 NE] n.i. n.i 0,50

Pierwsza kolumna zawiera liczb¢ n zmiennych losowych iid ~N (1,2) ,
skladajacych si¢ na statystyk¢ T Studenta, druga — liczbe K, realizacji
statystyki T, dla ktorych S e[l-d,1+d] (wséréd wszystkich K =10°
realizacji), czyli tych, dla ktorych byl wyznaczany empiryczny rozkiad
T |s-;- Trzecia kolumna zawiera warunkowa dyspersj¢ T |s_, obliczona na
podstawie (5), a ostatnie trzy kolumny — wartos$ci empirycznych poziomow
istotnosci testow normalnosci: Kotmogorowa-Smirnowa, Lilienforsa i y°.

Ponadto PP-plot dla odpowiednich rozkltadow normalnego i t-Studenta
zostal przedstawiony na rys. 2. Jak wida¢, rozktad empiryczny T |,
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pokrywa si¢ niemal idealnie z rozkladem normalnym, co zreszta
potwierdzaja wysokie wartosci p-value we wszystkich testach normalnosci’.
Na koniec przeprowadzony zostal jeszcze analogiczny eksperyment przy
warunku S =2, a powstaly w jego wyniku PP-plot przy n=2, dla
K, =5189 realizacji, mozna zobaczy¢ na rys. 3. Réwniez i w tym

przypadku p-value byly bardzo wysokie, np. w tescie y° dla danych,
ktorych dotyczy wspomniany PP-plot, p=0,71.
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Prawdopodobienstwa ampiyczne
Rys. 3. PP-plot K = 5189 realizacji zmiennej losowej T |_, dlan=2

Zrodlo: opracowanie wiasne.
6. Podsumowanie

Autor ma nadzieje, ze przedstawione powyzej analityczne 1 empiryczne
uzasadnienia definitywnie przekonaly wszystkich watpigcych, zZe
warunkowy rozklad statystyki T Studenta przy danej wariancji z proby nie
jest rozktadem t-Studenta, lecz rozktadem normalnym (5). Do rozwigzania

Program Statistica podaje p-value ,,n.i.”, gdy jest ono tak duze, ze nie pozwala na
odrzucenie hipotezy zerowej przy zadnym sensownym poziomie istotnosci.
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pozostal juz tylko jeden problem. Skoro wilasciwy rozktad statystyki (3)
zalezy od nieznanej wartosci o, to jak sobie poradzi¢ z obliczaniem
prawdopodobienstw, np. z omawianym na poczatku artykutu zadaniem:

P(Y<u|s:s)=q>(“_—"ﬁj?
(e

Jesli taki problem pojawi si¢ w praktyce, to najsensowniejszym
rozwigzaniem wydaje si¢ by¢ wyestymowanie parametru o na podstawie
proby za pomocag jednego ze znanych estymatoréw dyspersji lub, po
spierwiastkowaniu, wariancji, co oczywiscie nie zmieni faktu, ze rozktad
T |s-, pozostanie normalny. Czesto jednak ten problem jest wywolywany

sztucznie przez autoréw podrecznikow do statystyki dla ekonomistéw, w
celu przec¢wiczenia wiadomosci dotyczacych rozkladu t-Studenta, np.
umiej¢tnosci korzystania z tablic tego rozktadu. W takich wypadkach
najlepiej po prostu zrezygnowac z tego typu ¢wiczen i zastapi¢ je zadaniami
o innej tresci, choc¢by takimi, jak np.: ,,Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
zmienna losowa o rozkladzie ~t (n) nie przekroczy wartosci U ?”. Moze
mniej wysublimowane, ale przynajmniej poprawne...
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