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ZY.OTA ELIPSA1Z71.0TA HIPERBOLA

Tadeusz Janaszak

Abstract. An ellipse, parabola and hyperbola are the curve that can be obtained as the plane
section of cone; there are characterizations, one of which is by means of the focus and
directrix property. The golden ellipse or the golden hyperbola is the curve, which has
golden eccentricity.

Keywords: ellipse, hyperbola, parabola, focus, directrix, eccentricity, major axis, minor
axis, equation of the ellipse, equations of the hyperbola, equation of the parabola, conic
section curve.

1. Wstep

Krzywe stozkowe mozna zdefiniowa¢ jako zbiory punktow ptaszczyz-
ny, ktorych odlegtosci od ustalonego punktu zwanego ogniskiem i ustalonej
prostej zwanej kierownica' pozostaja w stalym stosunku. Ognisko oznacz-
my symbolem F, natomiast kierownice symbolem K. Zgodnie z przyjetym
zatozeniem mamy: F ¢ K . Niech bgdzie dana liczba dodatnia e; nazwiemy
ja mimosrodem krzywej stozkowe;.

Definicja 1. Niech M ozracza dowolny punkt plaszczyzny. Mowimy, Ze
punkt M nalezy do krzywej stozkowej S, jesli iloraz odlegtosci tego punktu
od ogniska F i jego odlegtosci od kierownicy K jest rowny liczbie e. Czyli

M e S wtedy i tylko wtedy, gdy
[MF] —e 1
IMK| )

Definicja 2. Jesli 0<e <1, wowczas krzywg stozkowg S nazywamy
elipsq.

Taduesz Janaszak
Department of Mathematics, Wroctaw University of Economics, Komandorska Street 118/120,
53-345 Wroctaw, Poland.
E-mail: tadeusz.janaszak@ue.wroc.pl

! Zaktadamy, ze ognisko nie lezy na kierownicy.
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Definicja 3. Jesli e=1, wowczas krzywg stozkowg S nazywamy
parabolg.

Definicja 4. Jesli e>1, wowczas krzywg stozkowg S nazywamy
hiperbolg.

W dalszym ciggu zwrocimy uwage na to, ze parabola ma jedno ognisko
1 jedng kierownice, natomiast elipsa 1 hiperbola maja dwa ogniska 1 dwie
kierownice. Rozwazajac bowiem, zgodnie z przyjetymi definicjami, elips¢ i
hiperbole jako krzywe zalezne od ogniska, kierownicy i mimosrodu rézne-
go od jedynki, zauwazymy, ze w naturalny sposob u obu krzywych pojawi
si¢ drugie ognisko i druga kierownica.

Narysujmy kierownice K i ognisko F oraz polaczmy prosta K z punk-
tem F za pomoca odcinka (zob. rys. 1).

K

Rys. 1. Kierownica, ognisko oraz punkty wierzchotkowe hiperboli, paraboli i elipsy

Zrodto: opracowanie wlasne.

Na rys. 1 ognisko f jest umieszczone w odlegtosci dwunastu spacji od
kierownicy Kk . Punkt p lezy na $rodku odcinka prostopadtego do prostej K,
taczacego te prosta z punktem f. Odlegtos¢ tego punktu, zarowno od prostej K,
jak i od punktu f, wynosi szes¢ spacji. Punkt p, zgodnie z przyjeta definicja,
nalezy do paraboli, ktorej prosta k jest kierownica, a punkt f ogniskiem.

Punkt e jest potozony pomiedzy punktami p oraz f, czyli jego odlegtos¢
od punktu f jest mniejsza niz odleglos¢ od prostej k. Wynika z tego, ze
punkt e nalezy do elipsy, ktorej prosta k jest kierownica, a punkt f

EF
ogniskiem; mimo$rodem tej elipsy jest liczba € = —|; z potozenia punktu e

|EK

wynika, ze zdefiniowana liczba e jest mniejsza od jedynki.
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Analogiczne rozwazanie doprowadzi do tego, ze punkt H polozony
miedzy prostag K oraz punktem P nalezy do hiperboli o0 mimos$rodzie row-

HF
||HK| ; z potozenia punktu H wynika, ze liczba ta jest wigksza od

nym €=

jedynki.
2. Elipsa

Spo6jrzmy na rys. 2. Zaznaczono na nim kierownic¢ K jako lini¢ piono-
wa 1 odlegte od niej o dwanascie spacji ognisko F. Przyjmujemy mimo$rod
rowny: e=+. Na linii przerywanej przechodzacej przez ognisko F
i prostopadtej do kierownicy K znajdujemy dwa punkty elipsy S. Sa to
punkty M oraz N. Punkt M jest odleglty: od kierownicy K o osiem spacji
i od ogniska F o cztery spacje; punkt N znajduje si¢ w odlegtosci dwudzie-
stu czterech spacji od kierownicy K i dwunastu spacji od ogniska F. Zgod-
nie z przyjeta definicjg oba punkty M i N nalezg do elipsy S, gdyz ich
odlegtosci od kierownicy i ogniska spelniajg rownanie (1) dla e =%, mamy

IMF| 1 INF| 1

bowiem: —— =— oraz —— = —.
IMK| 2 INK| 2

Rys. 2. Kierownica i punkty wierzchotkowe elipsy

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Widzimy zatem, ze jesli migdzy punktami F oraz N umie$cimy punkt
F, w odleglosci czterech spacji od punktu N oraz osmiu spacji od ogniska
F oraz prosta K, prostopadta do linii przerywanej, na ktorej leza punkty M,
F 1N, w odleglosci osmiu spacji w prawo od punktu N, woéwczas otrzyma-
my drugie ognisko F, i druga kierownice K, . Umiescimy to wszystko na
rys. 3, zmieniajac przy okazji oznaczenia: zamiast F napiszemy F;, zamiast
K napiszemy K, oznaczenie M zmienimy na A;, a oznaczenie N na A,.
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Rys. 3. Dwie kierownice, dwa ogniska i dwa punkty wierzchotkowe

Zrddto: opracowanie wilasne.

Widzimy zatem, ze przyjmujac w definicji elipsy jedno ognisko i jedng
kierownice, odkrywamy, ze pojawiaja si¢ symetrycznie polozone drugie
ognisko 1 druga kierownica.

Z rys. 3 mozemy wywnioskowac, ze ksztalt elipsy bedzie zalezat od
odleglosci miedzy ogniskiem i odpowiadajaca mu kierownica, oznaczmy to
liczbg r =|F K| =|F,K,

AR _IAF

[AK| ALK,
dzy punktami P 1 F w sposob jednoznaczny okresla elips¢ o kierownicy K
1 ognisku F. Rozstep r jest dany odlegtoscig punktu F od prostej K, mimo-
srod jest ilorazem odleglo$ci punktu E od punktu F oraz punktu E od
prostej K.

Wybierajac zatem punkt E tak, by podziat prostopadtego do kierownicy
odcinka laczacego ognisko z ta kierownica byt ztoty, otrzymujemy zlotg
elipse. Po zapoznaniu si¢ z dalszg trescig artykutlu zaleca si¢ napisanie row-
nania ztotej elipsy i wykres$lenie jej w odpowiednim programie komputero-
wym, np. w Matlabie. Zgodnie z kanonami malarskimi powinna to byc¢
najbardziej proporcjonalna elipsa ze wszystkich mozliwych. Analogicznie,
jesli punkt H bedzie potozony w ten sposdb, ze bedzie on dzielit ten sam
odcinek w sposob zloty, z drugiej strony otrzymamy zlotq hiperbole. Intere-
sujagcym ¢wiczeniem jest podanie jej rOwnania 1 wykreslenie w programie
komputerowym. Aby otrzymac zloty efekt, nalezy w pionie i w poziomie
poleci¢ zastosowanie tej samej wielkosci jednostki.

Wyprowadzimy teraz rdwnanie elipsy w odpowiednio dobranym ukta-
dzie wspotrzednych.

, symbol r od stowa rozstgp, oraz od mimosrodu

. Wracajac do rys. 1, wybor punktu E potozonego mig-
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Umieszczajac poczatek uktadu wspolrzgdnych na linii przerywanej
posrodku obu ognisk (rys. 3)?, przyjmijmy wspotrzedne: Fl(— c, O),
F,(c, 0), A(-a 0), Af(a, 0); rownanie kierownicy K;: x=-k,
kierownicy K,: X =k, gdzie liczby ¢, a oraz k sg dodatnie.

Jako wyj$ciowe parametry przyjmujemy rozstep’ r > 0 oraz mimosréd
ee (O, 1). Wyliczymy liczby ¢, a oraz k w zalezno$ci od wyjsciowych
parametréw r oraz e. Otrzymamy je, rozwigzujac uktad réwnan:

a-c

" =, 2
«a 2
k—c=r, (3)
c+a

- = 4
k+a @

Rownania wynikaja z analizy potozenia punktéw na rys. 3. Uktad tych
trzech rownan jest uktadem liniowym; zapiszemy go w postaci macierzo-
wej:

-1 (1+e) —e)(c) (O
-1 0 1 |-jal=|r|; (5)
1 (1-e) —e) k) (O

rozwigzujemy go za pomocg wzoréw Cramera. Wyznacznik gléwny wyno-
st W= 2-(1—82). Wyznacznik dla niewiadomej k jest rowny W, =2-r,
dla niewiadomej a: W, =2-e-r, wreszcie dla niewiadomej c: W, =2-€”-T.
Dostajemy nast¢pujace rozwigzanie uktadu (5):

c=r— (6)
e

a= 7T (7
1

k=1_ez~r. ®)

2 08 odcietych pokrywa si¢ z linia przerywang.

3Uwaga: termin rozstgp nie jest ogodlnie uzywany, my uwazamy, ze termin ten jest
wygodny.
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Tak wigc z podstawowych parametrow elipsy: rozstepu r i mimosrodu e
wywiedlismy wspotrzedne ogniska, kierownicy i koncowych punktow
elipsy potozonej w uktadzie wspotrzednych centralnie, gdzie kierownice sg
prostopadte do osi odcietych, a rownoleglte do osi rzednych. Z trzech wzo-
row (5), (6) 1 (7) wynikajg zaleznosci miedzy wspotrzednymi:

c=e-a=e’-k, 9)
a=e-k. (10)

e2

Odstgp migdzy ogniskami wynosi 2-C=2-1 5 - odleglos¢ migdzy

kierownicami jest rowna 2-k =2- -1; o8 wielka elipsy jest rowna

1-e°
€
1-¢?
Obecnie wyprowadzimy rownanie elipsy w przyjetym uktadzie wspot-
rzgdnych. Niech punkt M (X, y) bedzie punktem nalezacym do elipsy S.

2-a=2-

r.

______________ »
|
M
)
|
1
-------------- .—-———-b———-———--———.—-—--—.—--———-———--—
A1 F1 F2 Az
Ki K1 K

Rys. 4. Kierownice, ogniska, punkty wierzchotkowe i dowolny punkt elipsy

Zrodto: opracowanie wilasne.

Roéwnanie (1) mozemy przepisa¢ w formie:
IMF,|’ _
MK, |*

e?, (an
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czyli
2, .2
(o) +y" e (12)
(x+k)
skad
x> +2xc+c% +y® =e’x* +2e°xk +e°k>. (13)

Korzystamy z rownosci c=e-a=¢e”-k:

X? +2xc+c%+y® =e’x* +2xc+ck, (14)
czyli
(L—e?)- % +y? = ck —c?, (15)
co jest rownowazne
(1—e2)-x2+y2 —a’®-c’. (16)
Podstawiajac
b*=a®-c?, (17)

uwzgledniajac rownos$é a® —c® = az(l—ez) i dzielac obustronnie réwno$é
(16) przez a® —c?, dostajemy klasyczne rownanie elipsy
Xy
przy czym rownos¢ (17) daje zalezno$¢ miedzy wspotrzgdnymi ognisk oraz
potosiag wielka 1 matg elipsy. Z zaleznos$ci tej mozna wywies¢ wzory na
kierownice k, mimosrod e i rozstep r, jesli za wyjsciowe parametry elipsy
przyjmiemy wymiar potosi wielkiej a i matej b, gdzie 0 <b < a; dostajemy:
2 2 2
va§ — a . .
c=+va’-b*, e= a b , k=——— Wida¢, ze miedzy parame-
a a“-b
trami elipsy zachodza nieréwnosci 0 <b<a, oraz 0<c<a<k.
Zaleca si¢ wyprowadzenie samodzielnie rownania elipsy i to nawet
kilkakrotnie. Po wykonaniu tych czynnosci dostrzeze si¢ ich warto$¢.
Na zakonczenie tej czesci artykutu o elipsie naszkicujemy elipse, ktora
analizowaliSmy na rys. 3.
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Rys. 5. Elipsa z kierownicami, ogniskami i punktami wierzchotkowymi

Zrédlo: opracowanie wiasne.
Jesli spacje przyjmiemy za jednostke, wowczas mamy nastepujace pa-
. 1
rametry elipsy: e=§ , r=12, k=16, a=8, c=4, b=+/48 - na rys. 5

przyjeliSmy jako b szes¢ spacji, a wigc z niedomiarem, gdy probowalismy

wykona¢ rysunek z przyjgciem jako b siedmiu spacji, wowczas narysowana

elipsa bardzo przypominata koto. Najlepiej wykonywaé rysunki w progra-

mie Matlab, artykut za$ jest pisany wylacznie w programie Word.
Przejdziemy teraz do wyprowadzenia rownania hiperboli.

3. Hiperbola

Spojrzmy na rys. 6. Zaznaczono na nim kierownic¢ K jako lini¢ pio-
nowg 1 odlegte od niej o dwanascie spacji ognisko F . Przyjmujemy mimo-
$rod rowny: e=2. Na linii przerywanej przechodzacej przez ognisko F
1 prostopadtej do kierownicy K znajdujemy dwa punkty hiperboli S. S3 to
punkty M oraz N. Punkt M jest odlegly: od kierownicy K o cztery spacje
i od ogniska F o osiem spacji; punkt N znajduje si¢ w odlegtosci dwunastu
spacji od kierownicy K i dwudziestu czterech spacji od ogniska F. Zgodnie
z przyjeta definicja oba punkty M i N naleza do hiperboli S, gdyz ich odleg-
tosci od kierownicy i ogniska spelniaja rownanie (1) dla e =2, mamy
bowiem:
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MF INF|

—— =2 oraz ——=

IMK| INK|
Z lewej strony punktu N w odleglosci osmiu spacji od niego umiescimy
punkt F, , a w odleglosci czterech spacji na prawo od punktu N prosta K,
prostopadta do linii przerywanej, na ktoérej leza punkty M, F i N. Otrzymu-
jemy w ten sposob drugie ognisko F, i drugg kierownice K, . Umiescimy
to wszystko na rys. 3, zmieniajac przy okazji oznaczenia: zamiast F napi-
szemy F;, zamiast K napiszemy K, oznaczenie M zmienimy na A;, a ozna-
czenie Nna A, .

2.

Rys. 6. Kierownica, ognisko i punkt wierzchotkowy hiperboli

Zrodto: opracowanie wilasne.

Widzimy zatem, ze przyjmujac w definicji elipsy jedno ognisko 1 jedng
kierownice, odkrywamy, ze pojawiaja si¢: symetrycznie potozone drugie
ognisko 1 druga kierownica.

Z rys. 7 mozemy wywnioskowac, ze ksztalt hiperboli bedzie zalezat od
odlegtosci migdzy ogniskiem 1 odpowiadajacg mu kierownica; oznaczmy to
liczbg r =|FK | =|F,K,|, symbol r od stowa rozstgp, oraz od mimosrodu

o= IAR] _ AR

AK - [AK,|
dzy punktem P i prosta K w sposob jednoznaczny okresla hiperbole o kie-
rownicy K 1 ognisku F. Rozstep r jest dany odlegloscia punktu F od prostej K,
mimosrod jest ilorazem odleglosci punktu H od punktu F oraz punktu H
od prostej K. Powtdrzymy jeszcze raz uwage podang przy omawianiu
elipsy.

Wracajac do rys. 1, wybor punktu H potozonego mig-
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K, Ky

Rys. 7. Dwie kierownice, dwa ogniska i dwa punkty wierzchotkowe hiperboli

Zrodto: opracowanie wihasne.

Jesli wybierzemy punkt H tak, by podzial prostopadtego do kierownicy
odcinka taczacego ognisko z ta kierownicg byt zloty, otrzymujemy zlotg
hiperbole. Po zapoznaniu si¢ z dalszg treScig artykulu zaleca si¢ napisanie
réwnania ztotej elipsy i wykreslenie jej w odpowiednim programie kompu-
terowym, np. w Matlabie. Zgodnie z kanonami malarskimi powinna to by¢
najbardziej proporcjonalna hiperbola ze wszystkich mozliwych. Analogicz-
nie, jesli punkt E bedzie potozony w ten sposob, ze bgdzie on dzielil ten sam
odcinek w sposob zloty, z drugiej strony otrzymamy zlotg elips¢. Zaleca si¢
réwniez podanie jej rownania i wykre§lenie w programie komputerowym.
Aby otrzymac zloty efekt, nalezy w pionie 1 w poziomie poleci¢ zastosowa-
nie tej samej wielkosci jednostki.

Wyprowadzimy teraz rownanie elipsy w odpowiednio dobranym ukta-
dzie wspotrzednych.

Umieszczajac poczatek ukladu wspotrzednych na linii przerywanej
posrodku obu ognisk (rys. 7), przyjmijmy wspotrzedne: Fl(c, 0),
F, (— C, O), Al(a, O), Az(_ a, O); rOwnanie kierownicy K;: x=Kk,
kierownicy K,: X =—k, gdzie liczby c, a oraz k sg dodatnie.

Jako wyjsciowe parametry przyjmujemy rozstep I > 0 oraz mimosrod
ee (1, oo). Wyliczymy liczby ¢, a oraz kK w zaleznosci od wyjsciowych
parametréw I oraz e. Otrzymamy je, rozwigzujac uklad rownan:

c—a
—=e’ 19
K (19)
c—-k=r, (20)
c+a

“T% . 21)
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Rownania wynikajg z analizy potozenia punktéw na rys. 7. Uktad tych
trzech rownan jest uktadem liniowym; zapiszemy go w postaci macierzo-
wej:

1 (-1-e) e)(c) (0

1 0 -1|-la|=|r]|; (22)

1 (1-e) -e)lk) (0
rozwigzujemy go za pomocg wzoréw Cramera. Wyznacznik gléwny wyno-
si W =-2-(e” —1). Wyznacznik dla niewiadomej k jest rowny W, =-2-r,
dla niewiadomej a: W, =-2-e-r, wreszcie dla niewiadomej C:

W, =-2-e®-r. Dostajemy nastepujace rozwigzanie uktadu (5):

e
C= -r, 23
o7 1 (23)

e
a= -r, 24
o7 1 (24)

1
k= T, 25
e’ -1 @3)

Tak wigc z podstawowych parametrow hiperboli: rozstgpu r 1 mimosro-
du e wywiedlismy wspotrzedne ogniska, kierownicy 1 koncowych punktow
hiperboli potozonej w uktadzie wspotrzednych centralnie, gdzie kierownice
sg prostopadte do osi odcigtych, a rownolegte do osi rzednych. Z trzech
wzordow (23), (24) 1 (25) wynikaja zaleznos$ci miedzy wspotrzednymi:

c=e-a=e’-k, (26)
a=e-k. 27)
2

e

e -1

Odstegp miedzy ogniskami wynosi 2-C=2- -1; odleglo$¢ miedzy

kierownicami jest rowna 2-K =2- -I; o rzeczywista hiperboli jest

e? -1

e
l1-e

rOwna 2-a=2- -r.

2
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Obecnie wyprowadzimy roéwnanie hiperboli w przyjetym ukladzie
wspotrzednych. Niech punkt M(X, y) bedzie punktem nalezacym do

hiperboli S.
__________ w
M
_____ ._____________._-__-_________-_____-___-_.‘._________-__.__-_.
F, A, A Fi
K, Ki

Rys. 8. Kierownice, ogniska, wierzchotki i punkt hiperboli

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Roéwnanie (1) mozemy przepisa¢ w formie:

MRS
IMK,|*
czyli
(x—c) +y? _e?
(x—k)’ ’
skad

x> —2xc+C? +y? =e’x* —2e’xk +e’k?.
Korzystamy z réwnoéci c=e-a=¢e”-k:
x> —2xc+c? +y® =e’x* —2xc+ck,
czyli

(7 —1)- x> —y? =¢? —ck,

(28)

(29)

(30)

€2))

(32)
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o jest rownowazne
(e2 —1)- x?—y? =c®—a’. (33)
Podstawiajac
b? =c?-a?, (34)
uwzgledniajac rownosé ¢ —a’ = az(e2 —1) 1 dzielagc obustronnie rownosé

(33) przez ¢* —a?, dostajemy klasyczne rownanie hiperboli:

2 2

Xy

Pl 1, (35)
przy czym rownos$¢ (34) daje zalezno$¢ miedzy wspotrzednymi ognisk oraz
potosia rzeczywistg i polosig urojong hiperboli. Z zalezno$ci tej mozna
wywies¢ wzory na kierownice k, mimos$rod e i rozstep r, jesli za wyjsciowe
parametry hiperboli przyjmiemy wymiar potosi rzeczywistej a i urojonej b,
gdzie:

2

Jaiib? va® +b? a

c=+va“ +b°,e= , k= .
a va® +b’

Wida¢, Zze miedzy parametrami hiperboli zachodza nieré6wno$ci oraz

O<k<ax<ec.

Zaleca si¢ wyprowadzi¢ samodzielnie rownanie elipsy i1 to nawet kilka-
krotnie. Po wykonaniu tych czynnosci dostrzeze si¢ ich warto$¢.

4. Parabola

Jesli rzucaliby$Smy losowo punkt na odcinek taczacy ognisko F z kie-
rownicg K (rys. 1), wowczas prawdopodobienstwo, ze punkt ten spadnie
w potozenie E jest jedna druga; ze spadnie w potozenie H rowniez wynosi
jedna druga. Prawdopodobienstwo, ze punkt spadnie w potozenie P jest
rowne zero. Tak wiec prawdopodobienstwo, ze losowo rzucony punkt wy-
generuje elipsg, wynosi jedna druga, ze hiperbole réwniez jedna druga,
a prawdopodobienstwo wygenerowania paraboli wynosi zero. Wyprowa-
dzimy réwnanie paraboli o rozstgpie mi¢dzy ogniskiem i kierownica row-
nym I w odpowiednio dobranym uktadzie wspotrzednych.
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Uktad wspotrzednych dobierzemy w taki sposob, aby jego poczatek
przechodzit przez punkt P (rys. 1). Ognisko ma wigc wspotrzedne

F(%, Oj, kierownica ma réwnanie X = —% , punkt P(O, 0) —1ys. 9:

Rys. 9. Kierownica, ognisko, wierzchotek i punkt paraboli

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Biezacy punkt M (X, y) paraboli jest rowno odlegly od ogniska F i1 od
kierownicy K:

IMK| =|MF|, (36)
czyli
r r\’
X+—= [ Xx==| +y*. 37
T -
Podnoszac rownos¢ (37) obustronnie do kwadratu, otrzymujemy
r2 r2
x2+r-x+—:x2—r-x+7+y2, (38)
Cco jest rownowazne
y? =2r-x. (39)

Wzor (39) jest standardowa wersjg rownania paraboli o ognisku F(%, Oj

cq . ., . r
1 kierownicy K danej rownaniem X = 3
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5. Zakonczenie

Mozna wykona¢ analize, jak bedzie si¢ zmienia¢ krzywa stozkowa,
gdy generujacy ja punkt bedzie wedrowat pomigdzy kierownicg i ogni-
skiem. Elipsa be¢dzie podobna do kota, gdy wedrujacy punkt bedzie si¢
zblizat do ogniska. Chcac zwigkszy¢ rozmiary elipsy, trzeba odsuwac
kierownice w lewo, czyli zwicksza¢ rozstgp. Co si¢ dzieje, kiedy punkt
zbliza si¢ do kierownicy? Gatezie hiperboli beda si¢ zblizaty do potoze-
nia kierownicy, jedna gataz z jednej strony, druga za§ z drugiej strony
kierownicy.

Kiedy punkt, wedrujac od ogniska w kierunku kierownicy, przechodzi
przez polowe odcinka — odbywa si¢ woéwczas przeskok. Krzywa stozkowa
zmienia si¢ z elipsy, poprzez parabole, w hiperbolg. Zatézmy, ze mamy
rysunek® przedstawiajacy trzy fragmenty trzech krzywych stozkowych:
elipsy, paraboli i hiperboli, przy czym potozenie punktow generujacych
elips¢ 1 hiperbolg bedzie bliskie potozenia punktu wyznaczajacego parabole.
Fragmenty krzywych przechodza przez punkty generujace dang krzywa.
Wydrukujmy trzy rysunki, pomieszajmy je i sprobujmy rozpozna¢, ktory
z nich jest elipsa, ktory parabolg, a ktory hiperbola? Okaze si¢ to zadaniem
trudnym. Wniosek: przeskok migdzy krzywymi jest istotny, ale dla wybra-
nych fragmentow prawie niezauwazalny. Z tego wilasnie powodu astrono-
mowie mysleli kiedys, Ze niektore komety kraza wokdét Ziemi po torach
parabolicznych. Mysleli, ze kometa zbliza si¢ do Ziemi, nadlatujac z prze-
strzeni kosmicznej, 1 odlatuje dalej w bezkres, aby nigdy nie wroci¢, gdyz
jej tor jest krzywa otwartg — parabolg. Okazalo si¢ jednak, ze zaobserwowa-
ny tor poruszania si¢ komety jest fragmentem ogromne;j elipsy, a nie para-
boli. Wobec niedoskonatosci dokonywanych pomiaréw trudno si¢ dziwic
wnioskom wycigganym przez astronomow. Jesli wydrukowane na kartce
papieru krzywe stozkowe mozna pomyli¢, to co dopiero, gdy ma si¢ kilka
niezbyt precyzyjnych pomiardéw i z tych danych probuje si¢ odczytaé, po
jakiej trajektorii krazy kometa; a moze jednak sg komety krazace po parabo-
li; a moze rowniez sg takie, ktore kraza po hiperboli? Bardziej prawdopo-
dobne jest to, ze kraza po hiperboli, bo jak zauwazylismy wyzej, prawdopo-
dobienstwo wystapienia hiperboli jest jedna druga, a paraboli zero; jednak-
ze, jesli prawdopodobienstwo wynosi zero, nie znaczy to, ze zdarzenie takie
nie moze zachodzi¢.

4 Rysunek taki mozna wykresli¢ za pomocg programu Matlab.





