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UWAGI O GRANICZNYCH ROZKŁADACH 
EKSTREMALNYCH STATYSTYK POZYCYJNYCH 

 
 
 

Abstract. In many practical issues to deal with extreme situations is often more important 
than with common situations. It is the observation of cases of significant outliers from the 
central parameters are the most troublesome. In this article, which has a review character, 
presents selected issues of the theory of limit distributions of extreme order statistics. 
Addressed the most important results concerning this theory. Considered distributions limit 
of extreme order statistics  and showing that they may only be three types. 
 
Key words: statystyki pozycyjne, rozkłady graniczne statystyk pozycyjnych, rozkłady 
minimum i maksimum, badania niezawodności systemów. 
 
 

1. Wstęp 

W wielu zagadnieniach praktycznych radzenie sobie z sytuacjami 
ekstremalnymi jest często ważniejsze niż z sytuacjami powszechnie 
spotykanymi. To właśnie przypadki obserwacji znacznie odstających od 
parametrów centralnych są najbardziej dokuczliwe. Jak wiadomo, 
o prawdopodobieństwie powstania sytuacji ekstremalnych informują 
rozkłady maksimów i minimów. W artykule tym, mającym charakter 
przeglądowy, przedstawiono wybrane zagadnienia z teorii rozkładów 
granicznych ekstremalnych statystyk pozycyjnych. Zajęto się naj-
ważniejszymi wynikami dotyczącymi tej teorii. Zbadano rozkłady graniczne 
ekstremalnych statystyk pozycyjnych i pokazano, że mogą być one tylko 
trzech typów. Następnie oszacowano szybkość zbieżności rozkładu k-tej 
statystyki pozycyjnej do rozkładu granicznego.  
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Teoria ekstremalnych statystyk pozycyjnych jest powszechnie wyko-
rzystywana. Jednym z głównych zastosowań tej teorii są badania 
niezawodności systemów elementów. Podstawowymi strukturami nieza-
wodnościowymi są struktury szeregowe i równoległe. Jak wiadomo, struktura 
niezawodnościowa nazwana jest szeregową, jeżeli system jest zdatny 
wyłącznie wtedy, gdy zdatne są wszystkie jego elementy. Wówczas czas 
zdatności (przeżycia) takiego systemu TS jest równy czasowi zdatności 
„najgorszego” elementu, zatem jest równy minimalnej statystyce pozycyjnej: 
TS = min(T1, T2, ..., T n), gdzie Ti – czas zdatności elementu i-tego. Analogicznie 
struktura niezawodnościowa nazwana jest równoległą, jeżeli system jest 
niezdatny wyłącznie wtedy, gdy niezdatne są wszystkie jego elementy. 
Wówczas czas zdatności takiego systemu jest równy czasowi zdatności 
„najlepszego” elementu, czyli TS = max(T1, T2, ..., T n). W praktyce pojawia się 
potrzeba wyznaczenia rozkładu granicznego funkcji niezawodności danego 
systemu. To zagadnienie pociąga za sobą wyznaczenie rozkładu granicznego 
maksymalnej i minimalnej statystyki pozycyjnej. Poniższe rozważania mają na 
celu przybliżyć teorię potrzebną do rozwiązania tego problemu. 

2. Rozkłady graniczne statystyk pozycyjnych 

Badanie rozkładów granicznych ekstremalnych statystyk pozycyjnych 
rozpoczęto już w latach dwudziestych minionego wieku, m.in. w pracach 
Frecheta oraz Fishera. Później Gniedenko udowodnił, że rozkłady graniczne 
maksimum ciągu zmiennych losowych mogą być jednego z trzech typów, 
a Smirnow uogólnił jego wyniki na przypadek k-tej statystyki ekstremalnej. 
W artykule przedstawiono podstawowe fakty tej teorii. 

Zanim zajmiemy się badaniem rozkładów granicznych podajemy 
definicję statystyk pozycyjnych. W tym celu rozpatrzmy ciąg zmiennych 
losowych (X1, X2, …, Xn). Wówczas mamy:  

Definicja 1. Statystykę pozycyjną  
( ) ,n
kZ  k = 1, 2, n, 

nazywamy zmienną losową będącą funkcją wektora losowego 
(X1, X2, …, Xn), określoną w następujący sposób: 

Dla każdego zdarzenia elementarnego  ciąg realizacji  

      nn xXxXxX   ,,, 2211   

porządkujemy rosnąco i otrzymujemy nzzz  21 .  
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W tym ciągu kz  jest realizacją zmiennej losowej )(n
kZ , tzn.  

k
n

k zZ )()(  . 

Oczywiście  

 n
n

n XXXZ ,,,max 21
)(  ,  

 n
n XXXZ ,,,min 21

)(
1  . 

Definicja 2. Zmienną losową  
)(

1
n

knZ  , 

gdzie k jest ustaloną liczbą naturalną k = 1, 2, …, n będziemy nazywać k-tą 
ekstremalną statystyką pozycyjną. 

Mając zdefiniowane statystyki pozycyjne, oznaczmy ich rozkład przez: 

 ( ) ( )
1( ) ,n n

k n kF x P Z x      k = 1, 2, …, n. 

Łatwo zauważyć następujący fakt: 

Fakt 1. Jeżeli (X1, X2, …, Xn), są niezależnymi zmiennymi losowymi o 
jednakowym rozkładzie F(x), to  

   





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
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
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


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





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0

1)1(
1

)1(
xF

kkn duuu
k

n
kn . 

Na podstawie powyższego faktu możemy w prosty sposób wyznaczyć 
rozkłady maksimum i minimum ciągu niezależnych zmiennych losowych. 
Mając dane rozkłady ekstremalnych statystyk pozycyjnych, zajęto się 
badaniem ich rozkładów granicznych. Okazuje się, że jeżeli ciąg 
max(X1, X2, …, Xn) ma niezdegenerowaną dystrybuantę graniczną, to jest 
ona jednej z trzech wymienionych w twierdzeniu 2.1 postaci. Poniższe 
twierdzenie zostało zaczerpnięte z pracy Czekały (M. Czekała (2001)), 
natomiast dowody tego twierdzenia można znaleźć w pracach Resnicka 
i Gniedenki (S.I. Resnick (1987); B.W. Gniedenko (1943)). 

Twierdzenie 1. Niech  

 1)(:sup)(  xFxF  
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oraz  

 0)(:inf)(  xFxF . 

Niech zmienne losowe Xi (i = 1, 2, …) będą niezależne o dystrybuancie F. 

a) Załóżmy, że (F) = + oraz że istnieje taka stała  > 0, że dla 
każdego x > 0 spełniony jest warunek  








 x
tF
txF

t )(1
)(1lim . 

Wówczas istnieje ciąg stałych )0( nn bb  taki, że 

  )(),,,max(lim ,121 xHxbXXXP nnn 


 , 

gdzie ciąg nb  może być postaci 










n

xFxbn
1)(1:inf , 

zaś 

1,

dla 0,exp( )
( )

dla 0.0
xx

H x
x





  
 


 

b) Załóżmy, że f(x) > 0 w pewnym przedziale (x0, xF) oraz f(x) = 0 dla 
x > xF (f jest gęstością dystrybuanty F).  

Jeżeli 

,0
)(1

)()(lim 







tF
tftxF

xt F

 

to 
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oraz 

2,

1 dla 0,
( )

exp( ( ) ) dla 0.
x

H x
x x 


 

  
 

c) Załóżmy, że f ma ujemną pochodną f  dla wszystkich x w pewnym 
przedziale  

),( 0 Fxx ,   )( Fx    oraz    0)( xf  
dla Fxx   (zauważmy, że dopuszczamy tutaj przedział ),( 0 x ). Jeżeli  

,1
)(
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Fxt
 

to 
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),( nn aRb   
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)(
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F

t

dytFtFtR


 

i 

.)),exp(exp()(0,3 RxxxH   

Zauważmy, że powyższe twierdzenie podaje warunki wystarczające, 
aby dystrybuanta graniczna miała jedną z podanych trzech postaci. 
W literaturze te trzy klasy dystrybuant nazywamy odpowiednio: dystry-
buantami typu I, typu II i typu III. 

Analogicznie, korzystając z równości: 

),,,min(),,,max( 2121 nn XXXXXX   , 
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można wykazać, że dystrybuantami granicznymi zmiennych 

 ),,,min( 21 nXXX   

mogą być: 

Typ I:   

Typ II: 
.0
,0

,0
),exp(1

)(,2






 




x
xx

xL


  

Typ III:  

Aby zilustrować przydatność twierdzenia, rozważmy następujący 
przykład. 

Przykład 1. Można wykazać, że do obszaru przyciągania dystrybuanty 
typu I należy dystrybuanta postaci 

RxarctgxxF  ,1
2
1)(


, 

czyli dystrybuanta rozkładu Cauchy‟ego. 

Elementarnie wykazuje się, że  

,1
)(1
)(1lim

xtF
txF

t







 

a zatem 

 1 2
1lim max( , , , ) exp , 0.n nn

P X X X b x
x

 
    

 
 

Stałe bn można wyznaczyć z relacji 

.
2











n
tgbn

  

Przykładem innego rozkładu należącego do obszary przyciągania typu I 
jest np.: rozkład Pareto. Do obszaru przyciągania dystrybuanty typu II 
należą m.in.: rozkład jednostajny oraz standardowy rozkład Plancka, 
natomiast do obszaru przyciągania dystrybuanty typu III należą m.in.: 

.0
,0

,1
),)(exp(1

)(,1






 




x
xx

xL




.)),exp(exp(1)(0,3 RxxxL 
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rozkład normalny N(0, 1) oraz rozkład wykładniczy. Okazuje się także, że 
nie dla wszystkich rozkładów istnieje zdegenerowana dystrybuanta 
graniczna jednego z tych trzech typów. Przykładami mogą być rozkład 
geometryczny oraz rozkład Poissona, dla których przy dowolnym wyborze 
stałych an i bn prawdopodobieństwo zdarzenia  

  xbaXXX nnn ,,,max 21   

wynosi 0 lub 1. Jak wspomniano na początku, Smirnow uogólnił teorię 
granicznych rozkładów maksimum na przypadek k-tej statystyki 
ekstremalnej. Mówi o tym poniższe twierdzenie, zaczerpnięte z pracy 
Czekały (M. Czekała (2001)). 

Twierdzenie 2 (rozkład k-tych statystyk pozycyjnych). Jeżeli dla 
pewnych ciągów an, bn >0 oraz  k > 1 zachodzi relacja 

  ),(lim )(
:1 xHxbaXP k

nnnknn



 

wówczas dla 

),,,max( 21 nn XXXZ   

zachodzi 

  ),(lim xHxbaZP nnnn



 

gdzie H(x) jest jedną z dystrybuant maksymalnie stabilnych (tzn. H1, (x), 
H2, (x) oraz H3, 0(x)). Ponadto funkcja H(k)(x) ma postać: 

 





1

0

)( .)(ln
!

1)()(
k

t

tk xH
t

xHxH  

Twierdzenie odwrotne jest również prawdziwe. Zatem można 
stwierdzić, że przynależność dystrybuanty granicznej do danego obszaru 
przyciągania determinuje postać rozkładu k-tej statystyki pozycyjnej. 
Analogicznie twierdzenie zachodzi dla minimów (M. Czekała (2001)). 

Zajmiemy się teraz szacowaniem szybkości zbieżności rozkładów 
statystyk pozycyjnych do rozkładów granicznych. Okazuje się, że 
zagadnienie to sprowadza się do szacowania szybkości zbieżności rozkładu 
dwumianowego do rozkładu Poissona. Poniższe dwa twierdzenia 
znajdujemy w pracy Dziubdzieli (W. Dziubdziela (1977)). 
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Twierdzenie 3. Jeżeli  
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Następne twierdzenie daje oszacowanie szybkości zbieżności w twier-
dzeniu granicznym dla ekstremalnych statystyk pozycyjnych. 

Twierdzenie 4. Jeżeli  

1)(
2
1

 nyF , 

to dla każdego k = 1, 2, … mamy 
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n
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Dowody powyższych twierdzeń także można znaleźć w pracy 
Dziubdzieli (W. Dziubdziela (1977)).  

3. Podsumowanie 

Powyższe rozważania miały na celu przybliżenie podstawowych 
twierdzeń i faktów dotyczących teorii rozkładów granicznych 
ekstremalnych statystyk pozycyjnych. Teoria ta jest często wykorzystywana 
nie tylko w wspomnianych badaniach niezawodności, ale również w wielu 
innych zagadnieniach praktycznych. 

Przykładami takich zagadnień opisanych w literaturze mogą być: 
 badanie wytrzymałości materiałów (E.J. Gumbel (1962)), 
 badanie maksymalnego czasu czekania na obsługę w teorii obsługi 

masowej (W. Whitt (1974)), 
 badanie maksymalnej długości kolejek w teorii obsługi masowej 

(C.W. Anderson (1970)), 
 szacowanie maksymalnych przyborów wody w rzece (E.J. Gumbel 

(1962)), 
 obliczanie nośności konstrukcji budowlanych (B. Kopociński, 

Z. Kowal (1972)), 
 weryfikacja złożeń modelu Blacka-Scholesa w ekonometrii 

(M. Czekała (2001)). 
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