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Rafal Korzonek
(Wroctaw)

UWAGI O GRANICZNYCH ROZKEADACH
EKSTREMALNYCH STATYSTYK POZYCYJNYCH

Abstract. In many practical issues to deal with extreme situations is often more important
than with common situations. It is the observation of cases of significant outliers from the
central parameters are the most troublesome. In this article, which has a review character,
presents selected issues of the theory of limit distributions of extreme order statistics.
Addressed the most important results concerning this theory. Considered distributions limit
of extreme order statistics and showing that they may only be three types.

Key words: statystyki pozycyjne, rozklady graniczne statystyk pozycyjnych, rozklady
minimum i maksimum, badania niezawodnosci systemow.

1. Wstep

W wielu zagadnieniach praktycznych radzenie sobie z sytuacjami
ekstremalnymi jest czesto wazniejsze niz z sytuacjami powszechnie
spotykanymi. To wtlasnie przypadki obserwacji znacznie odstajacych od
parametréw centralnych sg najbardziej dokuczliwe. Jak wiadomo,
o prawdopodobiefistwie powstania sytuacji ekstremalnych informuja
rozklady maksiméw 1 miniméw. W artykule tym, majacym charakter
przegladowy, przedstawiono wybrane zagadnienia z teorii rozkladéw
granicznych ekstremalnych statystyk pozycyjnych. Zajeto si¢ naj-
wazniejszymi wynikami dotyczacymi tej teorii. Zbadano rozktady graniczne
ekstremalnych statystyk pozycyjnych i pokazano, ze moga by¢ one tylko
trzech typow. Nastepnie oszacowano szybko$¢ zbiezno$ci rozktadu k-tej
statystyki pozycyjnej do rozktadu granicznego.
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Teoria ekstremalnych statystyk pozycyjnych jest powszechnie wyko-
rzystywana. Jednym z glownych zastosowan tej teorii s3 badania
niezawodno$ci systemow elementow. Podstawowymi strukturami nieza-
wodno$ciowymi sg struktury szeregowe i rownolegle. Jak wiadomo, struktura
niezawodno$ciowa nazwana jest szeregowa, jezeli system jest zdatny
wylacznie wtedy, gdy zdatne sg wszystkie jego elementy. Wowczas czas
zdatnosci (przezycia) takiego systemu 7 jest rdwny czasowi zdatno$ci
»hajgorszego” elementu, zatem jest rowny minimalnej statystyce pozycyjnej:
Ts =min(Ty, T, ..., Ty), gdzie T; — czas zdatno$ci elementu i-tego. Analogicznie
struktura niezawodnosciowa nazwana jest rownolegla, jezeli system jest
niezdatny wylacznie wtedy, gdy niezdatne sa wszystkie jego elementy.
Woéwczas czas zdatno$ci takiego systemu jest rowny czasowi zdatnosci
,»hajlepszego” elementu, czyli Ts = max(7}, 75, ..., T ). W praktyce pojawia si¢
potrzeba wyznaczenia rozktadu granicznego funkcji niezawodno$ci danego
systemu. To zagadnienie pociaga za sobg wyznaczenie rozktadu granicznego
maksymalnej i minimalnej statystyki pozycyjnej. Ponizsze rozwazania majg na
celu przyblizy¢ teori¢ potrzebng do rozwigzania tego problemu.

2. Rozklady graniczne statystyk pozycyjnych

Badanie rozktadow granicznych ekstremalnych statystyk pozycyjnych
rozpoczeto juz w latach dwudziestych minionego wieku, m.in. w pracach
Frecheta oraz Fishera. P6zniej Gniedenko udowodnil, Ze rozktady graniczne
maksimum ciggu zmiennych losowych moga by¢ jednego z trzech typow,
a Smirnow uogo6lnit jego wyniki na przypadek k-tej statystyki ekstremalne;.
W artykule przedstawiono podstawowe fakty tej teorii.

Zanim zajmiemy si¢ badaniem rozktadow granicznych podajemy
definicje statystyk pozycyjnych. W tym celu rozpatrzmy cigg zmiennych
losowych (X1, Xa, ..., X,). Wowczas mamy:

Definicja 1. Statystyke pozycyjng
Z", k=1,2,n,

nazywamy zmienng losowq bedgcq  funkcjq  wektora losowego
(X1, Xa, ..., X,), okreslong w nastepujgcy sposob:
Dla kazdego zdarzenia elementarnego o cigg realizacji

Xl(a)):xl, Xz(a)):xz, e Xn(a)):xn

porzgdkujemy rosngco i otrzymujemy z, <z, <...<z, .
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W tym ciggu z, jest realizacjq zmiennej losowej Z\", tzn.
Z" () =z,.
Oczywiscie
Z" =max(X,, X,, ..., X,,),
Z" =min(X,, X,, ..., X,).
Definicja 2. Zmienng losowg

Z(n)

n—k+1°

gdzie k jest ustalong liczbg naturalng k=1, 2, ..., n bedziemy nazywac k-tq
ekstremalng statystykq pozycyjng.

Majac zdefiniowane statystyki pozycyjne, oznaczmy ich rozktad przez:
F"(x)=P(Z\",, <x), k=1,2,..,n.
Latwo zauwazy¢ nastepujacy fakt:

Fakt 1. Jezeli (X3, X3, ..., X)), sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie F(x), to

F(x)

F (x) = Z("J(l ~F@) (F0))™" = (n—k+ 1)(1: J Jur* (=) du.

0

Na podstawie powyzszego faktu mozemy w prosty sposdb wyznaczy¢
rozktady maksimum i minimum ciagu niezaleznych zmiennych losowych.
Majac dane rozktady ekstremalnych statystyk pozycyjnych, zajeto si¢
badaniem ich rozktadow granicznych. Okazuje si¢, ze jezeli ciag
max(X;, Xz, ..., X;) ma niezdegenerowang dystrybuante graniczng, to jest
ona jednej z trzech wymienionych w twierdzeniu 2.1 postaci. Ponizsze
twierdzenie zostalo zaczerpnigte z pracy Czekaly (M. Czekata (2001)),
natomiast dowody tego twierdzenia mozna znalez¢ w pracach Resnicka
1 Gniedenki (S.I. Resnick (1987); B.W. Gniedenko (1943)).

Twierdzenie 1. Niech

o(F) = sup{x: F(x) <1}
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oraz
a(F) =inf{x: F(x) > 0}.
Niech zmienne losowe X; (i =1, 2, ...) bedg niezalezne o dystrybuancie F.

a) Zalézmy, ze o(F) = +oo oraz ze istnieje taka stata y > 0, ze dla
kazdego x > 0 spetniony jest warunek

il @) _
= 1= F(f)

-7

Wowczas istnieje ciag statych b, (b, > 0) taki, ze
lim P{max(X,, X,, ..., X,)<bxj=H, (%),

n—»0

gdzie ciag b, moze by¢ postaci

I

b, =inf{x:1—F(x)Sl},
n

zas

exp(—x7) dla x>0,

H =
17 () {o dla x<0.

b) Zatozmy, ze fix) > 0 w pewnym przedziale (xo, xr) oraz f{x) = 0 dla
x > xr (f jest ggstosciag dystrybuanty F).

Jezeli
& OIO
Mxe 1= F(1)
to
lim P{max( X, X,, ..., X,)<a, +bx}=H, (x),
gdzie

a, = o(F)

b, :a)(F)—inf{le—F(x)gl}
n
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oraz

Ho () 1 dla x>0,
xX)=
27 exp(—(—x)") dla x<0.

¢) Zatozmy, ze f ma ujemng pochodng /" dla wszystkich x w pewnym
przedziale

(xy,%p), (x, <o) oraz f(x)=0

dla x >x, (zauwazmy, ze dopuszczamy tutaj przedziat (x,,+o0)). Jezeli

i SOA=F@) _
x, f2 t)

b

to

lim P{max(X,, X,, ..., X,)<a, +b,x}=H, ,(x),

n—

gdzie ciagi liczbowe a, i b, moga by¢ postaci

a, =inf{x:l—F(x)Sl}
n

oraz
b, =R(a,),
gdzie

(F)

R(t)=(1-F(1)" f(l —F(0)dy

H;,(x) = exp(—exp(—x)), x € R.

Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie podaje warunki wystarczajace,
aby dystrybuanta graniczna miala jedna z podanych trzech postaci.
W literaturze te trzy klasy dystrybuant nazywamy odpowiednio: dystry-
buantami typu I, typu I i typu IIL

Analogicznie, korzystajac z rownosci:

max( X, X,, ..., X,)=—min(-X|, =X, ...,— X)),
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mozna wykazaé, ze dystrybuantami granicznymi zmiennych

min(X,, X,,---, X))

moga by¢:

l—exp(—(—x)7), x<0,

Typ L: L (x)=
yp l,}/( ) {1’ x> O
l—exp(—x"), x>0,

Typ II: L, (x)=
yp 2, (X) { ’ £ <0,
Typ I1I: L, (x)=1—exp(—exp(x)), xeR.

Aby zilustrowaé przydatno$¢ twierdzenia, rozwazmy nastepujacy
przyktad.

Przyklad 1. Mozna wykazaé, ze do obszaru przyciggania dystrybuanty
typu I nalezy dystrybuanta postaci

F(x)=l+larctgx, XER,
2

czyli dystrybuanta rozktadu Cauchy“ego.
Elementarnie wykazuje si¢, ze
m 1 - F(tx) _1
e | -F() x

5

a zatem

n—>0

lim P{ max(X,,X,, ..., Xn)<bn}:exp[—lj, x> 0.
X

State b, mozna wyznaczy¢ z relacji

T T
b o=tg] Z-7|
=57

Przyktadem innego rozktadu nalezacego do obszary przyciggania typu |
jest np.: rozktad Pareto. Do obszaru przyciggania dystrybuanty typu II
naleza m.in.: rozktad jednostajny oraz standardowy rozktad Plancka,
natomiast do obszaru przyciggania dystrybuanty typu III nalezag m.in.:
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rozktad normalny N(0, 1) oraz rozktad wykladniczy. Okazuje si¢ takze, ze
nie dla wszystkich rozktadéw istnieje zdegenerowana dystrybuanta
graniczna jednego ztych trzech typoéw. Przyktadami moga by¢ rozktad
geometryczny oraz rozklad Poissona, dla ktorych przy dowolnym wyborze
statych a, 1 b, prawdopodobienstwo zdarzenia

max(Xl, D, GO Xn)< a,+bx

wynosi 0 lub 1. Jak wspomniano na poczatku, Smirnow uogolnit teori¢
granicznych rozkladow maksimum na przypadek A-tej statystyki
ekstremalnej. Mowi o tym ponizsze twierdzenie, zaczerpnigte z pracy
Czekaty (M. Czekata (2001)).

Twierdzenie 2 (rozklad k-tych statystyk pozycyjnych). Jezeli dla
pewnych ciggow a,, b, >0 oraz k> 1 zachodzi relacja

lim P{X <a,+bx}=H®"(x),

n—k+ln
n—»0

wowczas dla

Z =max(X,, X,,.... X,)

n
zachodzi

lim P{Zn <a, +b”x} = H(x),
gdzie H(x) jest jednq z dystrybuant maksymalnie stabilnych (tzn. H; x),
H>, (x) oraz H3 o(x)). Ponadto funkcja H(k)(x) ma postac:
k—1
1
H"(x)= H(x)- 1 lnH(x)
t=0
Twierdzenie odwrotne jest rowniez prawdziwe. Zatem mozna
stwierdzi¢, ze przynalezno$¢ dystrybuanty granicznej do danego obszaru
przyciggania determinuje posta¢ rozkladu k-tej statystyki pozycyjne;j.
Analogicznie twierdzenie zachodzi dla miniméw (M. Czekata (2001)).
Zajmiemy si¢ teraz szacowaniem szybkosci zbiezno$ci rozkladow
statystyk pozycyjnych do rozkltadow granicznych. Okazuje sig, ze
zagadnienie to sprowadza si¢ do szacowania szybkos$ci zbiezno$ci rozktadu
dwumianowego do rozkladu Poissona. Ponizsze dwa twierdzenia
znajdujemy w pracy Dziubdzieli (W. Dziubdziela (1977)).
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Twierdzenie 3. Jezeli

B(x;n,p)= ). (njp’(l—p)”‘r

0<r<x

Jjest dystrybuantq rozktadu dwumianowego oraz

1
O<p<—,
P 2
wowczas
| R 1
sup |B(x;n, p)—P(x,np)+5np P (x,np) < —C(n, p),
—00< X <0 n
gdzie
C(n )—lﬂ'e (2np)(np)’| ——+
D) = 5 P 2p)npY | 3

+En3;+§n2 ! +np |e 2n21+£L
0"’ U—2py 3 122y P)TRITPUTTRPIT,))|

Nastepne twierdzenie daje oszacowanie szybko$ci zbieznos$ci w twier-
dzeniu granicznym dla ekstremalnych statystyk pozycyjnych.

Twierdzenie 4. Jezeli
1
—<F <1,
5 )

to dla kazdego k=1, 2, ... mamy

E9(y,)~®,(x) +§np2<yn)P*(k,np(yn>) <

L(x)
I u* e du

np(y,)

<L cmpi)+
n

b

(k-1)!
gdzie

p(r,) =1=F(y,), L(x) = lim np(»,) .
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Dowody powyzszych twierdzen takze mozna znalezé w pracy
Dziubdzieli (W. Dziubdziela (1977)).

3. Podsumowanie

Powyzsze rozwazania miatly na celu przyblizenie podstawowych
twierdzen 1 faktow dotyczacych teorii rozkladéw  granicznych
ekstremalnych statystyk pozycyjnych. Teoria ta jest czgsto wykorzystywana
nie tylko w wspomnianych badaniach niezawodnosci, ale réwniez w wielu
innych zagadnieniach praktycznych.

Przyktadami takich zagadnien opisanych w literaturze moga by¢:

e Dbadanie wytrzymalto$ci materiatlow (E.J. Gumbel (1962)),

¢ badanie maksymalnego czasu czekania na obstuge w teorii obstugi
masowej (W. Whitt (1974)),

e badanie maksymalnej dlugosci kolejek w teorii obslugi masowe;j
(C.W. Anderson (1970)),

e szacowanie maksymalnych przyboréw wody w rzece (E.J. Gumbel
(1962)),

e obliczanie nos$nosci konstrukcji budowlanych (B. Kopocinski,
Z. Kowal (1972)),

o weryfikacja zlozen modelu Blacka-Scholesa w ekonometrii
(M. Czekata (2001)).
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