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DIDACTICS OF MATHEMATICS
No. 5-6 (9-10) 2009

Tadeusz Janaszak
(Wroctaw)

0O KONIECZNOSCI NAUCZANIA
LICZB RZECZYWISTYCH
I TRYGONOMETRII HIPERBOLICZNEJ
W KONTEKSCIE UZYCIA PROGRAMU MATLAB

Abstract. The text is an appeal to return the teaching of complex numbers and trigonome-
try to the economic schools; without these branches it is impossible to working with the
program Matlab.

Key words: hyperbolic trigonometry, complex number, program Matlab.

1. Wstep

W roku akademickim 2008/2009 Katedra Matematyki i Cybernetyki
rozpoczela prowadzenie ¢wiczen laboratoryjnych z uzyciem programu
Matlab. Semestralny kurs zmusza do poczynienia kilku uwag na temat
programéw nauczania matematyki, w dotychczasowych bowiem kursach
pomijane sg tresci, ktorych znajomos$¢ jest konieczna do zrozumienia wyni-
kow operacji przeprowadzanych na komputerze w programie Matlab.

2. Liczby zespolone

W dyskusjach programowych prowadzonych w $§rodowisku uczelni
ekonomicznych pada pytanie: Po co ekonomiscie znajomos$¢ liczb zespo-
lonych? Neguje si¢ te potrzebe i tym samym wyrzuca nauczanie waznego
dzialu matematyki z programéw wszystkich kierunkow, wyjawszy wydziat
inzynieryjny, gdyz w naukach technicznych liczby zespolone sg narzgdziem
koniecznym do opisu zjawisk fizykalnych o charakterze fazowym. Na nic
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zdaja si¢ argumenty, ze znajomos¢ liczb zespolonych nalezy do podstawo-
wych elementow kultury, ktérej matematyka jest czegscia, ze brak elemen-
tarnej wiedzy z dziedziny liczb zespolonych kompromituje cztowieka z
wyzszym wyksztatceniem, ktéry w programie nauczania miat elementy
matematyki wyzszej. Wreszcie u ubieglym roku Akademia Ekonomiczna
we Wroctawiu zmienita nazw¢ na Uniwersytet Ekonomiczny. Termin uni-
wersytet pochodzi od tacinskich stow: universitas, atis — catosé, ogot,
universum, i — calos¢, wszechswiat, universus, a, um — caly, wziety jako
calosé¢, wszystek, ogolny, powszechny (J. Pienkos (1993), str. 388), a zatem
nadanie uczelni zaszczytnego tytulu obliguje ja do tego, aby w jej pracy
naukowej 1 dydaktycznej nauki ekonomiczne zostalty osadzone w szerokim
konteks$cie nauki traktowanej jako cato§¢ oraz kultury (por. T. Janaszak
(2009), str. 7-20). Zawezanie tematyki zaje¢ do tresci utylitarnych, ktore
maja by¢ przydatne ekonomiscie, powoduje, ze Uniwersytet Ekonomicz-
ny dryfuje w kierunku wyzszej zawodowej szkoty ekonomicznej', a nie
uniwersytetu. W roku akademickim 2008/2009 w zajeciach z algebry linio-
wej trzeba byto przerwac prowadzenie tematu liczb zespolonych na podsta-
wie argumentu: po co ekonomiscie znajomosé liczb zespolonych’.

Padaty argumenty typu: w dobie elektronicznej techniki obliczeniowe;j
szkoda czasu na nauczanie liczb zespolonych, lepiej w to miejsce ¢wiczy¢
postugiwanie si¢ programem Matlab. I wlasnie doswiadczenia nabyte pod-
czas ¢wiczen laboratoryjnych z Matlabem wykazaty, Zze racje maja nie ci,
ktorzy chca redukowaé zakres matematyki teoretycznej, lecz ci, ktorzy
uwazaja, ze nie ma nic bardziej waznego dla wyksztatcenia ekonomisty, jak
whasnie duza ilo§¢ matematyki teoretycznej’. Bez znajomosci teorii liczb
zespolonych nie mozna korzysta¢ z najprostszych operacji w Matlabie.

Program Matlab jest tak skonstruowany, ze po podaniu wspot-
czynnikéw dowolnego wielomianu stopnia n program oddaje, po podaniu
odpowiedniej komendy, n pierwiastkow tego wielomianu. Jes§li dany pier-
wiastek jest wielokrotny, zostaje pokazany tyle razy, jaka jest jego krotnos¢.

"W sformutowaniu tym nie nalezy dopatrywac si¢ pejoratywnej oceny Wyzszej Szkoty
Ekonomicznej, ktora byla poprzedniczka Akademii Ekonomicznej i w ktorej zarowno
liczba godzin matematyki, jak i zakres wyktadanego na wysokim poziomie materiatu byt
godny miana uniwersytetu. W chwili obecnej nazwa poszta w gore, a tresci w dot, przy
czym wypowiedz autora dotyczy li tylko matematyki, a nie innych przedmiotow wyklada-
nych na Uniwersytecie Ekonomicznym.

? Autor dokonczyt na éwiczeniach temat liczb zespolonych, przy czym znajomo$é tego
zagadnienia nie byla obowigzkowa, lecz nagradzana bonusami.

3 Wypowiedzi na ten temat mozna znalez¢é w licznych pracach wieloletniego kierownika
Katedry Matematyki prof. A. Smoluka (np. A. Smoluk (1997)).
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Pierwiastki sg wyswietlane jako liczby zespolone, przy czym cz¢$¢ rzeczy-
wista 1 czg§¢ zespolona liczby jest podana w przyblizeniu dziesigtnym
z doktadnoscia, jakiej sobie zyczy uzytkownik. Moze by¢ ona bardzo duza,
obejmujaca wiele miejsc po przecinku. O ile przyblizenia dziesi¢tne nie
sprawiaja studentowi ktopotu, bo jest z nimi oswajany od szkoty podstawo-
wej, o tyle pojawienie si¢ jednostki urojonej i wprawia go w zaklopotanie
1w zasadzie pozbawia mozliwos$ci korzystania z opcji rozwigzywania row-
nan, a w koncu zniechgca do Matlaba. W tym miejscu prowadzacy musi
przerwa¢ zajecia z Matlaba 1 zrobi¢ dhuzszy wyktad na temat liczb zespolo-
nych oraz zacytowaé zasadnicze twierdzenie algebry o tym, ze wielomian

wix)=a, +a,-x+..+a, -x", (1)

gdzie wspotczynniki @; dla i = 0,1, ..., n sg liczbami zespolonymi, przy
czym a, # 0, rozktada si¢ na iloczyn czynnikéw liniowych

wx)=a,-(x=x)-..-(x—x,), 2)

gdzie liczby x; dlai =1, ..., n s3 zespolone 1 niekoniecznie rdzne. Jesli dana
liczba wystapi w rozktadzie (2) k razy, to liczb¢ k& nazywamy krotnos$cig
pierwiastka. Dla wielomiandw o wspotczynnikach rzeczywistych pierwiast-
ki moga by¢ rzeczywiste, a jesli wystapig zespolone, to bedzie ich parzysta
ilo$¢ 1 parami beda sprzezone. Takie minimum wiadomosci o wielomianach
powinien posiada¢ student korzystajacy z Matlaba.

W Matlabie istnieje odwrotna mozliwos¢. Zadaje si¢ n liczb rzeczywi-
stych lub zespolonych i po podaniu odpowiedniej komendy uzyskuje si¢
wielomian, ktérego podane liczby s3a pierwiastkami. S3 to elementarne
operacje, ktore student uczacy si¢ Matlaba powinien wykona¢. Jak jednak
ma odczyta¢ wyniki, jesli nie ma zadnych wiadomosci o liczbach zespolo-
nych? Przeciez przytlaczajaca wigkszos¢ szkot srednich nie wspomina nic
o liczbach zespolonych. Szkoda, w latach czterdziestych bowiem, w wy-
niszczonej wojng Polsce, liczb zespolonych uczono w drugiej klasie liceum
o profilu matematyczno-fizycznym (zob. S. Kulczycki, S. Straszewicz (1947),
str. 3-20). Powiedzenie, ze dawniejsze liceum byto na poziomie dzisiejsze]
szkoty wyzszej, mozna zaostrzy¢: byto na poziomie wyzszym, przynajmniej
jesli chodzi o liczby zespolone.

Obecna sytuacja nie jest jeszcze zta, poniewaz Matlaba uczg zawodowi
matematycy, ktorzy w skrotowej formie potrafig w czasie zaje¢ laboratoryj-
nych poda¢ podstawowe pojecia dotyczace liczb zespolonych. Gorzej bg-
dzie, gdy takie zajgcia poprowadzg absolwenci uczelni ekonomicznych,
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ktérzy na mocy argumentu: po co ekonomiscie znajomos¢ liczb zespolo-
nych, beda mieli o ciele liczb zespolonych pojecie mgliste lub zadne. Ten-
dencja do zastepowania matematykow przez ekonomistow w wyktadaniu
przedmiotow iloSciowych jest stala, co z pewnos$cig przyczyni si¢ do dal-
szego dryfu Uniwersytetu Ekonomicznego w kierunku szkoty zawodowe;.

3. Trygonometria hiperboliczna

Autor od lat postuluje, aby w kursie matematyki uczy¢ trygonometrii
hiperbolicznej, gdyz uzycie jej ulatwia obliczanie calek. Rozwazmy przy-
ktad:

Przyklad 1. Obliczy¢ catke

j\/a-x2+b-x+c-dx, 3)

gdzie wspdtczynniki trojmianu kwadratowego sa rzeczywiste oraz a #0.
Tréjmian kwadratowy sprowadzamy do postaci kanoniczne;.

Jesli wyrdznik trojmianu jest rowny zero, woéwczas wyrazenie podcal-
kowe ma postac

I a-(x+2b—a) dx . 4)

Dziedzina funkcji podcatkowej jest zbiorem jednopunktowym, gdy a jest
liczba ujemna. W przypadku, gdy a jest liczbg dodatnia, catke (4) zapisujemy

Ja - [|f-at, (5)

gdzie

Calka (5) rowna si¢
Ja -sent- %

1 w $lad za tym catka (4) wynosi
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%sgn[xjtij-()wif. (6)

2a 2a

Ciekawszy jest przypadek, kiedy wyréznik trjmianu jest rozny od zera.
W sytuacji, gdy zarowno wyroznik, jak 1 wspotczynnik a sg ujemne, funkcja
podcatkowa ma pusta dziedzing. Pozostaja zatem trzy przypadki, ktore
rozwazymy po kolei.

Przypadek 1.1. Zachodzg nieréwnosci:
a<0 oraz A>0.

Dziedzing funkcji podcatkowej jest przedziat domknigty zawarty mig-
dzy pierwiastkami trojmianu kwadratowego. Korzystajac z postaci kano-

nicznej, przeksztatcamy catke (3):
2
VA j\/— (mij +1-dx. (7)
2\—a 2a

2;a~(x+ij=t (8)

4-a°
A

Po podstawieniu

JA 2a
otrzymujemy:
A Iy
—————|V1—-¢t" -dt. 9)
4-a-~—a J.
Catke

[Ni-¢ -ar
obliczamy metodg podstawienia trygonometrii kotowe;j
t=cosa. (10)
Jedynka trygonometrii kotowej
cos’ a+sin’ o =1

pozwala pozby¢ si¢ pierwiastka:

j\/l—zz -dt:—jsinza-da. (11)
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Wykorzystujac jedynke i elementarne wzory trygonometrii kotowe;:
cos2a = cos’ o —sin’ a

oraz
sin2a=2-coso-sina,

dostajemy rownos¢
1 . 1
J.\/l—tz-dt:—-cosa-sma——-a, (12)
2 2
skad po powrocie do zmiennej t mamy
1 1
I\/l—tz-dtz—-t- 1—#> ——-arccos . (13)
2 2
Powracajac do zmiennej x dostajemy catke (3) w przypadku pierwszym.

Przypadek 1.2. Zachodza nieréwnosci
a>0 oraz A>0.

Dziedzing w tym wypadku jest suma dwu poétprostych domknigtych
wyznaczonych przez pierwiastki trdjmianu. Postgpujemy niemal identycz-
nie, jak w przypadku pierwszym. Catke (3) dzigki postaci kanonicznej
mozemy przedstawi¢ w postaci podobnej do wzoru (7):

2 2
‘/Zj LA (MR (14)
2Wa A 2a
Wykonujac podstawienie (8), dostajemy wzoér oddajacy catke (3) w sposob
podobny do wzoru (9):

A ;
411%-]%__1.6#. (15)

Dalej postepujemy analogicznie do przypadku pierwszego. Do obliczenia catki

[V -1-a

stosujemy podstawienie trygonometrii hiperbolicznej
t=cha. (16)
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Jedynka trygonometrii hiperboliczne;j
ch’a—sh’a =1

pozwala pozby¢ si¢ pierwiastka, podobnie jak w przypadku pierwszym
jedynka trygonometrii kotowej. Postepujac analogicznie, jak poprzednio
dostajemy rOwnos¢:

t*=1-dt=|sh’a-da. (17)
Jo J

W tym miejscu korzystamy z jedynki i wzoréw na funkcje kata podwojone-
go w trygonometrii hiperboliczne;j:

ch2a =ch’*a + sh*a
oraz
sh2a =2 -cha-sho.

Po krotkich obliczeniach dostajemy wzor analogiczny do wzoru (12):
1 1
[Ne —1-dt=—-cha-sha—=-a. (18)
2 2
Wracajac do zmiennej ¢, dostajemy wzor analogiczny do wyniku (13)

JE1adi=1.. tz—l—l-arch(t). (19)
2 2

Za pomoca podstawienia (8) powracamy do zmiennej x. Wystgpujaca
w wzorze (19) funkcja area cosinus hiperboliczny: archt jest funkcja od-
wrotng do funkcji cosinus hiperboliczny, podobnie, jak funkcja arcus cosi-
nus: arccost jest funkcja odwrotng do funkcji cosinus w trygonometrii
kotowej. Za pomoca logarytmow funkcja ta przedstawia si¢ nastgpujaco:

arch(¢)= ln(t +E —1), (20)

dziedzing jej jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich. Catke (3) w przypad-
ku drugim rozwiazuje si¢ zwykle za pomocg podstawien Eulera, ktdre nie
pozwalaja na dostrzezenie podobienstwa do przypadku pierwszego.
Rozwiazanie za pomoca trygonometrii hiperbolicznej pozwala zauwazy¢
analogie migdzy przypadkiem pierwszym i drugim, a dostrzeganie analogii
jest istota matematyki. Wiadomo, ze w dziedzinie zespolonej funkcje trygo-
nometrii kotowej 1 hiperbolicznej] wyrazaja si¢ jedne przez drugie,
a mianowicie:
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sint =—i - shi - 1) (21)
oraz
cost =ch(i-t). (22)

Nie ma zatem réznych metod rozwigzywania catki (3), gdy wyrdznik jest
rézny od zera, tylko jest jedna metoda: poprzez uzycie trygonometrii. Roz-
wazmy przypadek trzeci.

Przypadek 1.3. Zachodza nierowno$ci
a>0 oraz A<O.

Dziedzing funkcji podcatkowej jest cala prosta rzeczywista. Catke (3)
przedstawiamy analogicznie do wzoru (7) i (14):

\;\_/__j-j\/4;22-(x+%j +1-dx. (23)

Wykonujemy podstawienie analogiczne do wzoru (8):

j%-(x%—ij:l, (24)

po czym dostajemy wzdr analogiczny do wyrazenia (9) 1 (15):

NP +1-dt. (25)

4-a-~a I
Do obliczenia pozostata catka

j\/tz +1-dx.

Aby to zrobi¢, stosujemy metod¢ analogiczng do przypadku pierwszego
1 drugiego, a mianowicie podstawiamy
t=sha, (26)

po czym otrzymujemy wzor analogiczny do wzoréw (11) 1 (17):
I\/t2+1-dtzjch2a-da. (27)

Po zastosowaniu tych samych wzoréw, co w przypadku drugim, a analo-
gicznych do przypadku pierwszego, dostajemy wynik
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\/t2+1-dt:l-cha-sha+l'a. (28)
2 2

Powracajac do zmiennej ¢, otrzymujemy wynik analogiczny do wzoréw (13)
1(19):

JoAldi=L.r. t2+1+1-arsh(z). (29)
2 2

Calke (3) dostajemy po powrocie do zmiennej x przez podstawienie (24).
Funkcj¢ area sinus hiperboliczny wystgpujaca we wzorze (29) mozna wyra-
zi¢ przez logarytmy w sposob nastepujacy:

arsh(z) = ln(t +E + 1). (30)

Jest to funkcja odwrotna do funkcji sinus hiperboliczny. Dziedzing jej jest
cala prosta rzeczywista. Ze studentami na zajeciach dobrze jest rozwigzac
kilka przyktadow liczbowych. Zauwazmy jeszcze, ze podstawienia (8) 1 (24)
nie s3 dwoma réznymi wzorami, tylko réznymi postaciami jednego wzoru

2-a ( b]
= x+—|=t.
IR

Rozwazmy nastgpny przyktad:
Przyklad 2. Obliczy¢ catke

_[ dx (31)

a-x>+b-x+c’

przy zatozeniu, ze wyrdznik trojmianu kwadratowego jest rézny od zera.
Zadanie to zwykle rozwigzuje si¢ przez sprowadzenie do funkcji arcus
tangens, gdy wyroznik jest ujemny, i do logarytmu naturalnego, gdy wy-
roznik jest dodatni. W zwigzku z tym powstajg jak gdyby dwa rozne zada-
nia, a mozna to zrobi¢ jednolicie, sprowadzajac wynik do funkcji area
tangens hiperboliczny w przypadku dodatniego wyroznika. Przy takim
podejsciu widaé, ze nie mamy do czynienia z dwiema metodami, lecz
z jedng. Rozwigzemy w skrécie oba przypadki. W obu korzystajac z postaci
kanonicznej, catke (31) przedstawiamy w formie
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1 dx
—. . (32)
a j b)Y A
xX+—| —
2a 4a*

Przypadek 2.1. Wyr6znik tréjmianu jest ujemny.

Przed catk¢ wyciggamy liczbe
4q*
-A
i dostajemy wzor wyrazajacy catke (31) w formie
da f_d
-A 1
gdzie zmienne x oraz ¢ s3 zwigzane podstawieniem (24). Ostatecznie roz-
wigzanie caltki (31) dostaniemy, uzywajac wzoru

(33)

[ tzdfr - = arctg (). (34)
przy czym nietrudno zastosowa¢ wzor (33) oraz powroci¢ do wyjsciowej
zmiennej x za pomoca podstawienia (24).

Przypadek 2.2. Wyr6znik trgjmianu jest dodatni.
W wzorze (32) przed catke wyciggamy czynnik

4q°

A

Calka (31) przedstawia si¢ wowczas w formie
4a dt
A -1

gdzie zmienne x oraz ¢ s3 zwigzane podstawieniem (8). W tym wypadku do
uzyskania rozwigzania caltki (31) wystarczy wzor

35)

dt
Jy =anthlc), (36)

gdzie funkcja area tangens hiperboliczny jest funkcja odwrotna do tangensa
hiperbolicznego.
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Zwykle catka

I dt
t* -1
sprowadzana jest za pomoca rozktadu na utamki proste do logarytmu natu-
ralnego. Zachodzi wzor
I 1+¢
arth(z) S (37)

W wigkszos$ci podrgcznikow do analizy matematycznej przyklady catek
rozpatrywane w artykule sprowadza si¢ do logarytmow (np. W. Krysicki,
L. Wiodarski (2003)). W skrypcie Politechniki Wroctawskiej autorzy
wspominajg o funkcjach trygonometrii hiperbolicznej i funkcjach odwrot-
nych do nich oraz zalecaja podstawienia takie, jak w przyktadzie pierw-
szym. Podstawienia trygonometrii hiperbolicznej omawiane sa w radziec-
kim poradniku encyklopedycznym I.N. Bronsztejna 1 K.A. Siemiendiajewa
(1990). W $rodowisku uczelni ekonomicznych metody te sg raczej unikane,
aby nie rozszerza¢ wyktadu analizy matematycznej o funkcje trygonometrii
hiperbolicznej. Kazda bowiem proba rozszerzania wyktadanych tresci kon-
czy si¢ atakiem: po co ekonomistom tyle matematyki. Nie przekonuja
argumenty, ze obie trygonometrie: kotowa 1 hiperboliczna stanowig peiny
zasob srodkéw do obliczania catek wymiernych i wyrazen wymiernych
zawierajacych pierwiastki troymianu kwadratowego, ze obie trygonometrie
wyktadane tacznie daja co$, co matematycy nazywaja elegancjg. Autor od
dawna przekonuje, ze wlasnie tak powinien by¢ prowadzony wyktad, lecz
przekonuje bezskutecznie. Z pomoca autorowi przychodzi program Matlab.
Przy obliczaniu bowiem catek w programie symbolicznym odpowiedzi
Matlaba sa formulowane z uzyciem funkcji trygonometrii hiperbolicznej
1 funkcji odwrotnych do nich. Chcagc w sposob sensowny uczy¢ postugiwa-
nia si¢ programem Matlab, nalezy w kursie analizy matematycznej wpro-
wadzi¢ trygonometri¢ hiperboliczng. Rozwigzane w artykule przyktady
Ww zamiarze autora maja zacheci¢ prowadzacych przedmioty ilosciowe do
zainteresowania si¢ tematem trygonometrii hiperbolicznej, by mozna bylo
w sposob sensowny korzysta¢ z programu Matlab.
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