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Streszczenie: W pracy omowiono model procesu kojarzenia zaproponowany przez dwoch
amerykanskich matematykow: D. Gale’a i L.S. Shapleya. Podstawowym zdefiniowanym
przez nich pojeciem byt przydziat stabilny, ktory mozna osiggnac za pomoca tzw. algorytmu
odroczonej akceptacji. W artykule dokonano analizy problematyki poruszanej przez teorig
stabilnych alokacji na gruncie teorii grafow. Studia literatury wykazaly, ze zagadnienia po-
ruszane przez t¢ teori¢ mozna analizowa¢ za pomoca grafow dwudzielnych i sieci wazo-
nych. Sformutowano réowniez warunki, jakie nalezy spelni¢, aby problem kojarzenia miat
rozwigzanie. Odwotano si¢ do rynku pracy, gdyz poruszane zagadnienie ma zastosowanie
w praktyce, szczegolnie w projektowaniu systemow rekrutacji pracownikow do firm. Celem
artykutu bylo przedstawienie problemu dwustronnych skojarzen za pomoca jezyka teorii
graféw oraz wskazanie mozliwosci aplikacyjnych w obszarze poszukiwan i dopasowan o0sob
poszukujacych pracy i pracodawcow.

Stowa kluczowe: skojarzenia, przydzial optymalny, grafy.

Summary: The paper discusses a model of matching process which was proposed by two
American mathematicians: David Gale and Lloyd S. Shapley. The basic concept defined by
them was the stable allocation, which can be achieved with so-called deferred acceptance
algorithm. The article analyzes the problems discussed by the theory of stable allocations on
the basis of graph theory. It has been shown that the issues raised by this theory can be ana-
lyzed using bipartite graphs and networks weighted. They also formulated conditions which
should be met in purpose to solve a problem of matching. References relate to the labor
market, as a discussed issue is applicable in practice, especially in the design of systems of
recruitment companies. The aim of the article is to present the problem of bilateral associa-
tions with the use of the language of graph theory and an indication of possible applications
in the area of search and match of job seckers and employers.

Keywords: associations, optimal allocation, graphs.
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1. Wstep

Jedna z podstawowych kwestii zarzadzania kapitatem ludzkim jest problem alokacji
polegajacy na przydzieleniu pracownikom zaj¢¢ zgodnie z ich kwalifikacjami. Na-
rzedziem umozliwiajacym jego rozwigzanie jest tak zwana optymalizacja kombina-
toryczna i aplikacja narzedzi teorii grafow.

Teoria graféw w ostatnim czasie nabrata szczegolnego znaczenia w zarzadzaniu
(kapitatem Iudzkim), informatyce, chemii, biologii, psychologii, a takze w zagadnie-
niach spolecznych i socjologicznych.

Problemem alokacji zajmowali si¢ w swoich pracach L.S. Shapleya i D. Gale’a.
Celem ich badan byto opracowanie takiego systemu rekrutacji, ktory dopasowatby
kandydatéw do uczelni w taki sposob, ze oczekiwania zardwno uczelni, jak i kandy-
datow bylyby uwzglednione w jak najwigkszym stopniu. Oznacza to, ze kandydat
dostanie si¢ do mozliwie najbardziej preferowanej uczelni, a uczelnia bedzie miata
studentow z najwigksza wymagang liczba punktoéw. Wazne bylo rowniez, aby system
ten byl prosty i pozbawiony elementu niepewnos$ci, ktora byla §cisle zwigzana
z poprzednim systemem rekrutacji i towarzyszyta obydwu stronom biorgcym udziat
w procesie. Efektem ich pracy byto opublikowanie w 1962 r. artykutu College ad-
missions and the stability of marriage. Autorzy przedstawili w nim model procesu
rekrutacji i wprowadzili pojecie optymalnego dopasowania kandydatow do szkot.
Dodatkowo dowiedli, ze zawsze istnieje dokladnie jeden przydziat optymalny
[Switalski 2008, s. 35-36].

Wskazane kwestie dotyczace alokacji sg okre§lane mianem dwustronnych skoja-
rzen i mozna je zilustrowac za pomoca jezyka teorii grafow. W literaturze matema-
tycznej problem ten jest przedstawiany na przyktadzie procesu kojarzenia matzenstw.
Celem niniejszej publikacji jest omowienie podstawowych zagadnien poruszanych w
ramach teorii stabilnych alokacji za pomoca narzedzi teorii graféw oraz wskazanie
mozliwosci aplikacyjnych w obszarze poszukiwan i dopasowan osob poszukujacych
pracy i pracodawcoéw. W zwiazku z tym definicje optymalnego przydzialu zaadap-
towano na potrzeby rynku pracy oraz poré6wnano skojarzenie optymalne z réznego
typu skojarzeniami definiowanymi w ramach teorii grafow.

W artykule odwotano si¢ do rynku pracy, ilustrujac omawiane pojecia na przy-
ktadzie dopasowywania bezrobotnych do pracodawcow, gdyz poruszana problema-
tyka znajduje praktyczne zastosowanie w obszarze projektowania systemow rekruta-
cji pracownikéw do firm.

2. Teoria stabilnych alokacji

Przypadek, w ktorym mamy do czynienia z systemem doboru pracownikéw do po-
tencjalnych pracodawcdow, jest bardzo zblizony do modelu rekrutacji kandydatéw do
szkot przedstawionego we wspomnianej juz pracy z 1962 r.
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Przed przystagpieniem do sformutowania modelu nalezy poczyni¢ kilka zatozen.
Po pierwsze, przyjmijmy, ze dane sa dwa zbiory: zbior bezrobotnych (B) i zbior
pracodawcow (P), takie, ze B = {By, By, ..., By} oraz P = {P;, P,, ..., B, }. Bezrobot-
ni (na potrzeby niniejszej pracy nazywani rOwniez poszukujacymi pracy) moga usze-
regowac pracodawcow wedhlug swoich preferencji od najbardziej preferowanych do
najmniej. Analogicznie: kazdy z pracodawcow moze tego dokona¢ na zbiorze B,
czyli wzgledem poszukujacych pracy. Tego typu uszeregowanie nazywane jest
ostrym liniowym porzadkiem. Dodatkowo nalezy przyja¢ zatozenie, ze kazdy poszu-
kujacy pracy moze by¢ przyjety do co najwyzej jednej firmy oraz kazda firma moze
przyjac¢ pewien limit kandydatow (q), gdzie najczgsciej ¢ = 1. Dodatkowo pojecie
skojarzenia bedzie uzywane w stosunku do pojedynczej pary: poszukujacy pracy —
pracodawca. Z kolei w przypadku wszystkich n par bedzie stosowane pojecie przy-
dzialu. Przyktadowo s = {B, Py, B,P,, ..., B, B,}, s jest wtedy przydziatem sktadaja-
cym si¢ z n-elementowego zbioru pojedynczych skojarzen.

Przyjmijmy, Ze rozpatrywane w modelu dwa zbiory, bezrobotnych (B) oraz pra-
codawcow (P), majg taka samg liczebno$¢ n. Kazdy z bezrobotnych porzadkuje
pracodawcow wedtug swoich preferencji od najbardziej preferowanego do najmnie;.
Tego samego dokonuja pracodawcy na zbiorze osdb poszukujgcych pracy. Praco-
dawcy najczesciej, tworzac ranking kandydatow, biora pod uwage ich doswiadczenie
oraz wyksztatcenie, natomiast poszukujacy pracy kierujg si¢ zazwyczaj przewidywa-
nymi zarobkami, prestizem czy tez zainteresowaniami. Celem procedury jest stwo-
rzenie m par (skojarzen) postaci B;P;, gdzie dla danego przydziatlu s symbolem B;
oznaczono bezrobotnego bedacego w parze z pracodawca z P;. Nalezy takze przyjac
zalozenie, ze kazdy pracodawca bgdzie dazyt do zapelienia wakatu i kazdy poszu-
kujacy pracy znajdzie zatrudnienie (w zwigzku z tym nie przewiduje si¢ sytuacji, ze
w zbiorach pozostang elementy bez pary).

Definicja 1. Przydzial s nazywany jest niestabilnym, jesli istniejg dwaj bezro-
botni B; i B, bedacy w parze odpowiednio z pracodawcami P; i P, , mimo ze bezro-
botny B, woli pracodawce P; od swojego aktualnego pracodawcy i pracodawca
P;woli bezrobotnego B, od swojego aktualnego pracownika. Para B, P; nazywana
jest w takiej sytuacji blokujaca przydziat s [Shapley, Gale 1962, s. 10]. Przypadek
ten mozna zapisac nastepujaco:

s: (B1Py1), (B2 P2),
ale
BZ: Pl >(BZ) Pz
oraz

P]_: Bl <(p1) Bz.
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Bazujac na tej definicji, mozna wyciagng¢ wniosek, ze skojarzenia, dla ktérych
istniejg skojarzenia blokujace, nie sa trwate 1 majg tendencje do rozpadu. W zwiazku
z tym mozna sformutowac nastgpujace stwierdzenie.

Definicja 2. Dany przydzial s jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy s nie jest
blokowane przez zadng inng par¢ [Shapley, Gale 1962, s. 10], czyli inaczej to ujmu-
jac — nie istnieje para B; P; taka, ze:

B,:: P] >(Bi) P i
oraz
Fy:Bi >y Bj.

W dalszej czgsci tekstu rozwazono nastepujacy przypadek: niech bgdzie dany

zbidr 0s6b poszukujgcych pracy (bezrobotnych) B = {B;, B,, B3, B} oraz zbior czte-

rech przedsiebiorstw (pracodawcow) P = {P;, P,, P;, P,}. Preferencje poszczegol-
nych elementow zbioru sg jak na rys. 1.

Bl:P2P3P1P4
BZ:P3P2P4P1
B3:P3P4P1P2
B4:P1P2P4P3

P 1+ B 2 B4 B 3 B 1

P. 2+ B4_ B3 Bl BZ

P. 3. Bz Bl B4_ B3

P, 4+ B 3 Bl B4 B 2
Rys. 1. Przyktad zbioru pracodawcow i zbioru bezrobotnych oraz ich preferencje
Zrédlo: opracowanie whasne.

W zapisie tym B;: P, P; P; P, oznacza liniowy porzadek preferencji bezrobotne-
go B;, z ktérego wynika, Ze najchetniej wybratby on pracg w przedsigbiorstwie Py,
natomiast najmniej chetnie prace w przedsigbiorstwie oznaczonym jako P,. Liczba
mozliwych skojarzen to

N; =nl,
gdzie n oznacza liczbe elementdéw zbioru. W analizowanym przyktadzie wystepuja
24 skojarzenia.
Rozpatrzmy teraz dwa przydzialy s i p. Niech s bedzie takie, ze:
s = {ByPs,B4Py, B3Py, B, Py},
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oraz niech przydziat p bedzie taki, ze
p = {BP3, B4P;, B3P, B, P}.

Latwo zauwazy¢, ze s jest przydziatem stabilnym, w przeciwienstwie do p,
w ktorym dokonano zamiany (bezrobotnych B, i B; zamieniono pracodawcami). Na
tej zamianie skorzystat jedynie pracodawca oznaczony symbolem P,. Pracodawca P;
oraz pracownicy B; i B, stracili z punktu widzenia swoich wlasnych preferencji.

Czgsto zbidr przydzialdéw stabilnych zawiera wigcej niz tylko jeden element.
W zwigzku z tym zasadne jest sformutowanie kolejnej definicji.

Definicja 3. Przydzial stabilny s jest optymalny (z punktu widzenia jednej ze
stron), jesli dla bezrobotnego/pracodawcy i dla dowolnego przydziatu stabilnego p
zachodzi:

s(B;) =p; p(By).

Inaczej ujmujac, oznacza to, ze skojarzenie optymalne dla pracownika jest nie
gorsze od dowolnego skojarzenia stabilnego.

W literaturze przedmiotu dowiedziono, ze skojarzenia optymalne istniejg zawsze
(co najwyzej jedno dla kazdego zbioru). Przydzial ten mozna otrzymaé¢ w wyniku
dziatania algorytmu odroczonej akceptacji opisanego w pracy [Shapley, Gale 1962].
Wspomniany algorytm (w skrocie GS) wyznaczenia skojarzenia optymalnego znaj-
duje réwniez zastosowanie w analizowanym przykladzie. Przyjmijmy, Ze strong
inicjujaca sa osoby poszukujace pracy (B). W pierwszym kroku kazdy bezrobotny
(B, By, B3, B,) wybiera, wedtug listy swoich preferencji, najbardziej pozadane miej-
sce pracy. W kolejnym kroku pracodawca, ktory otrzymatl wigcej niz jedno zgtosze-
nie, wybiera jedno z nich (najlepsze ze swojego punktu widzenie). Pozostali w zbio-
rze (B) poszukujacy pracy, ktorych zgloszenia zostaly odrzucone przez pracodaw-
cow, skreslajg ze swojej listy preferencji tych pracodawcow, ktdrzy ich nie przyjeli.
Procedura ponownie przechodzi do kroku pierwszego i przebiega wedtug tego same-
go schematu, az do momentu, w ktérym zbiodr bezrobotnych (B) pozostaje pusty,
czyli kazdy poszukujgcy znalazt pracodawce. Wada tego algorytmu jest liczba itera-
¢ji (wynikajgca z liczebnosci obydwu zbioréw n), ktora wynosi n — 1.

W sytuacji, gdy strong inicjujaca sga osoby aplikujace o prace, otrzymane w ten
sposob dopasowanie jest optymalne z punktu widzenia tylko bezrobotnych. Jesli
strong rozpoczynajaca catg procedure sg pracodawcy, to otrzymane rozwigzanie by-
loby optymalne dla zbioru pracodawcow.

Zaprezentowany algorytm opisano w artykule w College admissions and the sta-
bility of marriage. Od tego czasu prace nad nim znacznie si¢ posungty. W literaturze
mozna znalez¢ rozwazania dotyczace wlasnosci oraz roéznego rodzaju uogélnien tego
algorytmu. Opisana zostata takze struktura zbioru skojarzen stabilnych oraz liczba
mozliwych skojarzen stabilnych. Stwierdzono, Zze jedna z waznych wiasnosci tego
modelu jest tak zwana niemanipulowalno$¢, polegajaca na tym, iz wykluczona jest
mozliwo$¢ manipulowania preferencjami przez jedng ze stron. Niektorzy uczestnicy



Grafy a teoria stabilnych alokacji 107

procesu rekrutacji mogliby podawaé nieprawdziwe preferencje po to, aby znalez¢ si¢
u lepszego pracodawcy od tego, u ktorego mogliby si¢ znalez¢ podajac swoje rze-
czywiste preferencje [Switalski 2008, s. 42]. Wlasnos¢ ta jest szczegdlnie wazna w
procesach rekrutacji.

Badania zapoczatkowane przez D. Gale’a i L.S. Shapleya z czasem zostaly roz-
winigte w teori¢ stabilnych alokacji, czyli dyscypling zajmujacg si¢ poszukiwaniem
stabilnych zwiazkéw migdzy jednostkami lub grupami na rynkach, na ktérych proste
reguly rynkowe nie majg zastosowania. Wykorzystuje ona narzedzia teorii gier oraz
ekonomii eksperymentalnej. Teoria ta ma szerokie praktyczne zastosowania, m.in.
w modelowaniu wielu zjawisk ekonomicznych, spotecznych, czy tez biologicznych.
Jednym z takich przyktadow sa badania A.E. Rotha i M.A. Sotomayor [Roth 1984;
2002; Roth, Sotomayor 1992]. Dokonali oni scalenia teorii zajmujacej si¢ proble-
mem stabilnych alokacji rynkowych z praktycznymi aspektami projektowania ryn-
koéw. Teoria ta weszta przede wszystkim do praktyki rynkéw pracy, szkolnictwa
i systemow medycznych, gdyz to wlasnie w nich maja miejsce tzw. dwustronne po-
szukiwania. Wkitad A.E. Rotha do teorii stabilnych alokacji polega przede wszystkim
na tym, iz udowodnit on, ze na dwustronnym rynku, opierajac si¢ na zbiorze prefe-
rencji ujawnionych w sposob bezpieczny z punktu widzenia kazdego uczestnika
rynku, nie mozna zawsze zapewni¢ stabilnego skojarzenia. Chodzi tutaj o kwestie
dzielenia si¢ prywatng informacjg oraz wykorzystanie tych informacji przez pozosta-
lych graczy. Natomiast w przypadku rynkéw jednostronnych (np. rynek nieruchomo-
sci) kazdy uczestnik moze bez obaw ujawnia¢ swoje preferencje.

Wyzwaniem stata si¢ stabilno$¢ alokacji w zmieniajacych si¢ strukturach rynko-
wych. Znaczacym praktycznym osiggni¢ciem A.E. Rotha byta reforma amerykan-
skiego rynku kojarzenia absolwentéw medycyny z zatrudnieniem w szpitalach. Zo-
stalty wdrozone wowczas programy opierajace si¢ na doskonalszych, bardziej zaa-
wansowanych algorytmach. Nalezy tutaj przede wszystkim wspomnie¢ o dziatalno-
sci Narodowego Programu Alokacji Personelu (NRMP — National Resident
Matching Program) — organizacji pozarzadowej i non profit powotanej do zycia w
Stanach Zjednoczonych w 1952 r. w celu niesienia pomocy absolwentom szko6t me-
dycznych w dostgpie do mieszkan oraz stazy w szpitalach (uwzgledniajac réwniez
potrzeby ich wspolmalzonkow) [Stankiewicz 2013]. Przelomowym osiagnieciem
byta proba wdrozenia tzw. przyjaznej wymiany (exchange ,,in kind”). Byta to struk-
tura organizacyjna rynku wymiany nerek (dzialajaca na historycznym terytorium
Nowej Anglii) taczaca w pary biorcéw i potencjalnych dawcoéw organdw. Opraco-
wany algorytm umozliwit przeprowadzanie przeszczepéw migdzy chorymi osobami
oraz ich bliskimi. Kolejnym krokiem byty tzw. lancuchy réwnoczesnych operacji
chirurgicznych, polegajacych na tym np., ze jezeli pierwsza osoba zaproponuje hono-
rowo oddanie organu innej chorej osobie, to bliski tej osoby deklaruje si¢ zrobi¢ to
samo — w ten sposob tworzyt si¢ tancuch biorcéw i dawcow.
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3. Teoria grafow a algorytm GS

Teoria graféow jest dzialem matematyki dyskretnej, ktorej poczatki siggaja potowy

osiemnastego wieku. Ogdlnie ujmujac, nalezy stwierdzi¢, ze zajmuje si¢ ona bada-

niem wiasnosci relacji 1 ich obrazowaniem w postaci graficznej, a takze formalizo-
waniem probleméw badawczych za pomoca ujednoliconego jezyka [Ruohonen

2013]. W ostatnim okresie teoria graféw zdobywa coraz wigksze uznanie w réznych

dziedzinach nauki, poczawszy od chemii, genetyki, na socjologii i zarzadzaniu skon-

czywszy. Jednoczesnie, jako dyscyplina matematyczna, sama w sobie nadal wymaga

samodzielnych i teoretycznych badan [Wilson 2012].

Wychodzac od podstawowych definicji, mozna stwierdzié, ze grafem G nazy-
wamy par¢ uporzadkowang (V, E') sktadajaca si¢ ze zbioru wierzchotkow V i zbioru
krawedzi E. Zdefiniowane jest przy tym pewne odwzorowanie (nazywane funkcjg
incydencji), ktore kazdemu elementowi z E przyporzadkowuje doktadnie jedng parg
uporzadkowang lub nieuporzadkowang elementow ze zbioru V (przy czym nie muszg
by¢ to rézne elementy) [Bronsztejn i in. 2013, s. 378]. W teorii grafow rozwaza si¢
wiele uogolnien wskazanej definicji. Grafy mozna dzieli¢ na roézne kategorie w za-
leznosci od ich cech i wiasnosci.

Jednym z zagadnien teorii grafow, ktore nawigzuje do problematyki stabilnych
alokacji, sg tzw. skojarzenia. Zbior M ztozony z krawedzi grafu G nazywamy skoja-
rzeniem w G, jesli M nie zawiera p¢tli i dowolne dwie rézne krawedzie w M nie
maja punktéw wspolnych. Dodatkowo krawedz taczaca dwa wierzchotki grafu jest
do nich incydentna, czyli ma w nich swoj poczatek lub koniec. W literaturze przed-
miotu wyrodznia si¢ takze trzy najwazniejsze typy skojarzen [Bronsztejn i in. 2013,
s. 387-388]:

e Skojarzenie M* w G okreslamy jako nasycone, jesli w G nie istnieje skojarzenie
M takie, ze M* zawiera si¢ w M. Na rysunku 2 takim skojarzeniem mozna na-
zwaé M; = {{2,3},{5,6}}. W tym przypadku sformutowanie ,,nasycone” odnosi
si¢ do incydencji.

e Skojarzenie M** w G nazywamy maksymalnym, jesli w G nie istnieje skojarze-
nie M takie, ze |[M| > |M™*|. Odwotujgc si¢ do rys. 2, stwierdzi¢ mozna, ze ta-
kim skojarzeniem jest M, = {{1,2},{3,4},{5,6}}. Inaczej to uymujac: skojarze-
nie M w grafie G jest najwigcksze, gdy w G nie ma Sciezki, wzdhuz ktérej moz-
liwe bytoby powickszenie M.

e Skojarzenie M w G o tej wlasnosci, ze kazdy wierzcholek tego grafu jest incy-
denty z pewng krawedzig z M, nazywane jest skojarzeniem doskonatym.
Dodatkowo mozna stwierdzi¢, ze kazde skojarzenie doskonale jest najwigksze

(maksymalne), ale nie kazde skojarzenie maksymalne jest doskonate. Whasnosc¢ te

spetia roéwniez przytoczony wczesniej przyktad skojarzenia M.

Problematyke zwigzang z teorig stabilnych alokacji mozna przedstawi¢ rOwniez
za pomocg graféw dwudzielnych. Graf dwudzielny (zwyczajny) zapisuje si¢ jako
G = (V; UV,,E), co oznacza, ze zbidr jego wierzcholtkow mozna podzieli¢ na dwa
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niepuste V; # @,V, # @ oraz roztgczne podzbiory V; N V, # @ takie, ze kazda kra-
wedz e € E ma jeden wierzchotek w V; oraz jeden w V, [Wojciechowski, Piefikosz
2013, s. 28]. Mozna wyszczegolni¢ tzw. pelne grafy dwudzielne, czyli takie, w kto-
rych kazdy wierzchotek z V; polaczony jest krawedzig z kazdym wierzcholkiem
z V,. W grafach dwudzielnych mozna takze wyodrebni¢ tzw. skojarzenie catkowite.
Skojarzeniem calkowitym ze zbioru V; w zbior V, grafu dwudzielnego G = (V; U
V,,E) nazywa si¢ wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ migdzy wierzchotkami
zbioru V; i wierzchotkami pewnego podzbioru zbioru V, taks, ze odpowiadajace
sobie wierzchotki sg potagczone [Wilson 2012, s. 152]. Inaczej to ujmujac, stwierdza
si¢, ze w przypadku skojarzenia catkowitego kazdy wierzcholek z V; musi by¢ skoja-
rzony. Dwie klasy wierzchotkow mogg stanowi¢ grupy podlegajace skojarzeniom,
przyktadowo: bezrobotni i pracodawcy.

Rys. 2. Skojarzenia w grafach

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Jednym z podstawowych twierdzen, ktére dotycza omawianego zagadnienia, jest
twierdzenia Halla. W swojej pierwotnej wersji podawane jest ono na przyktadzie pro-
blemu kojarzenia matzenstw. Twierdzenie definiuje warunek konieczny i1 wystarczajg-
cy do tego, aby w danym grafie dwudzielnym mogto zaistnie¢ skojarzenie catkowite.
Tym warunkiem jest to, aby dla kazdego zbioru k-pracodawcow wszyscy oni znali
Iacznie co najmniej k-bezrobotnych, gdzie 1 < k < m, a m jest liczbg wszystkich
pracodawcow [Halmos, Vaughan 1950, s. 214]. Jest to warunek konieczny, poniewaz
gdyby nie byt on spetniony dla pewnego zbioru k, to dla elementoéw z tego zbioru nie
byloby mozliwe znalezienie skojarzenia catkowitego, a tym bardziej nie byloby to
mozliwe dla catego zbioru m. W literaturze sa rowniez podawane liczne dowody na to,
ze cytowane twierdzenie stanowi rowniez warunek konieczny (szerzej o samym twier-
dzeniu w [Halmos, Vaughan 1950, s. 214-215; Wilson 2012, s. 152-153]).

Zagadnienie to mozna zilustrowaé na przykladzie grafu dwudzielnego G, ktory
tworza dwa rozlagczne zbiory wierzchotkéw: P i B, oznaczajace odpowiednio zbior
pracodawcow i zbior poszukujacych pracy. Krawedzie w tym przypadku oznaczajg
wzajemne znajomosci. Wszyscy z pracodawcy znajg tgcznie pigciu bezrobotnych,
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w zwiazku z tym istnieje skojarzenie catkowite. Pogrubione linie wyznaczajg przy-
ktad takiego skojarzenia.

Tabela 1. Graf dwudzielny

P (pracodawcy) B (bezrobotni)
p: by, by
p2 b, b3 by
p3 b
P4 by, by, bs
Zrbdto: opracowanie wiasne. Rys. 3. Przyktad skojarzenia catkowitego w grafie

dwudzielnym

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Z twierdzenia Halla wywodzi si¢ rowniez teoria transwersal. Jezeli B jest niepu-
stym zbiorem skonczonym (w tym przypadku jest to zbidr bezrobotnych) oraz F jest
pewng rodzing niepustych podzbiorow B taka, ze F = (S, ..., Sp), to transwersalg
rodziny F nazywa si¢ zbior m roznych elementow zbioru B, wybranych po jednym
z kazdego S; [Wilson 2012, s. 155]. Powracajac do przyktadu poprzedniego (tab. 1),
zbior 0sob poszukujgcych pracy mozna podzieli¢ na cztery podzbiory, w zaleznosci
od znajomosci z potencjalnymi pracodawcami, tj.:

S5 = {bz'b4} S, = {bz'b3»b4} S5 = {b1} Sy = {b1'b4' bs}-

Jak wida¢, zbior S; jest zbiorem tych bezrobotnych, ktoérych zna badz preferuje
pracodawca p;. Transwersalg natomiast jest w tym przypadku zbidér m tych bezro-
botnych, ktorzy zostali wybrani przez jednego pracodawce. Przyktadowo transwersa-
la rodziny F jest {b,, b3, b1, bs}. W tym przypadku rodzina F ma rowniez wiele
transwersal cze$ciowych.

Problem polega na tym, ze nie kazdy element nalezgcy do zbioru S; moze by¢
w tym samym stopniu preferowany. Wszystkie elementy zbiorow sg traktowane jako
jednorodne, tej samej wagi, nie uwzglednia si¢ tutaj jakiegokolwiek uporzgdkowania
preferencji. Natomiast nalezy zauwazy¢, ze w praktyce wcale nie musi tak by¢. Od-
wolujac si¢ chociazby do omawianego przykladu rynku pracy, trzeba stwierdzi¢, ze
pracodawcy w trakcie procesu poszukiwania pracownika dokonuja swojego wyboru,
kierujac si¢ przede wszystkim wyceng wartosci produktu, jaki jest w stanie wytwo-
rzy¢ dany kandydat. Zazwyczaj tworza rankingi na podstawie wlasnych preferencji.
Do tej pory omoéwione zagadnienia nie pozwalaja na uwzglednienie tego problemu,
traktujac wszystkie elementy zbioréw jako homogeniczne i tej samej wagi. Skojarze-
nie calkowite w rozumieniu teorii grafow oczywiscie nie zawsze bedzie skojarze-
niem optymalnym/stabilnym, zdefiniowanym w ramach teorii stabilnych alokacji.
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W celu uwzglednienia wspomnianych preferencji nalezy zastosowaé grafy wa-
zone. W tym miejscu warto wspomnie¢ o problemie najtanszego skojarzenia. Zakta-
da si¢ w tym przypadku, ze graf jest wazony, tzn. kazda krawedz e € E w grafie
G = (V,E) ma okreSlony koszt (wagg). Celem jest znalezienie w tym grafie skoja-
rzenia doskonalego z jak najmniejszg suma kosztow krawedzi (o ile ono istnigje).
Problem najtanszego skojarzenia w grafie dwudzielnym jest nazywany zadaniem
przydzialu. Wynika to z licznych zastosowan tego modelu zwigzanych z optymaliza-
cjg przydzialu réznych par obiektow, szczegodlnie w procesach produkcyjnych (na
przyktad pracownikow do obstugi zlecen itp.). Do rozwigzania zadan najtanszego
skojarzenia mozna zaadaptowa¢ koncepcj¢ Sciezek naprzemiennych, przy czym w
poszczegdlnych iteracjach poszukuje si¢ w tym przypadku najtanszych $ciezek na-
przemiennych. W przypadku grafow dwudzielnych do rozwigzania zadan najtansze-
go skojarzenia mozna zastosowa¢ metody programowania liniowego [Wojciechow-
ski, Pienkosz 2013, s. 332-333].

Przypadek ten mozna przedstawi¢ na przyktadzie z rys. 1. Zalozono, Ze sg czterej
bezrobotni i cztery rdézne wakaty, ktore powinny zosta¢ im przydzielone. Kazdy
z pracodawcow okreslit swoje preferencje wzgledem kandydatow. Preferencje te
mozna zapisa¢ w postaci macierzowej oraz tradycyjnej, czyli grafu dwudzielnego
wazonego.

Tabela 2. Macierz preferencji

Py | P, | P3| B

B, | 2| 4| 3 |1

B, 1 3 4 2
B; 2 1 4 3
B P B, 4 3 1 2

4 4

. Zrodto: opracowanie whasne.
Rys. 4. Skojarzenie catkowite

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Z punktu widzenia teorii graféw problem mozna przedstawi¢ jako znalezienie
maksymalnego skojarzenia wazonego w grafie G = (V, E, C), gdzie C odpowiada za
wektory preferencji. W celu rozwigzania tego problemu mozna postuzy¢ si¢ algo-
rytmem wegierskim, sktadajacym si¢ z kilku krokdéw. W najprostszej formie zaktada
si¢, ze n elementéw jednego zbioru nalezy przyporzadkowac n elementom zbioru
przeciwnego. Dokonujac takiego przydziatu, dazy si¢ do maksymalizacji lub mini-
malizacji funkcji celu. Otrzymane w ten sposdb maksymalne skojarzenie ma postac:

S = {Bng, B4P1, B3P4, B]_PZ}'
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Zbieznos¢ tego wyniku z tym otrzymanym w rozdziale pierwszym wcale nie
oznacza, ze metoda ta prowadzi do przydziatu optymalnego w sensie teorii stabil-
nych alokacji. Nalezy pamigta¢, Ze omawiane ujecie uwzglednia preferencje tylko
jednej ze stron (w tym przypadku byli to pracodawcy). W zwigzku z tym jest to alo-
kacja optymalna jedynie z ich punktu widzenia. Zaktada si¢ tutaj, ze poszukujacy
pracy preferuja w rGwnym stopniu zaoferowane miejsca pracy. W przeciwnym przy-
padku, gdyby ich preferencje rowniez byly zréznicowane, zagadnienie staloby sie¢
bardziej ztozone. Powstaly przydzial moze by¢ nietrwaly i wykazywa¢ tendencje do
rozpadu.

M. Baiou i M. Balinski w swojej pracy zwracajg uwagg na przypadek, gdy dla
kazdego elementu (agenta) zostaje przypisana realna warto$¢ (przyktadowo liczba
godzin pracy jaka moga zaoferowac). Zauwazaja, ze takie uogodlnienie zagadnienia
dwustronnych skojarzen implikuje nowe problemy w tym procesie. Glownym za-
gadnieniem, na jakim si¢ skupiaja, jest wybor stabilnego skojarzenia wsrdéd wielu
dostepnych w danym przypadku. Autorzy wykazali, ze uogdlniony algorytm Gale’a-
-Shapleya rozwigzuje problemy stabilnego przydzialu dla graféw dwudzielnych,
dodatkowo opracowali wlasny algorytm indukcyjny, ktéry znajduje skojarzenia sta-
bilne w czasie wielomianowym [Baiou, Balinski 2007, s. 392]. Dodatkowo przypisa-
li mechanizmowi optymalnej alokacji pracownikéw trzy wiasnosci: efektywnose,
monotoniczno$¢ oraz strategiczng odpornos¢. Pierwsza wlasnos¢ mowi o tym, iz
dany przydziat jest efektywny dla pracownikow, jesli nie ma mozliwo$ci osiagniecia
innej alokacji y, stabilnej badz tez nie, ale spetniajagcej warunek y >; x. Monoto-
niczno$¢ z kolei odnosi si¢ do tzw. ulepszonego problemem alokacji, natomiast stra-
tegia odpornosci dotyczy przypadku, gdy agenci nie stosujg strategii polegajacej na
nieujawnianiu ich prawdziwych preferencji [Baiou 2016, s. 181-182]. P. Bir6 oraz
T. Fleiner uogoéhnili algorytm indukcyjny, wykazujac, Ze nie jest on wielomianem,
jednoczes$nie przedstawiajagc technike skalowania, ktora umozliwia sprowadzenie go
do takiej postaci [Bird, Fleiner 2010, s. 65].

4. Zakonczenie

W ramach szeroko rozumianej problematyki skojarzen mozna wymieni¢ rdézne pode;j-
Scia (praktyczne i teoretyczne). Jednym z ujec, ktdre taczy badanie wlasnoSci opraco-
wanych algorytméw z ich implementacjg w realnych systemach gospodarczych, jest
teoria stabilnych alokacji opracowana na poczatku lat 60. przez dwoch amerykanskich
matematykow: D. Gale’a oraz L.S. Shapleya. Zostata ona zaczerpnigta z teorii gier,
a jej trzon stanowi algorytm dopasowania. Z kolei innym dziatem matematyki, ktory
takze uzupetia wspomniane zagadnienie, sg grafy. Definicje oraz pewne aksjomaty
zdefiniowane w ramach tego kierunku, jak twierdzenie Halla, stanowig wazny element
kojarzenia. Warto zauwazy¢, ze grafy byly juz stosowane w odniesieniu do bardziej
zaawansowanych analiz. Przyktadem moze by¢ wczesniej opisana problematyka wy-
miany organdw, ktorg zajmowat si¢ A.E. Roth. Badania w przypadku tego zagadnienia
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dotyczyly m.in. koniecznosci uwzglednienia szeregu zmiennych, ktore powinny by¢
brane pod uwage podczas kojarzenia dawcow i biorcow.

Istnieje obszerna literatura dotyczaca omawianych zagadnien. Problemowi skoja-
rzenia w grafie poswigcono réwniez cate monografie, przyktadem moze by¢ praca
[Lovasz, Plummer 1986]. Opracowano efektywne algorytmy o wysokiej ztozonoS$ci
obliczeniowej dla wyznaczania na przyktad maksymalnego skojarzenia w grafie,
jednak nalezy zauwazy¢, ze sg zagadnienia, ktore wymagajg dalszych rozwazan (np.
réznego rodzaju modyfikacje algorytmu GS). Znane sg liczne zastosowania matema-
tyki, ktére sprowadzajg si¢ do zagadnien z zakresu teorii grafow. Jak wczesniej
stwierdzono, grafy pojawiajg si¢ w roznych dziedzinach nauki i praktyki, w tym
w ekonomii, przede wszystkim w zwiagzku z problemami optymalizacji produkcji
i zastosowaniami informatycznymi. Jednym z takich zagadnien, w ktorych teoria
graféw moze by¢ takze z powodzeniem implementowana, sg stabilne alokacje. Do-
konujac studiéw nad literaturg, uzupetlionych o wlasne przyktady i rozwazania,
osiagnigto cel niniejszej pracy, czyli za pomoca graféw przedstawiono podstawowe
zagadnienia teorii stabilnych alokacji.

Artykut stanowi oczywiscie zaczatek do szerszych rozwazan teoretycznych na
temat problematyki stabilnych alokacji. Teoria ta ma wiele praktycznych zastoso-
wan, dlatego tez badania prowadzone na tym gruncie sg wazne. Glownym obszarem
stosowania tego typu rozwigzan w praktyce gospodarczej sg wszelkiego typu syste-
my rekrutacji na rynku pracy. W dobie niedopasowania strukturalnego popytu i po-
dazy pracy systemy bylyby znacznym ulatwieniem zaroéwno dla osob poszukujacych
pracy, jak i pracodawcoéw. Dotychczas opracowane podwaliny teoretyczne i do-
swiadczenia funkcjonujacych juz systeméw (np. NRMP) przyczynityby sie do stwo-
rzenia wdrozenia takiego systemu. Szczegdlnie szerokie zastosowanie mogg tutaj
takze znalez¢ r6znego rodzaju komputerowe systemy kojarzenia, bazujace na komu-
nikacji internetowe;.
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