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Streszczenie: Celem badania jest porownanie wykorzystania trojkatnych liczb rozmytych
skierowanych (OFNs) i wypuklych (CFNs) w rozmytej metodzie SAW (FSAW). Dodatko-
wo badano wykorzystanie, w celu otrzymania uporzadkowania liniowego obiektow, dwoch
metod wyostrzania: metody $rodka cigzkosci (CoG) oraz metody opartej na transformacie
Mellina. Praca zawiera podstawe teoretyczna prowadzonych badan oraz pogladowy przy-
ktad numeryczny. W wyniku analiz stwierdzono, ze uzycie trdjkatnych OFNs w metodzie
FSAW nie daje dodatkowych korzysci, gdyz nie wptywa na wyniki uporzadkowania obiek-
tow. Ponadto w wyniku agregacji moga si¢ pojawi¢ niewlasciwe OFNs, co z kolei nie po-
zwala na zastosowanie metody wyostrzania opartej na transformacie Mellina, ktéra jak po-
kazano jest metoda bardziej precyzyjna od metody CoG.

Slowa kluczowe: metoda rozmyta SAW, skierowane liczby rozmyte, wypukte liczby roz-
myte, transformata Mellina.

Summary: The aim of the study is to compare the use of triangular Convex Fuzzy Numbers
(CFNs) and triangular Ordered Fuzzy Numbers (OFNs) in the Fuzzy SAW method (FSAW).
Additionally, in order to obtain unambiguous objects, we studied the use of two defuzzifica-
tion methods: the Center of Gravity method (CoG) and the method based on Mellin trans-
form. The paper includes the theoretical basis of the study and a numerical example. Sum-
ming up the results, it can be concluded that the use of OFN numbers in the FSAW method
is unreasonable. It does not affect the results of objects order and it only affects the visual
aspects of the assessment. Furthermore, in some cases, the results are in the form of impro-

! Badania zostaty zrealizowane w ramach prac nr S/W1/1/2016 oraz NBS-49/16 026/16 i sfinan-
sowane ze srodkow na nauke MNiSW.
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per OFNs, which in turn does not allow the use of the method based on Mellin transform
(the method more precise than the CoG method).

Keywords: fuzzy SAW method, ordered fuzzy numbers, convex fuzzy numbers, Mellin
transform.

1. Wstep

Jednag z najprostszych i najpopularniejszych wielokryterialnych metod podejmowania
decyzji jest metoda SAW (Simple Additive Weighting). Polega ona na wyznaczeniu
dla kazdego obiektu (wariantu decyzyjnego) kombinacji liniowej elementéw znor-
malizowanej macierzy decyzyjnej oraz odpowiednich elementow wektora wag. Po-
zwala to na liniowe uporzadkowanie obiektow i wskazanie obiektu optymalnego w
ramach przyjetych cech (kryteriow). Rozmyta jej wersja, tzw. FSAW (Fuzzy SAW),
oparta na liczbach rozmytych w wyniku agregacji daje liczby rozmyte, ktére po wyo-
strzaniu pozwalaja uporzadkowac liniowo obiekty.

Celem pracy jest porownanie tradycyjnej metody FSAW, wykorzystujacej troj-
katne wypukte liczb rozmyte (Convex Fuzzy Numbers — CFNs), z metoda FSAW
opartg na trojkatnych skierowanych liczbach rozmytych (Ordered Fuzzy Numbers —
OFNs). Dodatkowa wtasnos¢ OFN, skierowanie, wykorzystuje si¢ do pokazania typu
cechy. Oceny obiektow wzgledem cech beda pochodzity z wczesniej ustalonej skali.
Sprawia to, ze macierz decyzyjna nie musi by¢ normalizowana, a dokonujac agrega-
cji, uzyskuje si¢ rozne wyniki w prezentowanych metodach (jezeli wérdd cech wy-
stepuja zardwno stymulanty, jak i destymulanty). Do wyostrzania uzyskanych wyni-
kéw wykorzystana bedzie najczgsciej stosowana metoda, tzw. metoda srodka cigzko-
$ci, oraz metoda oparta na transformacie Mellina. Obie metody pozwalaja na
uwzglednienie ksztattu funkcji przynaleznosci.

2. Liczby rozmyte i skierowane liczby rozmyte

Genezg powstania teorii zbiorow rozmytych [Zadeh 1965] byla potrzeba matema-
tycznego modelowania i opisania wielko$ci nieprecyzyjnych, wieloznacznych czy
tez wyrazonych za pomocg j¢zyka mowionego. Zbiorem rozmytym A na uniwersum
X nazywa si¢ zbior par A = {(x, MA(x)): xeX, iy ¢ X—)[O,l]}, gdzie u, jest funkcja
przynaleznosci, ktora kazdemu elementowi xeX przypisuje jego stopien przynalez-
nosci do zbioru rozmytego A. Wypukla liczba rozmyta A to zbior rozmyty okreslony
na uniwersum liczb rzeczywistych (X = R), ktory jest wypukly, normalny i ma
funkcje¢ przynaleznosci u, kawatkami ciagla.

W praktycznych zastosowaniach liczb rozmytych, np. w metodzie FSAW, czgsto
wykorzystuje si¢ trojkatne liczby rozmyte, ktdre zapisujemy w formie
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A= (a,b,c),gdziea<b<c, (1)

a ich funkcja przynalezno$ci ma postac (rys. 1):

E gdy a<x<b
pa(x) = g gdy b<x<c - (2)
0 gdy x<avx=c
AY

XV

Rys. 1. Trojkatna liczba rozmyta A = (a, b, ¢)

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Niech S = (ag, bs, cs) 1 Z = (az, bz, cz) beda trojkatnymi liczbami rozmytymi
oraz reR. Suma S i Z jest rowna S + Z = (ag + az, bs + by, cs + cz), natomiast
iloczyn r i S jest rtowny r-S = (r - as, v - bs, 7 - ¢5). Powyzsze dziatania sg wyko-
rzystywane w metodzie FSAW.

Model wypuktych liczb rozmytych ma pewne ograniczenia, m.in. powickszanie
nieprecyzyjnosci (nos$nika liczby rozmytej, tzn. zbioru suppA = {xeX: u, (x) > 0})
w trakcie wykonywania dziatan (m.in. niezaleznie, czy dwie liczby rozmyte dodamy
czy odejmiemy, nastepuje powickszanie nosnika), brak elementdow przeciwnych
wzgledem dodawania i odwrotnych wzgledem mnozenia. Ograniczenia te doprowa-
dzity do pojawienia si¢ modyfikacji istniejgcego modelu oraz powstania nowego,
tzw. modelu skierowanych liczb rozmytych.

Model skierowanych liczb rozmytych zostal zaprezentowany w 2002 roku przez
Kosinskiego, Prokopowicza i Slezaka w serii prac [Kosinski i in. 2002; Kosinski i in.
2003; Kosinski, Prokopowicz 2004]. Skierowang liczba rozmyta A nazywamy upo-
rzadkowang pare funkcji cigglych

A= (farga)s €))

gdzie f4, g4:[0,1] > R. W celu zachowania zgodnosci z klasycznymi oznaczeniami
zbioréw (liczb) rozmytych, zmienng niezalezng funkcji f, i g4 oznaczymy przez y,
natomiast ich warto$¢ (zmienng zalezng) przez x (rys. 2a). Ciaglos¢ funkcji f; 1 gg
oznacza, ze obrazy zbioru [0,1] sg ograniczonymi przedziatami odpowiednio UP; i
DOWN, (rys. 2a), ktorych granice oznaczamy nastepujaco: UP4 = [f4(0), fa(1)] i
DOWN, = [ga(1),94(0)]. W okresleniu OFN wymagane jest, aby funkcje f, i g4
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byly ciagle, ale jezeli dodatkowo zlozymy, Ze f, jest rosnaca, a g, malejaca i
fa(y) < ga(y) dla kazdego y € [0,1], mozemy okresli¢ funkcj¢ przynaleznosci
skierowanej liczby rozmytej A w postaci (rys. 2b):

0 gdy x & [f4(0),94(0)]

fit(x) gdy x € UPy
x) = . 4
M@ =10 gy x e [fa(D), ga(D)] @
ga'(x) gdy  x€DOWN,
a) b)
A X y

=Y

DOWN, y

UP,

=

Rys. 2. a) Skierowana liczba rozmyta A4, b) OFN A przedstawiona w sposob nawiazujacy do CFN,
c) strzalka przedstawiajaca porzadek odwroconych funkcji i orientacj¢ OFN A

Zrédto: [Kosinski i in. 2002].

Na rysunku 2¢ pokazano skierowang liczbe rozmyta A w sposdb nawigzujacy do
CFN oraz strzatke, ktora obrazuje porzadek odwroconych funkcji f; 1 g4, jak row-
niez orientacj¢ OFN. Szczegélnym przypadkiem skierowanych liczb rozmytych sa
liczby rzeczywiste. W modelu OFN sg one utozsamiane z parg funkcji statych. Do-
ktadniej, liczba r € R jest zapisywana jako skierowana liczba rozmyta postaci
r = (r*,r*), gdzie r*(y) = r dla ye[0,1]. Dziatania wykorzystywane w metodzie
FSAW sa postaci: Vye[0,1] [ fec (V) = fa) * f() 1 9c () = ga ) * g ()],
gdzie C = (f¢,gc) jest wynikiem dziatania *€ {+,} na liczbach A = (f4, g4)
1B = (fp, gp)-

W okresleniu funkcji przynaleznosci skierowanej liczby rozmytej (4) pojawiaja
si¢ cztery liczby rzeczywiste f,(0), f4(1), ga(1) i g4(0). Jezeli funkcje f, i g4 sa
liniowe, liczby te w sposéb jednoznaczny opisuja OFN, ktérag mozemy zapisaé w
postaci (rys. 2¢):

A = (f4(0), f4(1),94(1), ga(0)) . Q)

Gdy f4(1) < g4(1), méwimy o trapezowej skierowanej liczbie rozmytej, nato-
miast gdy f4(1) = g4(1) — o trojkatnej skierowanej liczbie rozmyte;.
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Korzystajgc z reprezentacji (5), dzialania wykorzystywane w metodzie FSAW
okre§lamy nastgpujaco. Niech r € R oraz A = (f4(0), f4(1),g4(1), g4(0))
i B = (f3(0), f5(1),95(1), g5(0)) beda OFNs. Dodawanie A i B okresla formuta
A+ B = (fa(0) + f5(0), fu(1) + f(1), 94(1) + gp(1), 94(0) + g5(0)), a mno-
zenie A przez r jest postaci 7+ A = (r - f4(0),7 - f4(1),7 - ga(1),7 - g4(0)).

3. Wyostrzanie liczb rozmytych

W wielu praktycznych zastosowaniach liczb rozmytych, np. w regulatorach rozmy-
tych czy w metodach wielokryterialnych jak FSAW, wazng rol¢ pelnig funkcje, ktore
liczbie rozmytej przyporzadkowuja liczbe rzeczywista. Operacja ta nosi nazwe wyo-
strzania (inaczej defuzyfikacji).

Istnieje szereg metod wyostrzania trojkatnych (wypuklych i skierowanych) liczb
rozmytych. Znaczna ich czg¢$¢ opiera si¢ na charakterystycznych punktach tych liczb
(1) i (5). W pracy wykorzystamy dwie metody uwzgledniajace réwniez ksztatt
funkcji przynaleznos$ci: popularng i powszechnie stosowang metode srodka ciezkosci
oraz metode¢ oparta na transformacie Mellina.

Metoda $rodka cigzkos$ci (Center of Gravity — CoG) dla wypuktej liczb rozmytej
A o funkcji przynaleznosci p, (x) opisana jest formuta:

f]]g x-pa(x)dx

A) = , 6
Baoo(4) = 225 ©)
ktora dla trojkatnej wypuktej liczby rozmytej (1) ma postacé:
+b+
boc(4) = 5. ()
Srodek cigzkosci dla skierowanej liczby rozmytej (3) obliczany jest z zaleznosci:
broc(A) = folw-lm(y)—g/;(y)ldy )
CoG [T 1£ a0 -ga)ldy
ktora dla trojkatnej OFN (5), gdzie f4(1) = g4(1), ma postaé:
(0)+£a(1)+ga(0)
Peog (4) = AL, )

3

Metoda wyostrzania oparta na transformacie Mellina [Zemanian 1968] polega na
przeksztatceniu funkcji przynaleznosci w funkcje gestosci prawdopodobienstwa, np.
za pomocg transformacji proporcjonalnej, oraz wyznaczeniu dwoch podstawowych
momentow, tzn. wartosci oczekiwanej i wariancji>. W przypadku trojkatnej CFN (1)
o funkcji przynaleznosci (2) warto$¢ oczekiwana ma postac:

a+b+c

e (10)

m(4) =

% Szersze informacje oraz wyprowadzenia zaleznosci w metodzie wyostrzania opartej na trans-
formacie Mellina mozna znalez¢ m.in. w pracach [Kacprzak, Rudnik 2015; Yoon 1996].
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natomiast wariancja obliczana jest ze wzoru:

a’+b%+c?—ab-ac-bc

o?(4) =

an

18

Rozwazajac trojkatng OFN (5), gdzie f4(1) = g4(1), otrzymujemy odpowiednio:

m(A) — fA(O)+fA3(1)+gA(O)’ (12)
52(A) = [ @+AW+G4(0)=f4(Of A1)~ 4©)ga©) = 4(Dga(0) (13)

4. Metoda FSAW

18

Jak wspomniano we wstgpie, celem pracy jest pordwnanie rozmytej metody SAW,
opartej na CFNs, z metoda bazujagca na OFNs. Aby przyblizy¢ metode FSAW

wprowadzmy nastgpujace oznaczenia: K;

U =1,..,N) - j-ta cecha, w; (w; > 0) —

waga j-tej cechy, spetniajaca zaleznos¢ wy +wy, +--+wy =1, W; (i =1, ..., M)
— i-ty obiekt, x;; — ocena i-tego obiektu ze wzglgdu na j-tg ceche, wyrazona za po-
moc3 liczby rozmytej CFN lub OFN. W tabeli 1 zamieszczono etapy metody FSAW,
z uwzglednieniem réznic w obliczeniach dla obu modeli liczb rozmytych.

Tabela 1. Etapy w metodzie FSAW

Nr Metoda FSAW
ctapu Wypukle liczby rozmyte — CFN Skierowane liczby rozmyte — OFN
1 Utworzenie rozmytej macierzy decyzyjnej X = (xi ]-)
gdzie x;; sg trojkatnymi wypuklymi | gdzie x;; sa trojkatnymi skierowanymi liczbami
liczbami rozmytymi postaci (1) rozmytymi postaci (5)°
2 Utworzenie znormalizowanej rozmytej macierzy decyzyjnej Z = (Zi J-)
gdzie z;; ma posta¢ [Chen 2000]: gdzie z;; ma posta¢ [Rudnik, Kacprzak 2015;
( a;j by; Cij ) Roszkowska, Kacprzak 2016]:
max; ¢;j’ max; ¢;; ' max; ¢;j )’ ( fij(0) fij(1) gi;(1) g:;(0) )
gdy K; — stymulanta; max; g;(0) " max; g;;(0) ' max; gi;(0) " max; g;(0) )
min; a;; min;a;; min;a;; gdy K] — stymulanta;
cj ' by oay )’ (minigij(o) min; g;;(0) min; g;;(0) minigij(o))
gdy K; — destymulanta fij(0) fij@) gij(D) gij(©) )
gdy K; — destymulanta
3 Obliczenie wartosci funkcji agregujacej dla kazdego obiektu W; za pomoca formutly
[Hwang, Yoon 1981]:

3 W przypadku uzycia OFNs, dodatkowa ich wlasnos¢, tzn. skierowanie, jest wykorzystywana do
wskazania typu cechy. Stymulanta (cecha typu ,,zysk”) obrazowana jest skierowaniem zgodnym z
osia x (rys. 2c), natomiast destymulanta (cecha typu ,,strata”) widoczna jest w skierowaniu przeciw-

nym.
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N

FSAW(WI) = Z Zjj * Wj
j=1
4 Uporzadkowanie obiektéw W; liniowo ze wzgledu na wartosci funkcji wyostrzania liczb

rozmytych FSA(W;).

W przypadku metody srodka cigzkosci wyzsze warto$ci ¢cog (F SAW(WL-)) 0znaczaja,
ze obiekt W; zajmuje wyzsza pozycje w rankingu.

Jesli stosuje si¢ metode wyostrzania oparta na transformacie Mellina, o pozycji w
rankingu decyduje warto$¢ oczekiwana. Podobnie jak dla CoG — im wyzsza jej wartos¢,
tym wyzsza pozycja obiektu w rankingu. W sytuacji kiedy wartosci oczekiwane sa
jednakowe, wyzsza pozycje w rankingu osiaga obiekt o nizszej wartosci wariancji.

Zrodlo: opracowanie wlasne.

5. Przyklad numeryczny

W celu poréwnania metody FSAW z wykorzystaniem liczb rozmytych CFN i OFN
rozwazmy przyklad oparty na danych umownych. Zalézmy, iz proces decyzyjny
polega na ocenie czterech obiektow W; (i =1,...,4) wzgledem pigciu cech K;
(j =1,..,5). Cechy K; i K, sa destymulantami, pozostate stymulantami. W trakcie
procesu decyzyjnego eksperci przydzielili state oceny waznosci wspomnianych cech
w; o warto$ciach rownych w = {0.20,0.30,0.15,0.20,0.15}. W celu oceny obiektow
okreslono skale punktowa 1-7, odzwierciedlajaca opis lingwistyczny oceny. Z uwagi
na wystepujace niepewnosci w procesie podejmowania decyzji, punkty zostaty roz-
myte do postaci odpowiednio liczb rozmytych typu CFNs i OFNs (tabela 2). Dla
stymulant liczba OFN ma skierowanie dodatnie, dla destymulant skierowanie ujem-
ne. Tabela 3 przedstawia oceny punktowe i lingwistyczne obiektow okreslone przez
ekspertow. Na ich podstawie wyliczono liczby rozmyte bedace wynikiem metody
FSAW dla obu analizowanych przypadkéw oraz przeprowadzono wyostrzanie meto-
dami: $rodka cigzkoséci CoG oraz z wykorzystaniem transformaty Mellina (tabela 4).

Zauwazmy, ze metoda FSAW daje rézne rezultaty dla modeli CFNs i OFNs.
Skierowane liczby rozmyte dajg wyniki o skierowaniu dodatnim oraz wezszy no$nik
niz dla CFN®. Dodatkowo widzimy, ze zastosowanie wyostrzania metoda $rodka
cigzkoSci oraz opartej na transformacie Mellina daje ten sam ranking postaci
W4 < W2 < W1 =W3. Wynik ten jest prawidlowoscig dla trojkatnych wypuktych
i skierowanych liczb rozmytych (jezeli liczba wynikowa jest wlasciwa). Wynika ona
z okreslenia dziatan na liczbach tréjkatnych w modelach CFN i OFN oraz wyprowa-
dzonych formut (7), (9), (10) i (12). Ponadto mozna zauwazy¢, ze dla dwoch obiek-
tow W1 1 W3 wyniki wyostrzania sg takie same, co nie pozwala na rozréznienie tych
obiektow. Jednakze zastosowanie transformaty Mellina daje mozliwos¢ obliczenia
wariancji, co w tym przypadku pozwala na ich rozréznienie. Z uwagi na mniejsza
wariancj¢ obiekt W3 jest bardziej preferowany od obiektu W1.

* Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku zastosowania liczb OFN wynik moze mie¢ postaé¢ niewla-
Sciwej liczby rozmytej ( nieposiadajace funkcji przynaleznosci).
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Tabela 2. Skala ocen obiektow i ich odpowiedniki w postaci liczb CFN i OFN

Ocena Ocena LIC.Z ba CFN lub . OFN skierowana ujemnie
unktowa | linewistvezna OFN skierowana dodatnio
P EEYER lav @ [bvi® [evg@ [ FO [ f@ | g0
1 bardzo staba 1 1 3 3 1 1
2 staba 1 2 4 4 2 1
3 $rednio staba 1 3 5 5 3 1
4 dostateczna 2 4 6 6 4 2
5 $rednio dobra 3 5 7 7 5 3
6 dobra 4 6 7 7 6 4
7 bardzo dobra 5 7 7 7 7 5
Zrédlo: opracowanie whasne.
Tabela 3. Ocena punktowa i lingwistyczna obiektow dla przyktadu numerycznego
Ocena punktowa Ocena lingwistyczna
Ki | K, | Kz | Ky | Ks Ky K, K3 Ky Ks
$rednio $rednio srednio dosta- srednio
Wi 3 3 > 4 3 staba staba dobra teczna slaba
bardzo $rednio $rednio dostatecz $rednio
W 1 3 > 4 3 staba staba dobra na staba
dosta- $rednio $rednio $rednio
Ws | 4 3 2 S 3 teczna staba staba dobra staba
w,| 2|21 41| 4| 4 staba staba dosta- dosta- dosta-
teczna teczna teczna

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 4. Porownanie wynikow obliczen metody FSAW z uwzglednieniem liczb CFN i OFN

Ocena rozmyta Transfqrmata
FSAWW) | cos Mellina

CFN| K; K, K3 K, Ks m(W;) [a2(W)
Wy [1|3]5 315(3|5(7(2|4(6]1|3|5]1,50(3,50(5,50| 3,500 3,500 | 0,667
W, [1]1]3 3(5(3|5(7(2|4(6]1|3|5]1,50(3,10(5,10( 3,233 3,233 | 0,542
Ws; (2146 3(5(112(4(3|5(7|1|3|5]1,60|3,45|5,45| 3,500 3,500 | 0,618
w, [1|2]4 41214(6(2]|4|6]2 611,50(3,00(5,00( 3,167 3,167 | 0,514
OFN| K; K> K3 K Ks FSAW (W) Pcoc MWy |a?(W))
wy [51]3]1 315(3|5(7|6|4(2]1]|3(5]3,10(3,50(3,90( 3,500 3,500 | 0,027
W, [3]1]1 3(5(3|5(7|6|4(2]1|3|5]2,70{3,10(3,90( 3,233 3,233 | 0,062
Wi [6]4]2 3(5(112(4|7|5(3(1|3(5]3,20(3,45|3,85| 3,500 3,500 | 0,018
w, [4]2]1 21412141664 (2]2]|4(6]2,90(3,00(3,60( 3,167 3,167 | 0,024

Zrodto: opracowanie wlasne.
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6. Podsumowanie

W artykule przedstawiono porownanie wykorzystania trojkatnych wypuktych liczb
rozmytych i trojkatnych skierowanych liczb rozmytych w metodzie FSAW. Dodat-
kowo badano wykorzystanie, w celu otrzymania jednoznacznego uporzadkowania
obiektow, dwoch metod wyostrzania: metody srodka cigzkosci oraz metody opartej
na transformacie Mellina.

W trakcie analiz dokonano nastgpujacych obserwacji. Uzyte metody wyostrzania
uwzgledniaja klase funkcji przynaleznosci, jednak w przypadku trojkatnych liczb roz-
mytych sprowadzaja si¢ do obliczen na podstawie charakterystycznych punktow, tzn.
argumentow, na koncach ramion oraz w wierzchotku. Ponadto wyprowadzone zalez-
nosci dla trojkatnych CFNs oraz OFNs pokazuja, Ze obie stosowane metody wyostrza-
nia daja ten sam porzadek (jezeli zagregowana OFN jest wtasciwa). Dodatkowo meto-
da oparta na transformacie Mellina jest korzystniejsza, poniewaz daje skrupulatniejsze
porownanie przez wykorzystanie wariancji, jednak nie moze by¢ stosowana dla OFNs
niewlasciwych. Oznacza to, ze uzycie trojkatnych OFNs w metodzie FSAW nie daje
dodatkowych korzysci w stosunku do trojkatnych CFN, jesli stosuje si¢ metodg wyo-
strzania srodka ciezkosSci oraz opartg na transformacie Mellina.
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