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POROWNANIE PRAWDOPODOBIENSTW
PARYSKIEJ I KLASYCZNEJ RUINY
DLA PROCESU RYZYKA TYPU LEVY’EGO

Streszczenie: W pracy analizujemy prawdopodobienstwo ruiny typu paryskiego, kiedy pro-
ces ryzyka jest modelowany przez spektralnie ujemny proces Lévy’ego. Paryska ruina naste-
puje, kiedy proces rezerw pozostaje ujemny dtuzej niz ustalony horyzont czasowy { > 0.
W pracy przedstawimy jednolite wzory na klasyczne prawdopodobiefistwo ruiny oraz praw-
dopodobienstwo typu paryskiego. Otrzymane wyniki zapisane sa w jezyku tzw. funkcji ska-
lujacych, ktorych transformata Laplace’a jest dana przez podstawowa charakterystyke proce-
su Lévy’ego, jaka jest wyktadnik Laplace’a. Sita tej nowej metody zostanie przedstawiona na
przyktadzie kilku wybranych procesow ryzyka, m.in. przeanalizujemy klasyczny proces Cra-
méra-Lundberga oraz ruch Browna z dryfem. W pracy pokazemy takze numeryczne porow-
nanie, jak op6znienie paryskie wptywa na prawdopodobienstwo ruiny.

Stowa kluczowe: prawdopodobienstwo ruiny, proces ryzyka, optymalizacja.
MSC: 60J99, 93E20, 60G51.
SEL: C00.

1. Wstep

W teorii ryzyka zwykle rozwaza sig¢ klasyczny proces ryzyka Craméra-Lundberga:
Ni
Xi=x+ct — ZU,-, (1)
i=1
gdzie x > 0 jest kapitalem poczatkowym, U, (i = 1, 2, ...) sa niezaleznymi roszcze-
niami o jednakowym rozktadzie z dystrybuanta F, ktore sa zglaszane do firmy ubez-
pieczeniowej zgodnie z niezaleznym procesem Poissona N, z intensywnoscia 4. Pre-
mia jest naliczana ze stala intensywnoscia c. Jak zwykle zaktadamy tzw. net profit
condition: AU; /¢ < 1 pozwalajacy na nieograniczony wzrost rezerw firmy ubezpie-
czeniowej. Kiedy zgtaszane szkody sa mate, lepsza aproksymacjg¢ daje ruch Browna

! Projekt finansowany przez grant N N201 525638 (2010-2011).
2 Projekt finansowany przez grant N N201 394137 (2009-2011).
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z dodatnim dryfem X; = x 4+ 0 B; 4+ c¢t. Mozna takze rozwaza¢ sumg¢ niezaleznego
ruchu Browna oraz procesu ryzyka (1). Jest to tzw. klasyczny proces ryzyka z brow-
nowskimi perturbacjami ptynacymi witasnie z duzej liczby matych roszczen. Zabu-
rzenie klasycznego procesu ryzyka moze mie¢ jednakze duzo bardziej ztozona po-
sta¢. Przede wszystkim moze by¢ skompensowana suma martyngatowa bardzo
»duzej” liczby matych skokow, gdzie stowo ,,duzo” w jezyku matematycznym bg-
dzie oznaczalo proces o nieograniczonym wahaniu na kazdym skonczonym prze-
dziale. W ten wilasnie sposob skonstruujemy proces ryzyka typu Lévy’ego, czyli
bedziemy zaktada¢ o procesie ryzyka tylko tyle, ze ma on stacjonarne i niezalezne
przyrosty. Ze wzgledu na postaé roszczen naturalne jest zalozenie, ze skoki tego
procesu sa niedodatnie. Zatem proces ryzyka rozwazany w tej pracy bedzie spektral-
nie ujemnym procesem Lévy’ego. Oznacza to, ze miara spektralna tego procesu ma
nos$nik bedacy ujemna potprosta.

Procesy tej klasy juz na dobre zadomowity si¢ w modelowaniu rezerw firm ubez-
pieczeniowych. Warto wspomnie¢ ksiazki takich autorow, jak Asmussen [2000],
Bertoin [1996], Kyprianou [Kyprianou, Palmowski 2005; 2007], Schmidli [2008],
oraz serie prac autorstwa Albrechera [ Albrecher, Thonhauser 2008; Albrecher, Kort-
schak, Zhou 2010], Asmussena [Asmussen, Hojgaard, Taksar 2000], Avrama i in.
[2004], de Finettiego [1957], Gerbera [Gerber 1969; 1972; Gerber, Shiu 2004], Lan-
driaulta i in. [2010], Pistoriusa [2004] oraz Zhou [2005].

Podstawowa charakterystyka w teorii ryzyka jest prawdopodobienstwo ruiny
dane przez P,(7y < o) dlaty = inf{t > 0: X; < 0}, gdzie indeks dolny x przy
mierze lub warto$ci oczekiwanej podkresla warto$¢ kapitatu poczatkowego. Praw-
dopodobienstwo to jest traktowane jako podstawowa miara ryzyka, a takze stanowi
ono najwazniejszy sktadnik uwzgledniany przy wyliczaniu sktadki ubezpieczenio-
wej. Liczba artykutow zajmujacych sig ta tematyka jest przeogromna. Jesli chodzi o
referencje dotyczace tej bardzo bogatej tematyki, wystarczy wspomnie¢ ksiazki Rol-
skiego i in. [1999] oraz Asmussena [2000] i spisy literatury tam zawarte. W tym ar-
tykule pragniemy uogdlni¢ pojecie ruiny do tzw. paryskiej ruiny, ktéra pojawia sig,
kiedy proces rezerw pozostaje ponizej zera dtuzej niz ustalony horyzont czasowy
> 0. Formalnie definiujemy paryski moment ruiny w nastgpujacy sposob:

6 —inflt >

-
v

U .

cimmfe < +- X >S0U>/ Y, <0\
L’\Jtl‘klj N U e LA 7 \’)' /_ k)-/llt ~ \l}l’

za$ prawdopodobienstwo paryskiej ruiny jest wtedy dane przez:
P(1¢ < 0| Xy = z) = P (¢ < ).

Przypadek { = 0 odpowiada oczywiscie klasycznej ruinie. Dalej symbol 7¢ bedzie
zastrzezony dla (> 0, aby odr6zni¢ to oznaczenie od klasycznej ruiny 7 .

Nazwa ,,paryska ruina” pochodzi od paryskiej opcji, ktora jest aktywowana, jesli
cena akcji pozostaje powyzej lub ponizej wczesniej okreslonej ceny dtuzej niz usta-
lony horyzont czasowy (zob. [Dassios, Wu 2009a; 2009b; 2009¢]).
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Rozwazanie paryskiej ruiny jest jak najbardziej uzasadnione ekonomicznie. Po-
zwala ono bowiem modelowaé mozliwos$¢ przetrwania firmy ubezpieczeniowej po-
mimo ujemnych rezerw, ktore dopuszczamy tylko na ustalonym, skonczonym hory-
zoncie czasowym. W tym miejscu nalezy zaznaczyC, ze ze wzgledu na brane
pozyczki proces ryzyka, kiedy rezerwy sa ujemne, powinien statystycznie roznic sig
od tego, kiedy proces rezerw jest dodatni. To jednak mozna uwzgledni¢ w podanych
formutach, biorac np. inne parametry procesu Lévy’ego, kiedy pozycja wskazuje na
to, ze przebywa on na ujemnej potosi. Ze wzgledu na przejrzysto$¢ formut zdecydo-
walismy si¢ jednak nie uwzgledniac tej mozliwosci.

Rozwazanie tak ogolnej rodziny procesow ryzyka i ogdlnie postawionego pro-
blemu z paryskim opdznieniem ma jeszcze jedng ogromng zaletg. Pozwala wyrazi¢
prawdopodobiefistwo ruiny w jednolitym jezyku funkcji skalujacych W (¥), o trans-
formacie Laplace’a wyrazonej przez tradycyjna trojke charakterystyczna procesu
ryzyka (brownowska wariancje, dryfi rozktad roszczen). Uzyskujemy zatem bardzo
prosty mechanizm identyfikacji prawdopodobienstwa ruiny: zamiast dla kazdego
procesu ryzyka z osobna znajdowac to prawdopodobienstwo, jak to robiono dotych-
czas, wystarczy teraz zidentyfikowa¢ funkcjg¢ skalujaca odpowiadajaca danemu pro-
cesowi ryzyka oraz zastosowa¢ glowny rezultat zanotowany w tej pracy. Warto do-
da¢, ze funkcje te sa znane dla wielu szczegoélnych procesow ryzyka. Kilka
przyktadoéw zostato podanych réwniez w tej pracy. Te wzory oraz pakiet Maple po-
zwalaja z kolei znalez¢ r6zne wyrazenia numeryczne, ktore wskazuja na bardzo cie-
kawe zaleznosci. Mozemy np. dzigki analizie numerycznej zobaczy¢ wpltyw wielko-
$ci paryskiego opdznienia na wielko$¢ prawdopodobienstwa ruiny. Warto zauwazyc¢,
ze przeciez wilasnie to prawdopodobienstwo daje podstawg naliczania skladek.
Zmniejszenie go daje wiec pole do zmniejszenia sktadki, co w dobie wysokiej kon-
kurencyjnosci na rynku ubezpieczeniowym moze mie¢ ogromne znaczenie. Dodat-
kowo jest to pierwsza proba modelowania ponownego uzyskania ptynnosci finanso-
wej przez firmg ubezpieczeniowg po momencie klasycznej ruiny.

Praca jest zorganizowana w nastgpujacy sposob. W nastgpnym rozdziale przed-
stawimy gtowne oznaczenia i fakty. Po czym przedstawimy najwazniejsze rezultaty.
W ostatnim rozdziale skoncentrujemy si¢ na szczegolnych przypadkach procesu ry-
zyka bedacego albo klasycznym procesem ryzyka (1) z wyktadniczymi roszczenia-
mi, albo ruchem Browna z dryfem. Tutaj tez pojawia si¢ doktadna analiza numerycz-
na. Prace koncza wnioski i zapowiedz przysztych badan.

2. Preliminaria

Zacznijmy od podania gtownych faktow z teorii fluktuacji proceséw Lévy’ego. Zna-
komite podsumowanie tej teorii mozna znalez¢ w ksiazkach Bertoina [1996], Ky-
prianou [2006] czy Sato [1999] i spisach literatury tamze zawartych.
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W tej pracy rozwazamy spektralnie ujemny proces ryzyka Lévy’ego
X = {Xi }+>0, czyli taki, dla ktorego miara skokéw Lévy’ego v spetnia 1(0, o) = 0.
Poniewaz skoki procesu sa niedodatnie, funkcja generujaca momenty E[eXf] jest
dobrze zdefiniowana co najmniej dla wszystkich § > 0 i z twierdzenia Lévy’ego-
-Chificzyna jest dana przez E[e?Xt] = €¥%) dla wyktadnika Laplace’a (0), ktory
jest dobrze zdefiniowany przynajmniej na nieujemnej potosi, jest wypukty i zbiega
do nieskonczonosci dla argumentdéw zbiegajacych do nieskonczonosci. Oznaczmy
przez ® uogolniona funkcj¢ odwrotna do 1). Bedziemy takze rozwazac proces dual-
ny: X, = —X, z miara skokoéw 7 (0,y) = v (—y, 0). Dalej wszystkie wielko$ci
liczone dla procesu dualnego beda oznaczane przez daszek ponad odpowiednikiem
dla procesu X.

Zdefiniujmy teraz nowa miarg przez pochodna Radona-Nikodyma:

= exp (0X, — G(0)D). @

gdzie JF; jest prawostronnie ciagta naturalna filtracja X. Na nowej przestrzeni proba-
bilistycznej proces X jest nadal spektralnie ujemnym procesem Lévy’ego z wyktad-
nikiem Laplace’a:

o) = (s +0) = ¢(0). ®

Dalej dla uproszczenia bedziemy zaktadaé, ze albo proces Lévy’ego ma kompo-
nent¢ brownowska albo skoki maja gestosé.

Dla p>0 mozemy teraz zdefiniowa¢ tzw. p-ta funkcje skalujaca
W . [0,00) = [0, 00), ktora jest rosnaca i ciagta funkcja z transformata Laplace’a
fooo e~ WP (y)dy = (4(0) —p)~'dla g > o (p).

Dziedzina W () jest rozszerzona na ujemna potos przez potozenie tamze warto-
$ci zero. Nalezy wspomnie¢ ciekawa wtasno$¢ funkcji skalujacej — jest ona réznicz-
kowalna (chociaz niekoniecznie w sposob ciagly).

Funkcje skalujace stanowia podstawe do rozwiazania tzw. problemow wyijscia,
ktore podaja rozktad pierwszych momentéw wejscia X do przedziatow |a, oo) oraz
(—o0, —a):

rh=inf{t >0:X,>a}, 7, =inf{t >0: X, < —a}.

Przede wszystkim

_nrT4RX _ 1 4 o\ J \
Plo 7P% s = ol Bzl y = prluly
Tt | \
| \

i (
4 g \~) (w)? <) /s 4)

[

le
z |v

L
gdzie WB(“') oraz Zéu) sa funkcjami skalujacymi liczonymi wzgledem miary P?,
w=p — (f) oraz u/ P (u) jest rozumiane w sensie granicznym dla v = 0. Funkcje
skalujace na nowej przestrzeni probabilistycznej mozna tatwo zwiazac z tymi liczo-
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|
~
&

zZT

nymi wzgledem oryginalnej miary P w nastepujacy sposob: =W 5"'\ (z) = WW(z)
oraz
(o) . ./-‘Z 2 IO
Zy'(z) =1 +u/0 e WY (y)dy.

3. Gléwne rezultaty

Prawdopodobienstwo klasycznej ruiny jest konsekwencja tozsamosci (4).
Twierdzenie 1.

1—

£ ]
U

[y
o
—
&

y
P.(ry <o0) =14
o

Paryska ruina odbywa si¢ w nastepujacy sposob. Na poczatku proces rezerw
staje si¢ nicujemny. Catkujac wzgledem pozycji procesu ryzyka w momencie kla-
sycznej ruiny, znajdujemy prawdopodobienstwo, ze proces ryzyka wréci do pozio-
mu zero przed czasem ¢ > 0. Wtedy prawdopodobienstwo paryskiej ruiny z dowol-
nym nieujemnym kapitatem poczatkowym wyrazamy przez prawdopodobienstwo
ruiny dla zerowego kapitatu poczatkowego. Dla procesu X o ograniczonym wahaniu,
ktadac x = 0, uzyskujemy prawdopodobienstwo paryskiej ruiny dla zerowego kapi-
tatu, czyli tez dla dowolnego kapitatu poczatkowego. Przypadek procesu ryzyka o
nieograniczonym wahaniu jest bardziej ztozony i polega na odsunigciu warunku po-
czatkowego od zera oraz przeprowadzeniu odpowiedniej aproksymacji przez po-
przedni przypadek. Cala procedura doktadnie zostata przedstawiona w pracy Czar-
nej i Palmowskiego [2010], rezultat za§ moze by¢ podsumowany w nastgpujacy
Sposob.

Twierdzenie 2.

Prawdopodobienstwo paryskiej ruiny jest rowne:

D("I‘C < o0) = pfﬂ'_ < M\D(’Tc/r\f\\
47\ 7 cC) ST < OOy

~

/ (00 \
+(1—PrS <o) 1= | Pt >OP(r7 < 0o, — _c,m\(5)
\J. 4 \I ~ w}/ \ AL I £ \IZ — S/.L .L\I ~ w, 1).,7_ = MN/}

\ J0O i /
Py(ry < 00) = 1=/ (04)W(x). ©)

/ e’ ds/ P(r} > s)Pu(1y < 00, X - €dz)
0 0
1 — ' (04+)W(x)

v
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Dodatkowo zachodza nastgpujace tozsamosci identyfikujace prawdopodobien-
stwo paryskiej ruiny z zerowym kapitalem poczatkowym w zalezno$ci od wlasciwo-

$ci trajektorii tego procesu.
e Jesli proces X jest o ograniczonym wahaniu, to:

P(1° <) =
oo —+ = m~
B Jy- P > Q)P(ry < oo, —X,- € dz) (8)
- . — O — .
_ + — N
1—P(ry <o0)+ [,” P(m+ > )P(1y < o0, X,- €dz)
gdzie
10D 1O
l’ —Heg 1 l’ S/ _+ N T3/ — - 7 N
[ e™®ds | Pl >s)P(ry <oo,—X_- €dz)
Jo Jo ¢
I N ©)
= — (1= e D) D(z, 00)dz
Op Jo
 Jesli proces X jest o nieograniczonym wahaniu, to
pni._C - \ 1 ':(\'777 g/\' — ':(h? LD)
i <oo)= lum T ; (10)
oo q(b,C)
gdzie
[ e . m(w)P (w) (B — w)
'I 'l e LU‘SV pfq‘(s t\,dtdS; _ \n//v/\h\/ \l' _ \/
/o I o ’ Buw4(D(H) — D (w))
v U J U U \ \7—/ \7" /7
m(w) = lim ——— =~
(w) €0 n(e)

dla normalizujacej stalej n oraz mezalezn ej zmiennej losowej e, o rozkladzie wy-

ktadniczym z parametrem w oraz X, = infy . X..

4. Analiza numeryczna

4.1. Klasyczny proces Craméra-Lundberga z wykladniczymi roszczeniami

Zat6zmy teraz, ze proces ryzyka X jest klasycznym procesem ryzyka (1) z wyktad-

niczymi roszczeniami F'(dz) = £e~%* dz i z intensywnoécia ich zglaszania .

Z definicji funkcji skalujacej mozna uzyskac wtedy, ze:
WO () = ¢ (Aper"®r — At 00r)

StaE(p) +(p) = ®(p) oraz ¢~ (p) bedacy najmniejszym rozwia-

glee Ai = ﬁ =

q
zaniem rownania () =
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m B P 4 S A2 L Apne
§ &) — Py .
U

Z twierdzenia 1 mozemy uzyskac teraz prawdopodobienstwo klasycznej ruiny:

_ A (=2,
Pu(ry < o0) = Ze (550)e, (11)
g
Dodatkowo zauwazmy, ze
/‘\ (C§—)\) / (/fD 3
P.(T° < 00) = Ze (72 x(—)
2 ) c& & —AN1-=D) ) (12)
gdzie
r¢ [
— - | [CS (N4 Vta—171 /a2 /N N\ 14
D=1 [ /e L2t/ cAf)dt

oraz [ (x) jest zmodyfikowana funkcja Bessla pierwszego rodzaju.
Rzeczywiscie, na mocy wlasnosci braku pamigci rozktadu wyktadniczego:

50 00
/ e % ds / P(r} > s)Pu(15 < o0, _XTO— € dz) =
Jo 0

A . €=y, D(0)
& 0(®(0) + &)’
co daje

/ P(rF > Q) P(1y <o00,—X - €dz) = ie_(gc__A)ID
0 To c€
i tacznie z (5) i (8) konczy dowod (12).

Jestedmy teraz w stanie dokona¢ numerycznych obliczen. Bierzemy nastgpujace
parametry procesu ryzyka: & = 2, A = 2, ¢ = 2.5, ktdre pojawiaja si¢ czesto w serii
numerycznych prac Albrechera i Thonhausera [2008]. Dodatkowo tab. 1 i 2 beda
analizowac rézne opdznienia paryskie: ¢ = 0.1,0.3, 0.7, 21r6zne kapitaty poczatko-
we dla x = 2,5, 10, 50.

Tabela 1. Analiza r6znych paryskich opdznien

¢ 0.1 0.3 0.7 2
Py(15 < 0) 3.63-1072 3.63-1072 3.63-1072 3.63-1072
Py(1¢ < o0) 2.70- 1072 1.59 - 1072 6.95-1073 1.09-1073

Zrodto: obliczenia wlasne.

Zauwazmy, ze drugi rzad tab. 1 jest staly i zostal dodany dla wygody porow-
nania.
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Tabela 2. Analiza r6znych kapitalow poczatkowych

x 2 5 10 50
(T < 00) 3.63-1072 9.91-10~* 2.46- 1076 3.50- 10727
P (7¢ < ) 1.59- 1072 4.34-1074 1.07-1079 1.53-107%

Zrodto: obliczenia whasne.

Tabela 2 jest liczona dla {=0.3.

Tabela 3 pokazuje, ile wigcej potrzebujemy kapitatu poczatkowego, aby w przy-
padku klasycznym prawdopodobienstwo ruiny byto na tym samym poziomie jak dla
paryskiego opdznienia.

Tabela 3. Analiza r6znych paryskich opdznien

¢ 0.1 0.3 0.7 2

Py(m5 < o0) 2.69-1072 1.60 - 1072 6.93- 1073 1.09-1073
z =225 r =268 r=3.38 r=4.92

Py(7¢ < 00) 2.70-1072 1.59 - 1072 6.95- 1073 1.09-1073

Zrodto: obliczenia wlasne.

Z powyzszych obliczen numerycznych mozna wyciagna¢ nastgpujace wnioski.
Tak jak si¢ mozna bylo spodziewac, zastosowanie paryskiego op6znienia znacznie
zmniejsza prawdopodobienstwo ruiny, co obrazuja tab. 1-3. Oczywiscie gdy zwigk-
szamy paryskie opdznienie, to prawdopodobienstwo ruiny zmniejsza si¢, w praktyce
jednakze nalezaloby zastanowi¢ si¢ nad rozsadnym ograniczeniem tego czasu. Naj-
ciekawsza wydaje si¢ tab. 3, ktora pokazuje, ze zastosowanie paryskiego opodznienia
pozwala firmie ubezpieczeniowej na zmniejszenie kapitatu poczatkowego przy ta-
kim samym ryzyku bankructwa.

4.2. Ruch Browna z dryfem

Rozwazmy teraz przypadek, kiedy proces ryzyka jest ruchem Browna z dodatnim
dryfem:

Xy =x+4+ 0B + ct,

gdzie z, 0, ¢ > 0 oraz B, jest klasycznym ruchem Browna. Definicja funkcji skalu-
jacej daje:

=

=

5
I

-

Stad
Pu(7y < o00) = e~ (207, (13)
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Dodatkowo
U /54 /Z\ _c, /¢m
¢ _ —(2co )2 N -
Pm(T < OO) =e¢ TN —> (14)
vi{ic,/8)Le, /@
v \O’V 2) + O'V 2
gdzie
U(x) = 2¢/FaN (V2z) — 7z + e

oraz N (.) jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego (zob. [Czarna, Pal-
mowski 2010]).

Przypadek I (0 = 1)
Tutaj dokonamy podobnej analizy numerycznej jak dla klasycznego procesu ry-
zyka, wybierajac ¢ = 1 oraz ¢ = 2.5. Tabele 4-6 be¢da analizowaé rézne opdznienia

Tabela 4. Analiza r6znych paryskich opdznien

e 0.1 0.3 0.7 2
Py < o0) 4.54-107° 4.54-107° 4.54-107? 4.54-107°
Py(7¢ < o) 6.08- 1076 1.26-107¢ 1.43-1077 6.51-10710

Zrodto: opracowanie wlasne.

Zauwazmy, ze drugi rzad jest staly i zostat dodany dla wygody poréwnania.

Tabela 5. Analiza réznych kapitatéw poczatkowych

x 2 5 10 50
P.(1y < o0) 4.54-107° 1.39.10"1 1.93- 10722 2.67-107109
P(1¢ < 00) 1.26-1076 3.86- 10713 5.37- 10724 7.43 107!

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 5 jest liczona dla = 0.3.

Tabela 6 pokazuje, ile wigcej potrzebujemy kapitatu poczatkowego, aby w przy-
padku klasycznym prawdopodobienstwo ruiny bylo na tym samym poziomie jak dla
paryskiego opdznienia.

Tabela 6. Analiza réznych paryskich opdéznien
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e 0.1 0.3 0.7 2
Py(ry < o0) 6.14-107° 1.24-107¢ 1.44-1077 6.52- 10710
r=24 xr =272 x = 3.15 x = 4.23
Py (¢ < o0) 6.08-10~6 1.26- 1076 1.43-1077 6.51- 10710

Zrodto: opracowanie wlasne.

Przypadek Il o = 2 ( mate i czgste roszczenia)

Tutaj dokonamy podobnej analizy numerycznej jak dla procesu ryzyka, wybie-
rajac o = 2 oraz ¢ = 2.5. Tabele 7-9 beda analizowaé rdézne opodznienia paryskie:
¢ =0.1,0.3,0.7,2 i rozne rezerwy poczatkowe dla z = 2, 5, 10, 50.

Tabela 7. Analiza r6znych paryskich opdznien

¢ 0.1 0.3 0.7 2
Py(1y < o0) 8.21-1072 8.21-1072 8.21-1072 8.21-1072
Py(1¢ < 0) 3.04-1072 1.45- 1072 5.58 - 1073 7.12-107%

Zrodto: opracowanie wlasne.

Zauwazmy, ze drugi rzad jest staly i zostat dodany dla wygody poréwnania.

Tabela 8. Analiza r6znych kapitatlow poczatkowych

x 2 5 10 50
P15 < o0) 8.21-1072 1.93.1073 3.73.107¢ 7.19-107%8
P.(7¢ < o0) 1.45 - 1072 3.41-1074 6.57 - 1077 1.26-10728

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 8 jest liczona dla = 0.3.

Tabela 9 pokazuje, ile wigcej potrzebujemy kapitatu poczatkowego, aby w przy-
padku klasycznym prawdopodobienstwo ruiny byto na tym samym poziomie jak dla
paryskiego opdznienia.

Tabela 9. Analiza r6znych paryskich opdznien

e 0.1 0.3 0.7 2
Pp(ry < 00) 3.05- 1072 1.45-1072 5.58 - 1072 7.19-107%
r = 2.79 r =3.39 r =4.15 r =5.79
Po(7¢ < 0) 3.04-1072 1.45- 1072 5.58 - 1073 7.12-107%

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Analiza numeryczna wykazala, ze tak samo jak w przypadku procesu Craméra-
-Lundberga zastosowanie paryskiego op6znienia znacznie zmniejsza prawdopodo-
bienstwo ruiny. Tak jak poprzednio mozemy zauwazy¢, ze zwigkszanie paryskiego
opoOznienia powoduje zmniejszenie prawdopodobienstwa ruiny. Z praktycznego
punktu widzenia oczywiscie nalezatoby zastanowi¢ si¢ nad rozsadnym ogranicze-
niem tego czasu. Tutaj rowniez najciekawsza wydaje sig tab. 3, ktéra pokazuje, ze
zastosowanie paryskiego opdznienia pozwala firmie ubezpieczeniowej na zmniej-
szenie kapitatu poczatkowego przy takim samym ryzyku bankructwa.

5. Podsumowanie

W tej pracy wprowadziliSmy pojgcie paryskiej ruiny, ktora nastgpuje wtedy, kiedy
proces rezerw pozostaje dtuzej ponizej zera niz ustalony z géry horyzont czasowy
> 0. Opodznienie tego rodzaju pozwala na ponowne uzyskanie przez firme¢ ubezpie-
czeniowa plynnosci finansowej przez pozyczki lub inne operacje finansowe. Oczy-
wiscie dopuszczenie dodatkowej mozliwosci pozostania procesu rezerw ponizej zera
zmnigjsza jego prawdopodobienstwo ruiny, a tym samym zmniejsza miarg ryzyka,
ktora jest podstawa do wyliczania sktadki. Celem pracy bylo zbadanie, jak powazny
wplyw na prawdopodobienstwo ruiny ma wprowadzenie paryskiego opoznienia.
W tym celu wyrazamy oba prawdopodobienstwa w jednolitym jezyku tzw. funkcji ska-
lujacych, ktore z kolei sa wyrazone przez transformate Laplace’a oraz identyfiko-
walne dla wigkszo$ci znanych modeli. W tej pracy skoncentrowaliSmy si¢ na dwoch
przyktadach: klasycznym procesie ryzyka oraz ruchu Browna z dryfem. Majac wy-
razenia na prawdopodobienstwa ruiny klasycznej i paryskiej, porownaliSmy je nu-
merycznie dla r6znorodnych opdznien paryskich. Zauwazylis$my, ze zastosowanie
paryskiego op6znienia znacznie zmniejsza prawdopodobienstwo ruiny oraz pozwala
firmie ubezpieczeniowej na zmniejszenie kapitatu poczatkowego przy takim samym
ryzyku bankructwa. Jednakze nalezy takze rozsadnie wybra¢ gorne ograniczenie na
wielkos$¢ paryskiego opdznienia. Zaobserwowalismy takze, ze w przypadku ruchu
Browna z dryfem aplikacja paryskiego opdznienia ma duzo wigkszy wplyw na
zmniejszenie prawdopodobienstwa ruiny wzgledem klasycznego, niz jest to w przy-
padku procesu Craméra-Lundberga. Oczywiscie dalsze modele powinny by¢ zanali-
zowane. Szczegdlnie cickawy wydaje si¢ przypadek, kiedy proces zgloszen jest opi-
sany przez proces odnowy, np. z erlangowskim okresem pomigdzy zgloszeniami.
Markowskie modulowanie otoczenia pozwolitoby z kolei lepiej modelowaé sezono-
wos$¢. Nastgpnym krokiem powinno by¢ ujgcie inwestycji w modelu, tak jak to jest
robione w serii prac Paulsena [2007], czy tez uwzglgdnienie zaleznosci intensywno-
sci sktadki od obecnego poziomu rezerw. Te i inne problemy beda przedmiotem
dalszych badan.
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COMPARISON OF PARISIAN AND CLASSICAL RUIN
PROBABILITIES FOR A LEVY RISK PROCESS

Summary: In this paper we analyze so-called Parisian ruin probability that happens when
surplus process stays below zero longer than fixed amount of time {> 0. We focus on general
spectrally negative Lévy insurance risk process. For this class of processes we identify ex-
pression for (classical and Parsisan) ruin probability in terms of so-called scale functions
which is defined via Laplace exponent of risk process. We analyze few explicit examples such
as Cramér-Lunberg process (large claim size case) and Brownian motion with drift (small
claim size case). In this paper we numerically compare classical and Parisian ruin probabilities.

Key words: ruin probability, risk process, optimization.



