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Stanistaw Heilpern
Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu

NIESTANDARDOWE MODELE RYZYKA
— BADANIE WPLYWU STOPNIA ZALEZNOSCI
NA PRAWDOPODOBIENSTWO RUINY!

Streszczenie: Artykul poswigcony jest niestandardowym modelom ryzyka, rozpatrywanym
z punktu widzenia teorii ruiny. W modelach tych odstapiono od klasycznych zatozen dotycza-
cych niezaleznosci. Dopuszczono zalezno$¢ wielkosci wyptat oraz momentow ich wystapie-
nia. W pracy rozpatrywane sa zar6wno ciagte, jak i dyskretne procesy ryzyka. Zbadano wptyw
stopnia zalezno$ci na prawdopodobienstwo ruiny. W niektérych modelach zaobserwowano
wystgpowanie duzych nieregularnos$ci, braku monotonicznosci badanych relacji.

Stowa kluczowe: proces ryzyka, ruina, zalezno$¢, funkcje taczace.

1. Wstep

Tematem artykutu sa niestandardowe modele ryzyka, rozpatrywane z punktu widze-
nia teorii ruiny. W odrdznieniu od standardowych, klasycznych modeli ryzyka,
przedstawionych np. w pracach [Kaas i in. 2001; Ostasiewicz 2000; Shiu 1989],
dopuszcza si¢ w nim zaleznos$¢ niektorych proceséw czy zmiennych losowych. Za-
lozenie niezaleznosci jest bardzo wygodne od strony matematycznej, ale czgsto jest
malo realistyczne. W praktyce aktuarialnej spotykamy si¢ np. z oddziatywaniem
wspolnych, zewngtrznych czynnikoéw na poszczegolne grupy polis, co powoduje ich
wzajemng zalezno$¢. Moga to by¢ czynniki makroekonomiczne: kryzysy, inflacja,
wzrost cen surowcodw, klimatyczne: powodzie, pozary, trzgsienia ziemi, wybuchy
wulkandéw oraz polityczne: kryzysy rzadowe, zamieszki czy wojny.

W pracy omawiane sa modele zarowno ciagte, jak i dyskretne, jedno- i dwuwy-
miarowe. Wystepujaca zaleznos$¢ dotyczy wielkosci wyplat, jak rowniez procesow
liczacych wyptaty. W analizie tych modeli zwrdcono glownie uwagg na wpltyw stop-
nia zalezno$ci na prawdopodobienstwo ruiny, dlatego tez przedstawione w pracy
modele zostalty maksymalnie uproszczone. Zaobserwowano w niektérych modelach
wystepowanie duzych nieregularnosci, braku monotonicznosci tych relacji.

! Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauk¢ w latach 2010-2012 jako projekt badawczy
nr 3361/B/H03/2010/38.
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Praca ma charakter przegladowy. Zawiera wyniki badan witasnych zaré6wno
autora [Heilpern 2009; 2010a; 2010b], jak i innych autorow [Cai, Li 2005; Cossete
iin. 2004; 2003; Yuen i in. 2002; 2006]. Zamieszczone w pracy twierdzenia podane
sa bez dowodow. Czytelnik moze je znalez¢ we wskazanych odnos$nikami pracach.

2. Modele dwuwymiarowe

2.1. Zaleznos¢ procesow liczacych wyplaty

W pracach [Yuen i in. 2002; 2006] autorzy rozpatrywali nast¢pujacy dwuwymiaro-

wy model ryzyka:
UL (t) 5:()
(020) = () + (&) e (o)

gdzie u, > 0, i = 1, 2 sa kapitalem poczatkowym, ¢, > 0 intensywnosciami naptywu
sktadki,
N;i(t)

Si(®) = Z Xij
=1

oraz N(t) = M(t) + M (). W modelu tym zaklada sig, ze XU sa niezaleznymi wielko-
$ciami wyptat. Dla ustalonej klasy i = 1, 2 wielkosci wyptat maja ten sam rozktad
o dystrybuancie F(x) i wartoSci oczekiwanej m,. Natomiast M(7), i = 0, 1, 2, sa pro-
cesami Poissona z intensywno$ciami 4. Sa one niezalezne oraz sa niezalezne
od wielkosci wyptat X, Procesy N(1),i=1,2sa wigc rowniez procesami Poissona z
intensywnos$ciami 4, + 4, ale moga one by¢ zalezne. Zaleznos¢ powoduje wspolny
proces M (1), ktory moze by¢ interpretowany jako wptyw wspolnego, zewngtrznego
czynnika, ktory wptywa na liczbe wyptat w obydwu klasach. Natomiast procesy
M (1), M,(t) moga reprezentowa¢ oddziatywanie wewngtrznych, indywidualnych dla
kazdej klasy czynnikow.

Niech 7, = inf{z: U(#) < 0} oraz y (u) = P(T, < | U(0) = u), i = 1, 2 beda odpo-
wiednio czasami wystgpienia i prawdopodobienstwami ruiny w poszczegolnych kla-
sach i = 1, 2. Bedziemy rozpatrywa¢ dwa modele ruiny. W pierwszym rozpatrzymy
moment pojawienia si¢ pierwszej ruiny:

'/’or(”|,“z) = P(TOr <oo| U,(0)=u, U(0)=u),

gdzie T _=inf{z. U (1) <0lub U, (#) <0} =min{T, T,}. W drugim modelu interesowac
nas bgdzie ruina w procesie ryzyka bgdacego suma procesow U(f) = U (1) + U,(%):

y,(u) = P(T, < oo U(0) = u),
gdzie T = inf{z. U (1) < 0}.
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Zbadamy teraz wplyw stopnia zalezno$ci proceséw N(#) na prawdopodobien-
stwo ruiny w obydwu modelach. W tym celu wprowadzimy drugi dwuwymiarowy

model:
U, (t u c Si(t
1’() =( 1)+(1)t_ 1’() ,
U,(t) Uz C2 S, (1)
przyjmujac, ze intensywnosci 4, A’ proceséw Poissona M(¢) i M| (¢) spetniaja waru-
nek:
At A=A+

a wielkosci wyptat X;; i X : ; maja ten sam rozktad dla ustalonej klasy i. Procesy li-
czace wyplaty N(¢) oraz N/(f) maja wtedy rowniez ten sam rozktad.

Warto$ci intensywnosci 4, 1 4; oddaja stopien zalezno$ci proceséw odpowiednio
N(?) oraz N/(?). Dla 4, = 0 otrzymujemy niezalezno$¢ procesow N (?) i N,(?). Relacja
A, 2 4, sygnalizuje nam, ze stopien zalezno$ci migdzy procesami liczacymi wyptaty
w poszczeg6lnych klasach jest wigkszy dla dwuwymiarowego procesu ryzyka (U (1),
U,(#))" niz dla procesu ((U/(z), U)(t))").

Twierdzenie 1 [Yuen i in. 2006]. Jezeli 2, > 1, to ¥, (U1, uz) < v, (uy,u5), dla
kazdej wartoSci kapitatu poczatkowego u, iu,.

Widzimy, ze w tym modelu wigkszy stopien zalezno$ci implikuje mniejsze
prawdopodobienstwo ruiny dla dowolnej wartosci kapitalu poczatkowego.

Rozpatrzmy teraz sumg proceséw ryzyka

U(t) = U (6) + U,(t) = u+ et — S(2),

gdzieu=u, +u,c=c +c,oraz S(¢) =S (¢) +S,(1). W tym przypadku relacja migdzy
stopniem zaleznosci proceséw a prawdopodobienstwem ruiny jest przeciwna niz w
modelu poprzednim. Wzrost stopnia zaleznosci powoduje rowniez wzrost prawdo-
podobienstwa ruiny. Mowi o tym twierdzenie 2.

Twierdzenie 2 [Heilpern 2009]. Jezeli 4, < 4/, to () < ,//'S(u), dla kazdej
warto$ci kapitatu poczatkowego u.

Jednak i w tym modelu zaleznos¢ ta jest regularna, taka sama dla kazdej wartosci
kapitatu poczatkowego.

2.2. Zalezno$¢ wyplat

Rozpatrzmy teraz dwuwymiarowy model ryzyka, w ktorym obydwie klasy maja ten
sam proces liczacy wyptaty N(¢) z intensywnoscia A:

)=+ (@e-(E9)
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gdzie S;(t) = Zjv i©) Xij, i =1,2. Zalozymy przy tym, ze dla ustalonej klasy 7 wiel-
kosci wyptat X, X, ... maja ten sam rozktad okreslony dystrybuanta F'(x) i sa nie-
zalezne, a kazdy wektor losowy X = X, X, )T ma ten sam rozktad taczny dla kazde-
go j z dystrybuanta F(x,, x,). Natomlast Wlelkosc1 wyptat X » X, moga by¢ zalezne.

1’ 2

Powyzszy model moze mie¢ zastosowanie w sytuacji, gdy mamy dwa rodzaje
szkéd (np. szkody dotyczace pojazdu i 0séb), ktore pojawiaja si¢ jednoczesnie (np.
podczas wypadku). Model ten zostal wprowadzony i zbadany przez Cai i Li [2005]
w przypadku wielowymiarowym. Jednak dla naszych potrzeb wystarczy nam prost-
szy model dwuwymiarowy.

Zbadajmy nastgpujacy model ryzyka bedacy suma obydwu proceséw sktado-
wych: N

U(t) =U () +U(t) =u+ct— z Z;,
=1

gdzie u = u, +u,, c=c, +c, oraz Z =X, + X, Jest to klasyczny model ryzyka
z mezaleznyml zagregowanyml wypiataml Z 0 tym samym rozktadzie.

W celu zbadania wptywu stopnia zaleznosci na wielko$¢ prawdopodobienstwa
ruiny wprowadzimy drugi zagregowany proces ryzyka U'(¢). Zatozymy, ze u, = u/,
¢ = c/oraz ze wektory losowe X, X maja te same rozktady brzegowe, ale rozne roz-
ldady faczne. Do badania rozpatrywanego wplywu wykorzystamy porzadek super-
modularny wektorow losowych [Shaked, Shanthikumar 1997]. Wektor losowy X
jest mniejszy niz wektor X’ w porzadku supermodularnym, co bedziemy oznaczac
symbolem X < X'lub F, < F,, jesli E(f(X)) < E(f(X")) dla kazdej funkcji super-
modularnej f: R* — R, tzn. spetniajacej warunek: fix) + fix) <fix vx) + AAx A X))
dla kazdych x, x" € R2 Cai i Li w pracy [2005] udowodnili twierdzenie 3.

Twierdzenie 3. Jezeli X <. Xj’, to y(u) < w'(u) dla kazdej wartosci kapitatu
poczatkowego u.

Widzimy, ze porzadek migdzy prawdopodobienstwami ruiny jest zgodny z po-
rzadkiem supermodularnym migdzy wektorami losowymi X, i X’

Rozpatrzmy teraz szczeg6lne przypadki, w ktorych wykorzystamy twierdzenie 3.
Niech wektory losowe X" oraz XV maja te same rozktady brzegowe co wektor X
i faczne rozktady o dystrybuantach odpowiednio rownych F| (x , x,) = max {F(x,) +
F,(x,) — 1,0} oraz F(x,, x,) = min{F (x,), F,(x,)}. Sa to tzw. dolne i gérne ograni-
czenia Frecheta wektora losowego X. Brzegowe zmienne losowe X, J i X, sa w tym
przypadku odpowiednio ujemnie i dodatnio $cisle zalezne. Wtedy otrzymujemy re-
lacje X" < X< XV [Biuerle, Miiller 1998] i z twierdzenia 3 mamy te same zalez-
nosci migdzy prawdopodobiefistwami ruiny: y, (u) < w, () <y (u).

Struktura zaleznosci wektora losowego X moze by¢ opisana funkcja taczaca (co-
pula) C. Funkcja faczaca jest dystrybuanta faczna zmiennych losowych o rozkta-
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dzie jednostajnym na [0, 1] U = F,-(Xg) dlai=1, 2 ([Nelsen 1999; Heilpern 2007]),
co pociaga za soba, ze X < X’ wtedy i tylko wtedy, gdy C, < C,, poniewaz su-
permodularny porzadek jest zamknigty ze wzgledu na monotoniczne funkcje [Mul-
ler, Scarsini 2000].

W praktyce czgsto stosowne sg rodziny archimedesowych funkcji taczacych C ,
np. Claytona, Gumbela czy Franka [Nelsen 1999; Heilpern 2007], indeksowane pa-
rametrem o oddajacym stopien zalezno$ci. Archimedesowa funkcja taczaca C jest
indukowana przez generator g zalezno$cia:

C(u, u,)) =g (g(u) + g(u,)).

Jesligx o gy " € Ly ,toC < C,,gdzie L {w:[0,0) - [0,0)] w(0) = 0, w(e0)
= o0, (1) w®(t) > 0,i = 1,2,...} [Wei, Hu 2002]. Przewaznie dla standardo-
wych rodzin archimedesowych funkcji taczacych zachodzi wiasnos¢, ze relacja
o < f pociaga za soba Cc<.C e Tak wigc z twierdzenia 3 otrzymujemy zalezno$¢
() < v ().

Struktura zalezno$ci moze tez by¢ opisana za pomoca gaussowskiej funkcji ta-
czacej [Heilpern 2007], czyli funkcji taczacej indukowanej przez wielowymiarowy
rozktad normalny. Wtedy stosujac twierdzenie 11 z [Miiller 2001], otrzymujemy, ze
jezelio<o’,to X< X, gdzie o = Corr(X P ij). Na podstawie twierdzenia 3 mamy,
ze 1 w tym przypadku wyzszy stopien zalezno$ci, reprezentowany przez wspotczyn-
nik korelacji Pearsona a, implikuje wigksze prawdopodobienstwo ruiny.

3. Ciagly proces ryzyka z zaleznymi wyplatami

W powyzszych modelach mozna byto zaobserwowaé¢ pewna regularnos$é, mianowi-
cie monotoniczna zalezno$¢ migdzy stopniem zaleznosci okreslonych procesow a
prawdopodobienstwem ruiny. Prawdopodobienstwo ruiny maleje (w pierwszym
modelu) badz wzrasta (w drugim i trzecim) w miar¢ wzrostu stopnia zalezno$ci dla
kazdej warto$ci kapitalu poczatkowego. Natomiast w ponizszym modelu wystapi
odmienna, nieregularna sytuacja.

Rozpatrzmy standardowy, ciagly model ryzyka:

N(b)

U(t)=u+ct—ZXi,
i=1

gdzie N() jest procesem Poissona z intensywnoscia 4, a X, sa wielkoSciami wyptat
o jednakowym rozkfadzie z dystrybuantg F(x) i wartosciq oczekiwang m = E(X).
Wyplaty X, sa niezalezne od procesu N(?), ale same moga by¢ juz zalezne. Symbolem
w (u) bedziemy oznacza¢ prawdopodobienstwo ruiny w przypadku klasycznym, gdy
wyplaty sa niezalezne. Wtedy otrzymujemy w(0) = Am/c oraz y (o) = 0 [Miiller
2001].
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W drugim skrajnym przypadku, gdy wyptaty X sa scisle zalezne, gdy dla kazde-
go i mamy t¢ sama zmienna losowa X, tzn. zachodzi X, = X, prawdopodobiefistwo
ruiny v (u) jest rowne [Heilpern 2010a]:

0 c/\
V@ = [ 1@ dF@ = [ v, dFe +F (5)
0 0

gdzie w (u) jest prawdopodobienstwem ruiny, gdy wyplaty sa deterministyczne
i robwne x, tzn. zachodzi P(X, = x) = 1. Posta¢ powyzszego wzoru wynika z faktu,
ze dla x > ¢/ otrzymujemy y (u) = 1.

Twierdzenie 4 przedstawia zalezno$ci migdzy prawdopodobiefistwem ruiny y,
gdy wyplaty sa niezalezne, a prawdopodobienstwem ruiny v, dla Scisle zaleznych
szkod, gdy kapital poczatkowy przyjmuje skrajne wartosci: u = 0 oraz u = .

Twierdzenie 4 [Heilpern 2010a].
v (0) = v, (0),
Y, (20) <y (0).

Jesli zachodzi F (%) > 0, to w powyzszych zalezno$ciach zachodza $ciste nie-
réwnosci.

Widzimy, ze w tym przypadku regularno$¢ nie zachodzi. Wzajemna relacja mig-
dzy prawdopodobienstwem ruiny dla wyptat niezaleznych i wyptat $cisle zaleznych
zalezy istotnie od warto$ci kapitatu poczatkowego u. Dla zerowego kapitatu poczat-
kowego prawdopodobienstwo ruiny dla wyptat niezaleznych nie moze by¢ mniejsze
od prawdopodobienstwa ruiny dla wyptat $cisle zaleznych. Natomiast dla duzych
warto$ci kapitatu poczatkowego otrzymujemy przeciwna zaleznosc.

Zat6zmy teraz, ze struktura zaleznosci miedzy wyplatami jest opisana archime-
desowa funkcja taczaca C z generatorem g. Wtedy funkcja g! jest dla wielowymia-
rowych funkcji (n > 2) taczacych catkowicie monotoniczna i jest transformata La-
place’a pewnej nieujemnej zmiennej losowej © z dystrybuanta F, [Nelsen 1999].
Wtedy dla ustalonej wartosci & zmiennej losowej © zmienne losowe X, sa warunko-
wo niezalezne [Oakes 1989; Frees, Valdez 1998], a brzegowe funkcje przetrwania sa
okreslone wzorem [Oakes 1989]:

F;(x10) = exp(—0g(F;(x)).

Korzystajac z powyzszych faktow, otrzymujemy dla ustalonej wartosci 6 indu-
kowanej przez archimedesowa funkcj¢ taczaca zmiennej losowej ® klasyczny pro-
ces ryzyka z niezaleznymi wyptatami:

U)=u+ct—S\0),

gdzie S (1) = Z?’:(? Xio, alX,sa warunkowymi zmiennymi losowymi z dystrybuanta
F(x|0) i wartoScia oczekiwang m(6). Niech y(u|0) bedzie warunkowym prawdopo-
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dobiefistwem ruiny dla procesu ryzyka U (1), a 6 bedzie najwigksza wartoscia 6, dla
ktorej zachodzi nierownos$¢ m(6) > c/A. Dla ustalonej wartosci € zmiennej losowej ®
warunkowe wyptaty X, 54 niezalezne, wigc chcac wyznaczy¢ warunkowe prawdo-
podobienstwo ruiny w(u|f), mozemy stosowac znane, klasyczne metody, np. podane
w [Kaas i in. 2001; Ostasiewicz 2000]. Natomiast bezwarunkowe prawdopodobien-
stwo ruiny jest rowne [Heilpern 2010a]:

W) = f W(ul8)dFo(6) = f W(ul8)dFe(8) + Fo (60).
0 6o

Funkcja m(0) jest nierosnaca, wigc dla kazdego 6 < 0, ruina jest zdarzeniem
pewnym, tzn. y(uld) = 1.

W przypadku gdy struktura zaleznos$ci zadana jest przez archimedesowa funkcje
laczaca, otrzymujemy podobne nieregularne zaleznosci jak dla wyptat $Scile zalez-
nych.

Twierdzenie 5 [Heilpern 2010a].

v (0) = y(0),

Y () < y(0).

Jesli zachodzi F(0,)) > 0, to w powyzszych zaleznosciach zachodza Sciste nie-
réwnosci.

Funkcja taczaca Claytona, okreslona wzorem [Nelsen 1999; Heilpern 2007]

Ca(ul, ...,un) = (ul_a + .+ u;a’)—l/a,

gdzie o > 0, jest czgsto stosowanym w praktyce przykladem archimedesowej funkcji
taczacej. Jej generator g(u) = v — 1 indukuje zmienna losowa ® o rozktadzie gamma
Ga(1/a, 1). Parametr o oddaje stopien zalezno$ci migdzy zmiennymi losowymi X..
Wspolezynnik korelacji Kendala jest wtedy rowny

a
T= .
a+?2

Gdy parametr o dazy do zera, otrzymujemy niezaleznos¢, a dla nieskonczonosci
Scista zalezno$¢.
W pracy [Heilpern 2010a] rozpatrywany byt przykifad, gdy wielkosci wyptat X,

3
maja rozktad Pareta o dystrybuancie F(x) =1 — (m) , strukturze zalezno$ci

wyptat opisanej funkcja taczaca Claytona oraz ¢ = 24, 2 = 4. W tabeli 1 przedsta-
wione sg wartosci prawdopodobienstwa ruiny y (u) dla wartoSci parametru o = 0,
2/3, 2 1 . Odpowiadaja im wartosci wspotczynnika korelacji Kendala réwne 0;
0,25; 0,5 oraz 1. Na podstawie danych z tab. 1 mozna zauwazy¢ rézne uporzad-
kowania warto$ci prawdopodobienstwa ruiny dla roznych wartosci kapitatu poczat-
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Tabela 1. Wartosci prawdopodobienstwa ruiny dla réznych wartosci a i u

u

0 4 20 60 100 200 400 600 )
0 0,5000 | 0,3071 | 0,1376 | 0,0546 | 0,0310 | 0,0160 | 0,0070 | 0,0050 | 0,0000
2/3 | 0,3803 | 0,2581 | 0,2033 | 0,1627 | 0,1435 | 0,1204 | 0,1011 | 0,0955 | 0,0931
2 0,3452 | 0,2285 | 0,1980 | 0,1739 | 0,1583 | 0,1329 | 0,1122 | 0,1063 | 0,1040
o | 03333 | 0,1778 | 0,1301 | 0,1181 | 0,1160 | 0,1120 | 0,1112 | 0,1111 | 0,1111

Zrodto: opracowanie wiasne na podstawie [Heilpern 2010a].

Tabela 2. Prawdopodobienstwo ruiny, gdy u = oo dla r6znych a

a 0 1 2 4 7 10 20 100 0
w(o0) 0 0.3700 | 0.3927 | 0.4038 | 0.4058 | 0.4053 | 0.4034 | 0.4008 0,4

Zrédto: [Heilpern.

kowego. Na przyktad dla kapitatu poczatkowego rownego 20 oraz 200 zachodza
nastgpujace relacje:

v, (20) <y (20) <y, (20) <y, ,(20),
w,(200) <y (200) <y, .(200) < ,(200).

Dla nieskonczenie duzego kapitalu poczatkowego otrzymujemy zalezno$¢ mono-
toniczna. W miarg wzrostu stopnia zaleznosci rosnie prawdopodobienstwo ruiny. Jed-
nak nie zawsze tak musi by¢. Na przyktad gdy wyptaty maja rozktad dwupunktowy:
P(X,=5)=0,6 oraz P(X, = 7) = 0,4 [Heilpern], najwigksze prawdopodobiefistwo ru-
iny mamy dla parametru a = 7, a nie dla wyptat $cisle zaleznych (zob. tab. 2).

4. Model dyskretny

Na zakonczenie naszych rozwazan rozpatrzymy dyskretny model postaci:
t
U(t) =u+t—ZYi,
i=1

gdziet=1,2,..,u=0,1, .. jest dyskretnym kapitatem poczatkowym, wielkosci
wyplat ¥; = [;X;, X =1, 2, ... sa dyskretnymi zmiennymi losowymi, a indykatory

_ {1 z prawdopodobienstwem q
710 zprawdopodobiefistwem 1 —q

sa binarnymi zmiennymi losowymi okreslajacymi moment wystgpienia wypftaty.
Przyjmujemy, ze U(0) = u, m = E(X) > 1, a indykatory / sa niezalezne od wielkosci
wyplat X.. Natomiast same indykatory, w odroznieniu od klasycznego, dyskretnego
modelu ryzyka [Shiu 1989], moga by¢ zalezne.
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W przypadku klasycznym, gdy indykatory wskazujace wystapienie wyptaty sa
niezalezne, dla gm > 1 ruina zachodzi z prawdopodobienstwem 1. Ponadto

wl(0) = 1f—q(m— 1)) oraz wi(®) =0,

a dla pozostatych wartosci kapitatu poczatkowego u prawdopodobienstwo ruiny mozna
wyznaczy¢, stosujac odpowiednie wzory rekurencyjne [Shiu 1989; Heilpern 2010b].

W modelu dyskretnym, gdy indykatory /. sa Scisle zalezne, wyptata wystapi w
kazdym momencie ¢ badz nie wystapi w zadnym. Pierwsze zdarzenie zajdzie z praw-
dopodobienstwem ¢. Wtedy prawdopodobienstwo ruiny jest stale, nie zalezy od
wartosci kapitatu poczatkowego u i jest rtowne y, (0) = g. Dla nieskonczenie duzego
kapitatu poczatkowego prawdopodobienstwo ruiny jest zawsze wigksze dla indyka-
torow Scisle zaleznych niz dla niezaleznych, czyli

W () <y, (e0).
W przypadku zerowego kapitatu poczatkowego, gdy zachodzi warunek m + ¢ > 2,
zachodzi przeciwna relacja:

y(0) > (0).

Gdy m + g <2, relacje te, zachodzace dla skrajnych wartosci kapitatu poczatko-
wego, sa zgodne. Zachodzi bowiem wtedy nierownosé

w(0) <y, (0).

Dla m + g = 2 otrzymujemy réwno$¢ tych prawdopodobienstw ruiny [Heilpern
2010b].

Chcac zbada¢ zaleznos¢ prawdopodobienstwa ruiny od stopnia zaleznosci indy-
katorow I, przyjmujemy, ze struktura ich zalezno$ci opisana jest archimedesowa
funkcja taczaca C z generatorem g. Wtedy bezwarunkowe prawdopodobienstwo ru-
iny okreslone jest wzorem:

W) = f V(ul8)dFo(8) + Fo(6s).
6o

Inm

9@
W pracy [Heilpern 2010b] rozpatrzony zostat przyktad, gdzie wyptaty pojawiaja si¢
z prawdopodobienstwem ¢ = 0,3 i maja rozktad geometryczny z warto$cia oczeki-
wana m = 2, a struktura zaleznosci indykatoréw opisana jest funkcja taczaca Clayto-
na. W tabeli 3 podane sq prawdopodobienstwa ruiny dla warto$ci parametru a:
0; 0,1; 1; 2; 4 oraz oo, czyli dla warto$ci wspotczynnika korelacji Kendala wynosza-
cego odpowiednio: 0; 0,048; 1/3; 0,5; 2/3 oraz 1. Jak tatwo zauwazy¢, w tym przy-
padku wystepuje duza nieregularno$é, catkowity brak monotonicznosci. Dla roz-
nych wartosci kapitatu poczatkowego wystepuja rézne uporzadkowania ze wzgledu
na wartos¢ parametru o, czyli wielko$¢ stopnia zaleznosci, prawdopodobienstw ru-
iny. Zachodza np. nastgpujace relacje:

gdzie ® jest indukowana przez funkcje taczaca C zmienna losowa, a 6, =
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v,(0) < y,(0) < w,(0) < y,(0) <y, (0) < ., (0),
w(2) <y, () <y, 2)<y,2)<y,(2) <y (2),
wo(0) <y, (0) <y, (0) < () <y, (0) <y, (e0).

Tabela 3. Prawdopodobienstwo ruiny dla r6znych wartosci a i u

a

u 0 0.1 1 2 4 o0

0 0,42857 0,45766 0,42055 0,38448 0,35064 0,3

1 0,30612 0,36106 0,38117 0,36161 0,33939 0,3

2 0,21866 0,29190 0,35435 0,34607 0,33170 0,3
3 0,15618 0,24166 0,33557 0,33521 0,32629 0,3

4 0,11156 0,20462 0,32206 0,32739 0,32236 0,3
5 0,07969 0,17689 0,31208 0,32161 0,31944 0,3

6 0,05692 0,15583 0,30452 0,31722 0,31721 0,3

7 0,04066 0,13959 0,29866 0,31380 0,31546 0,3

8 0,02904 0,12689 0,29401 0,31109 0,31407 0,3

9 0,02074 0,11682 0,29026 0,30889 0,31293 0,3

10 0,01482 0,10872 0,28718 0,30708 0,31199 0,3
15 0,00275 0,08515 0,27755 0,30137 0,30900 0,3
20 0,00051 0,07443 0,27255 0,29837 0,30741 0,3
25 0,00010 0,06853 0,26951 0,29652 0,30643 0,3
30 0,00002 0,06486 0,26746 0,29528 0,30576 0,3
o0 0,00000 0,04961 0,25700 0,28882 0,30227 0,3

Zrédto: [Heilpern 2010b].

Prawie catkowita regularnos¢ mozemy natomiast zauwazy¢ w przypadku, gdy
struktura zalezno$ci migdzy indykatorami /, zadana jest stacjonarnym fancuchem
Markowa z binarna przestrzenia stanow {0, 1} oraz macierza przej$¢

p (Poo Po1> <P +mnq q-— 7TQ>
Pio P11 p—mp q+mp
gdziepl_j:P(Ik+1 =jl,=1)dlai,j€{0,1},0<p<1,g=1-p, 0<m<1 oraz poczat-
kowymi prawdopodobienstwami [Cossete, Landriault 2004; 2003]

P(I,=0)=p, P(,=1)=g.

Parametr 7 oddaje stopien zalezno$ci indykatorow /,, jest bowiem wspdtczynni-
kiem korelacji Pearsona migdzy sasiednimi indykatorami, tzn.

n= p(Ik’ Ik+l)'

Gdy 7 = 0, otrzymujemy niezaleznos¢, a dla m = 1 silng zaleznos$¢ z zdegenero-
wana, jednostkowa macierza przejsc.
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Prawdopodobiefistwo ruiny y (u) w zaleznosci od warto$ci wspotczynnika m
wyznaczamy, korzystajac z warunkowych prawdopodobienstw ruiny zaleznych od
prawdopodobienstwa poczatkowego v (uli), gdzie i = 0, 1, okreslonych wzorem

w, (uli) = P(U(?) < 0 dla pewnego ¢ | U(0) = u, [, = i).
Bezwarunkowe prawdopodobienstwo ruiny jest wtedy rowne:
w, () = py, (u|0) + qy (ull).

Natomiast warunkowe prawdopodobienstwa ruiny mozna wyznaczy¢, stosujac
dla 0 <7t <1 wzory rekurencyjne [Shiu 1989; Cossete i in. 2004]:

$(010) =~ (m — 1), M
_ (1~ f(D) +P1o¥x(010) ,
U(0l1) = S @
idlau=1,2, ...
Yu(ul0) = 010~ ) (1= F)(A ~uu=kID). ()
k=1
o f (k + 1 1-F(k
petult) = (ol -y TEEDEPC IO (- k).

k=1

O wplywie stopnia zaleznosci, w tym przypadku jest to warto$¢ wspotczynnika
korelacji «t, na prawdopodobienstwo ruiny méwi nam twierdzenie 6.

Twierdzenie 6 [Cossete i in. 2004]. Jezelin, <7, <1, to w, (1) <w,_(u).

Na podstawie powyzszego twierdzenia mozemy stwierdzi¢, ze w przypadku gdy
indykatory /. tworza stacjonarny taficuch Markowa, to w miarg wzrostu stopnia za-
leznosci rosnie prawdopodobienstwo ruiny. Jednakze zaleznos$¢ ta zachodzi dla
wspotczynnikow korelacji mniejszych od jedynki. Dla m = 1 otrzymujemy S$cista
zaleznos¢ 1 — jak wiadomo z rozwazan przeprowadzonych na poczatku tego punktu
— prawdopodobienstwo ruiny jest state, nie zalezy wtedy od wielkos$ci kapitatu po-
czatkowego u 1 jest rowne

w,(u) =q.

Natomiast jesli wspotczynnik korelacji m dazy do 1, to graniczne prawdopodo-
bienstwo ruiny l//g(u) rowniez jest state i wynosi [Heilpern 2010b]

o) = Tim,_ () = gm.
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Jak tatwo zauwazy¢, jest ono zawsze wigksze od prawdopodobienstwa ruiny dla
przypadku $cistej zaleznos$ci, czyli otrzymujemy
w,(u) <y (u).

Gdy 7 = 1, to nie zachodzi ciagtos¢ i jedynie w tym przypadku monotoniczno$¢
zostaje zaburzona.
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Rys. 1. Prawdopodobienstwo ruiny dla réznych warto$ci parametru

Zrédto: [Heilpern 2010b].

W pracy [Heilpern 2010b] rozpatrzony zostal przypadek, gdy wyptaty X maja
rozktad geometryczny o wartosci oczekiwanej m = 2,5, a prawdopodobienstwo wy-
stapienia wyplaty jest rowne g = 0,3. Na rysunku 1 przedstawione zostaly wartosci
prawdopodobienstwa ruiny, gdy wspotczynnik korelacji m jest odpowiednio rowny
0; 0,2; 0,5; 0,8; 1 oraz przypadek graniczny. Widzimy regularna, monotoniczna za-
lezno$¢ prawdopodobienstwa ruiny od warto$ci wspotczynnika korelacji, gdy T < 1,
oraz brak regularnosci dla = 1.
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NONSTANDARD RISK MODELS
—STUDY OF INFLUENCE OF THE DEGREE OF DEPENDENCE
ON THE PROBABILITY OF RUIN

Summary: The paper is devoted to nonstandard risk models. The assumption of dependence
of some random processes or variables is made and the probability of ruin is investigated. The
continuous and discrete processes are studied. In these processes the value of claims or the
random variables, which determine the moments at which the claim occurs, may be depend-
ent. The impact of the degree of dependence of claims on the probability of ruin is investi-
gated. Some nonregularity and nonmonotonicity of such a relation are observed.

Key words: risk model, ruin, dependence.



