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SKELADKI ZAUFANIA Z ZASTOSOWANIEM
NIESYMETRYCZNYCH FUNKCJI STRAT

Streszczenie: W pracy przedstawione sa niesymetryczne funkcje strat (LINEX, Stein, Entro-
py) w kontekscie ubezpieczen. Nastgpnie omowione zostaly wyznaczone estymatory sktadki
netto z zastosowaniem niesymetrycznej funkcji straty LINEX. Przeprowadzono analizg otrzy-
manych estymatorow oraz pordwnano je z estymatorami sktadki wyznaczonymi przy uzyciu
kwadratowej funkcji straty.

Stowa kluczowe: sktadka zaufania, funkcja straty LINEX, estymator bayesowski.

1. Wstep

Teoria zaufania dostarcza technik wyznaczania przyszlych sktadek ubezpieczenio-
wych dla kontraktéw, ktore naleza do bardziej lub mniej niejednorodnego portfela.
W takich portfelach wiedza o kontrakcie jest ograniczona (skromna), ale o catym
portfelu jest duza. Teoria zaufania jest jedna z teorii dostarczajacych ilosciowych
narzedzi, ktore pozwalaja dopasowac przyszte sktadki, opierajac si¢ na wiedzy hi-
storycznej polisy i wiedzy o catym portfelu. Sktadka taka, zwana sktadka zaufania,
jest wypukla kombinacja $redniej arytmetycznej X z biezacej obserwacji polisy
X,,...X, 1sredniej a priori portfela m , tzn.

X + (1 - z)m,
gdzie wspotczynnik zaufania ze(0, 1).

Do wyznaczania skladki zaufania korzysta si¢ z osiagnie¢ statystyki bayesow-
skiej. Teorii zaufania z wykorzystaniem kwadratowej funkcji straty poswigcone sa
monografie Bithlmanna i Gislera [2005] i Jasiulewicz [2005]. W artykule zajmiemy
si¢ sktadkami zaufania przy niesymetrycznej funkcji straty.

W pkt 2 omdwiono najczesciej spotykane niesymetryczne funkcje straty. W pkt 3
podano postaé estymatora bayesowskiego przy funkcji straty LINEX oraz przyktad
liniowego estymatora bayesowskiego dla zadanego rozktadu.
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Gtowne wyniki zawarte sa w pkt 4. W modelu Bithlmanna przy zatozeniu, ze
zmienna losowa (m (@),)? ) ma rozklad normalny, podano posta¢ liniowego esty-
matora bayesowskiego sktadki zaufania.

W dodatku przedstawiono wtasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej, warun-
kowej wariancji i warunkowej kowariancji, ktore wraz z dowodami mozna znalez¢
np. w pracy Jasiulewicz [2005].

2. Niesymetryczne funkcje straty

W teorii podejmowania decyzji najczegsciej przyjmowana jest symetryczna kwadra-
towa funkcja straty L(x) = Lgy,(x) = x*, gdzie x jest wartoscia bledu. Oznacza to,
ze przeszacowanie i niedoszacowanie nieznanego parametru o t¢ sama wartos¢ dla
podejmowania decyzji ma takie samo znaczenie. Jednak od wielu lat pojawiaja sig
prace naukowe wskazujace na potrzebg stosowania niesymetrycznej funkcji straty w
odniesieniu do podejmowania decyzji w §wiecie realnym.

Po raz pierwszy ten problem zauwazyt Varian [1974], badajac straty ponoszone
przy niewtasciwej wycenie nieruchomosci. Wykazat, ze niedoszacowanie realnego
majatku daje w przyblizeniu liniowa strat¢ dochodu, podczas gdy przeszacowanie
majatku prowadzi do strat w przyblizeniu wyktadniczych, spowodowanych roznego
rodzaju sporami sadowymi i odwotaniami. Przeszacowanie jest powazniejsze niz
niedoszacowanie majatku.

Innym waznym i aktualnym przyktadem jest niedoszacowanie i przeszacowanie
poziomu lustra wody zbiornikow retencyjnych o t¢ sama wartosc¢, ktore prowadzi do
réznych konsekwencji ekonomicznych i spotecznych (zob. [Zellner 1986]). W kon-
strukcji zbiornika wodnego niedoszacowanie poziomu lustra wody jest zwykle bar-
dziej powazne niz przeszacowanie gornego poziomu wody.

Roéwniez w ubezpieczeniach niedoszacowanie lub przeszacowanie sktadki o te
sama wielko$¢ moze prowadzi¢ do roznych konsekwencji finansowych dla ubezpie-
czyciela. Gdy ubezpieczony jest niedoszacowany, ubezpieczyciel traci swoje pienia-
dze, podczas gdy przeszacowana jest sktadka, ubezpieczyciel moze straci¢ polisg.
Pierwszy zwrécit uwagg na ten problem w ubezpieczeniach Ferreira [1977]. Niesy-
metryczna funkcje straty dla systemu Bonus-Malus stosowali Lemaire [1979], De-
nuit i Dhaene [2001], Bermtdez i in. [2001], Pérez i in. [2002]. Z polskich autorow
nalezy wspomnie¢ o pracach Niemiro [2006] i Boratynskiej [2008].

Wszystkie powyzsze przyktady przemawiaja za tym, zeby funkcje straty zwigza-
ne z estymacja parametrow lub prognoza opisanych w nich zjawisk byty takiej po-
staci, aby stosowa¢ bardziej surowe kary dla przeszacowania niz dla niedoszacowa-
nia lub odwrotnie. Wigcej egzemplifikacji lub odsytaczy do przyktadow wskazujacych
na zastosowanie niesymetrycznych funkcji straty jako alternatywy dla symetrycznej
kwadratowej funkcji straty mozna znalez¢ w pracy [Parsian, Kirmani 2002].

Rodzing niesymetrycznych funkcji strat zdefiniowali Thomson i Basu [1996].
Funkcja straty L(x) z tej rodziny, gdzie x jest warto$cig btedu, ma wlasnosci:
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1) L(0) =0,

2)L(x)>0dla x#0,

3) L(x) jest wypukta,

4) L(x) jest rosnaca z jednej strony zera i malejaca z drugiej strony zera,

5) szybkosci zmian wartosci funkcji L(x) po obu stronach zera sa rozne.

Zwykle jako alternatywe do kwadratowej funkcji straty bierze sig niesymetrycz-
na funkcje straty

L(H,d):b(e‘”(g‘d) +c(9—d)—1), (1)

gdzie 6 jest nieznanym parametrem, a d — warto§cia estymatora tego parametru.
Funkcje te nazywa si¢ LINEX (Linear-Exponential), bo z jednej strony zera jest
prawie liniowa, a z drugiej prawie wyktadnicza. Parametr ¢ # 0 jest parametrem
ksztaltu, a parametr b > 0 jest parametrem skali i na ogot zaktada sig, ze b=1. Znak
parametru ¢ odzwierciedla kierunek asymetrii. Jezeli ¢ >0, to przeszacowanie jest
bardziej powazne w skutkach niz niedoszacowanie. Jesli ¢ <0, to niedoszacowanie
rodzi wigksze konsekwencje niz przeszacowanie. Im wigksze |c , tym bardziej funk-
cja LINEX jest asymetryczna.

Niechx=6-d. Wowczas L(x)= L, (x)=e +cx—1.Dla matych ¢ funkcja
LINEX jest prawie symetryczna, przy czym dla ¢ — 0

2L, ey (x ) ~ LSQR (x )’

tzn.

2L, ey (x)

el 51,
Lsor (x )

gdzie Lg,,(x) oznacza kwadratowa funkcjg straty.

a)

L(x) 1.

o u [ ul Now; w
T T T s T

=
»
o
o U R N U W
—

-2 -1.5-1-0.5 0 0.5 1 1.5 2 -2-1.5-1-0.5 0 0.5 1 1.5 2
X X

Rys. 1. Wykresy funkcji £, (x):a) ¢=1 — linia ciagla, ¢ =1.5 — linia przerywana, b) ¢ =-1 — linia

ciagta, ¢ = —1.5 — linia przerywana

Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Na rysunku 1 przedstawione sa wykresy L(x) dla ¢=1, ¢=1.5, c=-1, c=-1.5.
Szczegotowe badanie wlasnosci funkcji LINEX przy ich zastosowaniu do estymacji
mozna znalez¢ np. w pracy [Parsian, Kirmani 2002].

Btad estymacji mozna mierzy¢ nie tylko odlegtoscia roznicy x = 6 — d od zera,
ale rowniez odlegtoscia ilorazu x = 6 /d od jedynki. W tym drugim przypadku nale-
zy okresli¢ rodzing funkcji strat nieco inaczej, niz to zrobili Thomson i Basu [1996].
Mianowicie funkcja straty L(x), x >0 musi spetnia¢ nastepujace wiasnosci:

1)L(1)=0,

2)L(x)>0dla x=#1,

3) L(x) jest rosnaca z jednej strony jedynki i malejaca z drugiej strony jedynki,

4) szybkos$ci zmian wartosci funkcji L(x) po obu stronach jedynki sa rozne.

Przyktady takich funkcji strat sa podane ponize;.

Funkcja straty ENTROPY jest okre$lona wzorem:

L(@,d):%—ln%—l:x' -1, )

gdzie x = 6 /d. Funkcja ta nie jest funkcja wypukta i ma punkt przegigcia dla x=2.

Funkcja straty STEIN jest okre§lona wzorem:
L(é’,d)zg—lng—l:x—lnx—l, €)
d d

gdzie x = 6 /d. Funkcja ta jest wypukta.

Funkcje straty okreslone wzorami (2) i (3) mozna zapisa¢ og6lniej jednym wzo-
rem

L(0.d)= Ly, (x)=x" =Inx™ —1, “4)

gdziex =0 /d, c#0. Dla ¢=1 otrzymujemy funkcje ENTROPY okreslona przez
(2), adla ¢ =-1 funkcje STEIN okreslona przez (3). Funkcja straty ENTROPY jest
szczegolnym przypadkiem funkcji ilosci informacji Kullbacka-Leiblera (zob. np.
[Parsian, Nematollahi 1996]). Zauwazmy tez, ze dla x>0

LENT (x) = LLINEX (11’1 x)' Q)

Tak samo jak dla funkcji LINEX, jezeli ¢ >0, to przeszacowanie jest bardziej
powazne w skutkach niz niedoszacowanie. Jesli ¢ <0, to niedoszacowanie rodzi
wigksze konsekwencje niz przeszacowanie. Na rysunku 2 znajduja si¢ wykresy
funkcjidla c=11c=-1.

Symetri¢ analogiczna jak dla funkcji straty LINEX, ale nie dla réznicy 6 — d,
tylko dla ilorazu 0 /d, wida¢ wyrazniej, gdy wykresy sa przedstawione w skali loga-
rytmicznej dla x. Wykresy takie sa przedstawione na rys. 3.
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c=1 c=-1

2.5 2.5

2 2
1.5 1.5

L(x) L(x)

1 1
0.5 0.5

0 . . . 0 S

0 5 10 15 20 0.511.522.53 3.544.55

X

X
Rys. 2. Wykresy funkcji £ (x)

ENT

Zrodto: opracowanie wiasne.

Rys. 3. Wykresy funkeji £, (x) w skali logarytmicznej dla x

a=1 a=-1
2.5 2.5
2 2
1.5 1.5
L(x) L(x)
1 1
0.5 0.5
0 - 0
0.1 1 10 0.1 1 10
x b4

Zrbdto: opracowanie wiasne.

3. Estymator bayesowski przy funkcji straty LINEX

Niech zmienna losowa © opisuje strukture ryzyka w badanym portfelu. Parametr 0
bedacy realizacja zmiennej losowej ® reprezentuje cechy ubezpieczonego wptywa-
jace na jego liczbg roszczen i kwotg roszczen. Oczywiscie parametr 0 jest nieznany
i wlasciwy danemu ubezpieczonemu. Informacje o 6 zawarte sa w obserwacjach
ubezpieczonego. Niech X ,..., X, oznaczaja calkowita liczbg roszczen lub catkowita
kwote roszczen w kolejnych latach ubezpieczenia dla ubezpieczonego o parametrze
ryzyka 0. Zmienne losowe X,,..., X, sa zalezne przez wspolny parametr 6, ale ich
rozktady warunkowe przy danym 0 sa niezalezne, tzn.

Pr(X, <x,..X,<x,|©=0)=Pr(X, <x6)..Pr(X, <x,|0)

dla kazdego x,,...x, € R. Warunkowa warto$¢ oczekiwana m, (6)=E(X,|©=0)
jest sktadka netto w i -tym roku dla ubezpieczonego o parametrze ryzyka 6. Sktadka
ta jest nieznana, bo nieznany jest parametr 6.
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Niech § =5(X,,.., X,) bedzie estymatorem parametru m(6). Szukamy takie-
go estymatora 9, , Zeby wartos¢ oczekiwana funkcji straty LINEX byta najmniejsza
przy ograniczeniu takim, aby rownowaga finansowa ubezpieczyciela byta zacho-
wana.

Zatem

E LLINEX [mnﬂ (®) > 5exp ] = méln E LLINEX (mn+l (®)’ 5) > (6)
przy ograniczeniu
Em (0)=EX, (7)
dlai=12,..., gdzie
Ly inex (m(a)aé‘):eic(m(g)ia) +c(m(9)—é')—1_ ®)

Warto$¢ oczekiwana w (6) jest okre$lona dla rozktadu tacznego (@,X .6 )
Przy ograniczeniu (7) zagadnienie optymalizacji (6) sprowadza si¢ do szukania 5exp
takiego, zeby

E e*ﬁ(mnu(@)*%) _ mbinE o clmn(©)-8) )

Twierdzenie 1. Dla funkcji straty LINEX minimum warto$ci oczekiwanej straty
EL, ey (mn+1 (@),5) =E eic(m””‘(@)fé) + c(mmﬂ (@) - 5) -1
w zbiorze funkcji mierzalnych J: R" — R spelniajacych ograniczenie
Emi(®):EX,.:mi (10)
dla i=1,2,... jest osiagniete dla

0 (Xl,...,X,Z )=m

exp n+l

+1E[lnE[e'cm’”l(®) %, X, |
C

1
—llnE[e*'"’w ©)| X, X, ]
c
Dowod. Zauwazmy, ze przy ograniczeniu (10) oczekiwana strata
e el (0)-01Ky k)
— Ee’c(’”nn(@)’&(){l »-an]) _ 1’
osiaga minimum w tym samym punkcie, w ktorym minimum osiaga
Ee—ctmn+1(®)-f5(Xn ,--an))‘ (12)

W tym miejscu powotamy si¢ na wynik z pracy [Bermudez i in. 2001]. Pokazano
W nim, ze minimum w (12) jest osiagnicte dla 5GXP(X1, ..., X ) danego wzorem (11). O
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Jezeli estymator bayesowski 9, (X, ..., X)) sktadki netto jest wypukta kombina-
cja $redniej z obserwacji i $redniej portfela, czyli

5exp(Xl’ Xn)_z X+(1 Zevpj (13)

gdzie z,,, € (0, 1), to moéwimy, ze J, (X, ..., X)) jest sktadka zaufania przy funkcji

exp exp
straty LINEX.

Estymator bayesowski dany wzorem (11) zostanie wyznaczony dla zmiennej
losowej ® o rozkladzie gamma ze $rednia a/f i wariancja a/f? oraz zmiennej
losowej X pod warunkiem © = 6 o rozkladzie Poissona z parametrem 6. Oczywiscie
m(0)=E(X|0)=

Estymator sktadki netto ® wyznaczony ze wzoru (11) jest postaci:

a
B [ Xipn X, ) = 2, X +(1- zexpjﬂ (14)

gdzie wspotczynnik zaufania jest rowny

. Jm(u ¢ j (15)
c p+n

exp

(zob. [Bermudez i in. 2001]).
Dobrze jest znany fakt, ze minimalna strata przy funkcji kwadratowej jest osia-
gana dla estymatora dw bedacego wartoscia oczekiwana rozktadu a posteriori, tzn.
8, (X 1w X, )=E(O] X,,... X, . (16)

sqr
Przy zatozeniach, ze zmienna ® ma rozklad gamma z parametrami a i f,

a zmienna X przy warunku ® = 0 ma rozktad Poissona z parametrem 6, wzor (16)
ma postac

S (XX, ) =2, X +(1- qurjg (17)

gdzie wspotczynnik zaufania wyraza si¢ wzorem
n

z = . 18
T (18)
Latwo zauwazy¢, ze (zob. [Bermudez i in. 2001])
Zop =1+ <L =2z,
c n+f) n+p

Oznacza to, ze przy funkcji straty LINEX mniejsza wage przyktada si¢ do histo-
rii niz przy kwadratowej funkcji straty. Warto wspomnie¢ o wynikach tej pracy do-
tyczacych rozwazanego przyktadu. Mianowicie

limoé, =6

00 ewp sqr
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oraz
iz, =0
tak, ze
a
5exp —> E
Ponadto pochodna
dz,
<0
dc

Oznacza to, ze gdy parametr ¢ ro$nie, to waga przyktadana do historii ubezpie-

czonego maleje przy funkcji straty LINEX.

Korzystajac ze wzoréw (14) i (18), podamy przedziaty (xL (0),x, (9)) takie, ze

Pr(x, <0-6<x,)21-y=0.95,

(19)

dla danych realizacji 8. Poniewaz rozktad nie jest symetryczny, to przyjmujemy

Pd0—5>xﬁzl—g,

P49—5<%J21—%,

dla estymatoréw o = 5Sqr 10= 5exp.
Niech z oznacza 2y lub 2, Wtedy wzor (19) ma postac

Pr =1-y.

X, <0—(Z)?+(1—Z)3J<XU
B
Najpierw wyznaczymy x,. Ze wzoru (20) otrzymujemy

Pr(xL —9+(1—2)%< —z)?)

R AN

z

Poniewaz nX ma rozktad Poissona z parametrem /. = né, to przyjmujac

0—(1-z)«—
VL:n ( ZZ)ﬂ XLa

wyznaczymy v, ze zwiazku
[

k
/1—2 1—Z e,
im0 k! 2

-

(20)

1)

(22)
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gdzie | x | oznacza cze$¢ catkowita liczby x . Stad

a zv
x,=0—(1-z)=———*L.
L ( ) B n
Analogicznie wyznaczymy v, ze zwiazku
L] gk
/1_ > Ze'i s
i k2
gdzie
nf—(1-z)%—x
v, = ( )ﬂ .
z
Stad
x,=0-(1-z)2 -2

Przyjmiemy n=10, o = 0.962, = 4.076, skad E® = a/f = 0.2360, Var® =
a/f?=0.0579.Dlad, przyjmiemy c=-5ic=>5. Wykresy x, () i x, (&) dla po-
danych wyzej parametrow sa przedstawione na rys. 4. Na kazdym rysunku ciensza
linia narysowany jest wykres dla 55‘” (taki sam na kazdym rysunku), a grubsza linia
narysowany jest wykres dla §exp.

c=-5 c=5

5 T 5

4 4

3 3|

2 Pt

1 1

0 0

1 ‘ 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rys. 4. Wykresy x,(0)ix, (f)dlac=-5ic=5

Zrodto: opracowanie wiasne.

Jak wida¢, przedziaty (x, x;) dla funkeji strat L, 1 L, 102nia sig nieznacz-
nie nawet dla realizacji @ zmiennej losowej ® znacznie wigkszych od E®. Niemniej
dla danych realizacji X $redniej obserwowanej X warto$ci estymatorow 5qu i 5exp
roznia si¢ znacznie. Pokazuja to na rys. 5 wykresy estymatoréw 0 jako funkcji ob-
serwowanej sredniej X . Przyjgto te same parametry i oznaczenia co poprzednio.
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c=-5 c=5
1 1
0.8 r 0.8
0.6 0.6
0.4 r 0.4 r
0.2t 0.2
0 ; 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rys. 5. Wykresy 5Sqri 5“_;, dlac=-5ic=5

Zrodto: opracowanie wlasne.

Dla wartosci x =1 przekraczajacej E ® = 0.2360 przeszio czterokrotnie rdznica
miedzy 5W 1 5exp osiaga ponad 10%, co jest z praktycznego punktu widzenia roznica
bardzo istotna.

4. Empiryczny bayesowski estymator zaufania przy funkcji LINEX

Estymator bayerowski 58):[)()(1’ ..., X ) nie dla kazdej pary rozktadow zmiennej loso-
wej O 1 zmiennej losowej X przy danym ® = 6 jest liniowy. Gdy nie jest on liniowy,
to nie jest sktadka zaufania. Z tego powodu poszukiwania 5exp ograniczymy do klasy
estymatorow liniowych

S(X,..X, )=a,+a X +a,X, +..+a,X,.
Przy zalozeniach modelu Biihlmanna obserwacje (X, ..., X)) sa symetryczne
(rownoprawne), zatem estymatory liniowe daja si¢ zapisa¢ w postaci:
5(X, ... X, )=a+bX,

gdzie .
X = lz X,.

nig
Zagadnienie (9) sprowadza si¢ do szukania statych c i b takich, aby

minE e—c(m(@)—(a#:))?)
a,b

przy ograniczeniu Em (@)z EX =m. Poniewaz Em (®)= E (c +bX ), wige
m=c+bm. Stad

c= (l —b)m.
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Szukamy minimum funkcji jednej zmienne;j

f(p)=Be O g myn) (23)
gdzie d =cb.
Wprowadzimy nastg¢pujace oznaczenia na zmienne losowe w (23):
Z=e O, (24)
W=, 25)

Przypomnijmy wykorzystywane dalej wtasnosci rozktadu lognormalnego.
Zmienna losowa X ma rozklad lognormalny, gdy ¥ =In X ma rozklad normalny,
Y~ N(m,a), gdzie EY =m, VarY = ¢2. Zmienna losowa o rozktadzie lognormal-
nym ma warto$¢ oczekiwana

E(X) _ em+0'2/2 (26)
1 wariancje

Var(X)= i (e"2 - 1). (27)

Zmienna losowa dwuwymiarowa (X, ¥) ma rozktad taczny lognormalny, gdy
zmienna losowa (InX, InY) ma dwuwymiarowy rozkltad normalny:.

Zatézmy, ze zmienna losowa dwuwymiarowa (Z, W) ma rozktad taczny lognor-
malny.

Twierdzenie 2. Dwuwymiarowa zmienna losowa o tacznym rozktadzie normal-
nym (InZ, InW), gdzie Z i W sa okre$lone wzorami (24) i (25), ma rozklad z para-
metrami:

ElnZ=EInW =0, (28)
VarlnZ =c*y, (29)
gdzie
y=VarE(X|0®), (30)
VarlnW = ¢*b’ (1/1+£), (31)
n
gdzie
(p=EVar(X | @) (32)
oraz r
W dlab>o,

o +ny
Jny
- N7 dlab<0.
o +ny

p=p(InZ,nw)= (33)
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Dowéd. Najpierw udowodnimy wzor (28). Poniewaz
InZ=Ine "©" _ _¢ (m (@) - m),
to ze wzgledu na (7) otrzymujemy
ElnZ=—c(Em(®)-m)=0.
Analogicznie
W =t =a (X -m),
skad
ElnW =0.

Nastegpnie udowodnimy wzory (29) 1 (31).
Var(in Z)=Var (c(m(©)-m))=c’ Varm(©)=c* VarE(X | ©),
co po skorzystaniu ze wzoru (30) daje (29). Podobnie
VarlnW = Vard()_( —m): d*VarX.
Poniewaz
Var X =E(Var()_( | ®))+Var( X | ® )
= lVar(X |©)+ VarE(X |©) -4y,
n
gdzie p =EVar (X | @), to otrzymujemy (31).

Na koncu udowodnimy wzor (33). Wspotczynnik korelacji

Cov(an In W)
\/Varan«/Varan

Ze wzordw (29) 1 (31) otrzymujemy mianownik wzoru (34), rowny
cwd’ [l// +£) = |cd|1// 1+-2
\} n \j ny

Cov(an,an)zCov(—c(m(@)—m),d()?—m))
=E —c(m(@)—m)d(/\_’—m))+Ec(m(®)—m)E(d(/\_’—m))
=—cdE ((m (G))— m)(z\_’ - m))z —cd Cov (m (@),)?).

(an an)

Licznik wzoru (34):

(34
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Poniewaz
Cov(m(©),X|0)=E((m(©)-E(n(©) ©))[X ~E(¥|0))-0,

gdyz E(m(©)|©)=m(0) oraz E(X|©)=E(X|0). to

Cov(m(®),X )=E(Cov(m(©),X |©))+Cov(E(m(0) ©)E(X|0))
=Cov(m(®),E(X|©))=Cov(m(®),m(®))
=Varm(®)=VarE(X |0)=y.

Zatem

2
p(an,an)z —edy ¢ bW

|cd |y \1+-2 - |b|Jo+ny

co dowodzi wzoru (33). O

Lemat 1. Zmienna losowa U = ZW , gdzie Zi IV sa okreslone wzorami (24) 1 (25),
ma rozktad lognormalny LN(0,0), gdzie

o’=c’ [l—szl//+czb2£. (35)
n

Dowéd. Poniewaz (InZ,In#) ma dwuwymiarowy rozklad normalny oraz
InU =InZ +InW ma rozktad normalny, to U ma rozktad lognormalny. Ze wzoru
(28) otrzymujemy EInU =InZ +InW =0. Ze wzoroéw (24) i (25) otrzymujemy

1nU=c(m(®)—m)+d()_(—m)= cm(@)—cm+d)?—dm
= cm(®)+ dX +g,
gdzie stata g = —cm —dm=—m(c—cb). Zatem
o’ =VarlnU =Var(cm(®)+ d)_(+g)= Var(cm(®)+ d)_()
= VarE(cm(®)+ dx | ®)+ EVar(cm(®)+ dx | G)).
Poniewaz
E(cm(®)+ dx | @)z cm(®)+dE()? | ®)= (c+d)m(®)

oraz

Var(cm(®)+ d)_(|®)= czVar(m(®)|®)+ szar()_(|®)=d72Var(X|®),
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wiec
2

0'2=(c+d)2VarE(X|®)+d—=cz[l—b2jl//+czb2£. ]
ne n

Twierdzenie 3. Przy zatozeniu, ze rozktad zmiennej losowe;j (m (®) X ) jest
normalny, sktadka zaufania przy funkcji straty LINEX jest postaci

W x+—2 m, (36)
ny + @ ny + @

exp =

gdzie
¢=EVar(X|©), y=VarE(X|®), m=EX.

Dowéd. Z lematu 1 mamy, ze zmienna losowa U ma rozktad LN(0,c). Zatem jej
warto$¢ oczekiwana wynosi

> 1
EU=¢"" =exp[5c2[b2(y/+£j—2l//b+l//j]. (37)
n
Funkcja f (b) =EU okreslona wzorem (37) osiaga minimum w punkcie
7
opt W+ % .
Poniewaz
o (1 bopt)

wige dla estymatora liniowego 6, = a,, +b0pt)_( przecigtna strata funkcji LINEX

jest najmniejsza w klasie estymatoréw liniowych. o

Estymatory nieobcigzone i zgodne parametroéw struktury ¢, w, m sa w literaturze
dobrze znane (zob. [Biihlmann, Gisler 2005, s. 93] lub [Jasiulewicz 2005, s. 71]).
Jesli we wzorze (36) za parametry struktury wstawi si¢ ich estymatory, to wzor (36)
nazywa si¢ empirycznym bayesowskim estymatorem zaufania.

Na koniec nalezy wspomnie¢ praceg [Najafabadi 2010]. Dla pewnej klasy rozkta-
déw zmiennych ® i X przy ustalonym ® = 6 A.P. Najafabadi przybliza estymatory
bayesowskie sktadki netto przy niesymetrycznych funkcjach straty przez wypukta
kombinacje¢ $redniej z obserwacji polisy i $redniej a priori portfela. T¢ kombinacje
nazywa przyblizong formuta zaufania.

A. Dodatek — parametry warunkowe

Warunkowa wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej ¥ wzglgdem zmiennej loso-
wej X oznacza si¢ symbolem E(Y | X). Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(Y | X)
jest zmienna losowa Z bedaca pewna funkcja zmiennej losowej X. Wartosci zmien-
nej Z okresla si¢ nastepujacym wzorem
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z:z(x)zE(Y|X:x): T de(y|x),

gdzie F(y | x) jest dystrybuanta warunkowa zmiennej losowej Y przy danym X =x.
Ponizej zostana podane wtasnosci warunkowej wartosci oczekiwane;.

Wiasnosé 1. Jesli istnieje Eg(Y) dla funkcji g przedziatami ciaglej, to

E(g(Y)Y)=g(Y). (38)
Szczegodlnie jesli istnieje EY , to
E(Y|Y)=Y. (39)
Wiasnosé 2.
E(E(Y|X))=EY, (40)

o ile wszystkie warto$ci oczekiwane istnieja.

Wilasnos$¢ t¢ nazywa si¢ wlasnoscia iteracyjna wartosci oczekiwane;j.

Wilasno$¢ 3. Niech Y,...,Y, beda zmiennymi losowymi, a,,q,,....,a, za$ bgda
dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Wowczas

k k
E(Zajyj +a, |Xj=2ajE(Yj | X Y+ a,, (41)
j=1 Jj=1
pod warunkiem ze wszystkie wartosci oczekiwane istnieja.
Wiasnosé 4. Niech Yi W beda zmiennymi losowymi. Jezeli istnieje E(Y W), to
E(YW |W)=WE(Y|W). (42)

Wiasnosé 5. Jezeli zmienne losowe Y i W sa warunkowo niezalezne wzgledem
zmiennej losowej X, to

E(YW|X)=E(Y|X)E(W|X). (43)
Wiasnosé 6. Jezeli X1 V' sa wektorami losowymi, to
E(Y|X)=E(E|X,V) X)
oraz

E(Y|X)=E(EY|X)|X,V) (44)

Wihasnos$é 7. Niech m*(X) = E(Y | X). Jezeli EY? <0, to m"(X) jest najlepszym
estymatorem zmiennej losowej Y, w sensie najmniejszego przecigtnego btedu kwadra-
towego, bazujacym na informacji zawartej w X. Innymi stowy zachodzi rowno$¢

E(Y =" (X)) =minE((y - m(x)) ), (45)

gdzie M jest zbiorem funkcji m: R" — R takich, ze E(m(X))* < .
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Wariancje¢ warunkowa zmiennej losowej ¥ wzgledem wektora losowego X okres-
la si¢ wzorem

Var(Y|X)=E((Y—E(Y|X))2|X). (46)

Wariancj¢ warunkowa mozna obliczy¢ rowniez w inny, czgsto wygodniejszy,
sposob:

Var(Y| X)=E(Y?| X )-(E(Y] X)). 47)
Wzér (47) otrzymuje si¢ z definicji wariancji warunkowej, rozpisujac w niej

kwadrat r6znicy i stosujac wtasnosci wartosci oczekiwane;.
Wiasnos¢ 8. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a 1 b zachodzi rowno$¢

Var(aY +b| X)=a’Var(Y| X). (48)

Wiasnosé 9. Wariancj¢ zmiennej losowej ¥ mozna przedstawic jako sume¢ dwoch
nieujemnych sktadnikow w postaci

VarY =E(Var (Y| X))+ Var(E(Y | X)). (49)

Wiasnosé 10. Jezeli zmienne losowe Wi Y sa warunkowo niezalezne wzgledem
wektora losowego X, to

Var(aY +bW | X )=a’ Var (Y | X )+b* Var(W | X) (50)
dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b.

Kowariancj¢ warunkowa zmiennych losowych Wi Y wzgledem zmiennej loso-
wej Z okresla si¢ wzorem

Cov(w.,Y|Z)=E((W -E(W | 2)\Y-E(Y|2))| Z) (51)
gdzie zewngtrzna wartos¢ oczekiwana jest warto$cig oczekiwang rozktadu warunko-

wego zmiennej dwuwymiarowej (W, Y) pod warunkiem Z. Jezeli f(w, y | z) jest ge-
stoscia warunkowa zmiennej(#, Y) pod warunkiem Z =z, to

Cov(W,Y|Z=2z)
=] [ (B Or 12 =)0 12=2)7 (2w

—00 —00

Wiasnosé 11. Kowariancja warunkowa wyraza si¢ wzorem:
Cov(W.,Y|Z)=E(WY |Z)-E(W|Z)E(Y |Z). (52)

Wiasnosé 12. Kowariancjg¢ zmiennych losowych Wi Y mozna przedstawic jako
sumg dwoch nieujemnych sktadnikéw w nastepujacej postaci:

Cov(W,Y)=E(Cov(W.,Y|Z))+Cov(E(W|Z).E(Y|Z)). (53)
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CREDIBILITY PREMIUMS
USING ASYMMETRIC LOSS FUNCTIONS

Summary: The paper presents asymmetric loss functions (Linex, Stein, Entropy) in the con-
text of insurance. The obtained estimators of insurance premium net which use asymmetric
loss function Linex are discussed. The analysis of obtained estimators and their comparison
with estimators of premium net determined by the quadratic loss function is carried out.

Key words: credibility premium, Linex loss function, Bayes estimator.



