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ZAGADNIENIA KALKULACJI SKEADKI ZAUFANIA
NA PODSTAWIE LEACZNEJ WARTOSCI
I LICZBY SZKOD

Streszczenie: W artykule zostato rozwazone zagadnienie obliczania predyktora zaufania dla
tacznej wartosci szkod. Przedstawiono postac sktadki obliczona na podstawie tacznej warto-
$ci szkdd, na podstawie liczby szkdd oraz na podstawie tacznej wartosci i liczby szkdd jedno-
czes$nie. Obliczone zostaly takze bledy Sredniokwadratowe zaproponowanych sktadek oraz
rozwazone zostaly konsekwencje przyjgcia réznych zatozen dotyczacych parametréw ryzyka
rozktadow wartosci pojedynczej szkody i liczby szkod dla postaci sktadek 1 wielkosci ich
bledow $redniokwadratowych. W artykule zostaly takze zaprezentowane przyktady nume-
ryczne ilustrujace zagadnienie kalkulacji sktadki w tym modelu.

Slowa kluczowe: sktadka zaufania, liczba szkod, wartos¢ szkod.

1. Wstep

Niniejszy artykul dotyczy zagadnienia optymalnej liniowej predykcji tacznej warto-
sci szkoéd w kolejnym okresie dla niejednorodnego portfela ubezpieczonych. Kla-
syczny predyktor tacznej wartoséci szkod (przedstawiony np. w artykule Bithlmanna
[1967]) oparty jest na informacji na temat tacznych wartosci szkod danego ubezpie-
czonego z wezesniejszych okreséw. Mozna jednak dokona¢ predykcji tacznej warto-
sci szkdd takze na podstawie liczby szkod lub na podstawie liczby 1 wartosci szkod
jednoczes$nie. W niniejszym artykule zostana zatem wyprowadzone trzy postacie
predyktorow obliczone na podstawie liczby, warto$ci szkod oraz obu tych informa-
cji. Podobna tematyke podj¢li takze m.in. Goulet i in. [2006], lecz pomingli oni w
swojej pracy zagadnienie predykcji na podstawie liczby szkod. W artykule zostang
ponadto obliczone btedy sredniokwadratowe trzech wymienionych predyktorow,
dzigki czemu bedzie mozna wskaza¢ najlepszy pod tym wzgledem sposob predyke;ji.
Zostanie takze rozwazona posta¢ predyktorow mozliwa do uzyskania po przyjeciu
pewnych upraszczajacych zatozen dotyczacych rozkladéw wartosci pojedynczej
szkody i liczby szkdd. Na zakonczenie w celu zilustrowania uzyskanych wynikoéw
zostanie zaprezentowany prosty przykltad numeryczny.
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2. Zalozenia modelu, podstawowe oznaczenia
oraz parametry rozkladow

Mamy zbior danych zawierajacy informacje o liczbie i wartosci szkod poniesionych
przez M ubezpieczonych podczas T okresow. Oznaczmy przez Nj’t liczbe szkod
J-tego ubezpieczonego w t-tym okresie, przez Y, warto$¢ k-tej szkody j-tego ubezpie-
czonego w t-tym okresie; X .= Ziv:"l’ Y. niech oznacza taczna wartos¢ szkod, jakie
ponidst j-ty ubezpieczony w #-tym okresie. Jak wida¢ zatem, taczna warto$¢ szkod
Jj-tego ubezpieczonego w ¢-tym okresie zalezy od dwoch sktadnikow, ktore najczesciej
uznaje si¢ za losowe, a mianowicie od liczby szkod i od wartosci pojedynczej szkody.

Podstawowym zatozeniem stosowanym w teorii zaufania jest przyjecie, ze ist-
nieja pewne nieobserwowalne parametry ryzyka opisujace rozktad liczby i wartosci
pojedynczej szkody j-tego ubezpieczonego. Poniewaz populacja ubezpieczonych
jest niejednorodna, zaklada sig, ze owe parametry ryzyka sa takze realizacjami
zmiennych losowych. Mozna zatem powiedzie¢, ze szkody z portfela ubezpieczo-
nych powstaja w dwdch etapach — w pierwszym etapie losuje si¢ wartosci parame-
trow ryzyka dla ubezpieczonych; w drugim etapie ubezpieczony o ustalonych war-
tosciach parametrow ryzyka ponosi w kolejnych latach rozne liczby szkod o roznych
warto$ciach. Aby opisac to w bardziej sformalizowany sposdb, przyjmijmy nastgpu-
jace oznaczenia i zatozenia:

A) Zaltozenia dotyczace parametrow ryzyka:

Al) Rozktad tacznej wartosci szkod j-tego ubezpieczonego zalezy od dwoch
parametrow ryzyka: lj 10,j=1, ..., M, gdzie 4, jest parametrem ryzyka rozkfadu
liczby szkod, a 0, jest parametrem ryzyka rozkfadu wartosci pojedynczej szkody.
Przyjmujemy, ze /lj jest realizacja zmiennej losowe;j A, natomiast 0} jest realizacja
zmiennej losowej 0. Co istotne, zakladamy, ze zmienne losowe A i ©, sa niezalez-
ne,j=1,...,M.

A2) Zmienne losowe A, A, ..., A, dla M ubezpieczonych sa wzajemnie nieza-
lezne i maja ten sam rozktad.

A3) Zmienne losowe O, O, ..., O, dla M ubezpieczonych sa wzajemnie nieza-
lezne 1 maja ten sam rozklad.

B) Zatozenia dotyczace warunkowych rozkladow liczby szkod, wartosci poje-
dynczej szkody oraz tacznej wartosci szkod:

B1) Przy ustalonej warto$ci parametru ryzyka 4, liczby szkéd dla j-tego ubezpie-
czonego w kolejnych okresach (N, |, N, ,,..., N, ;) sa warunkowo niezalezne i maja
ten sam rozktad.

B2) Przy ustalonej warto$ci parametru ryzyka 6. wartosci kolejnych szkod j-tego
ubezpieczonego w kolejnych okresach (Y, .Y, "";Y,/,l,N,J Yigps o oYy, )
sa warunkowo niezalezne i maja ten sam rozktad. ’ '

B3) Przy ustalonej wartosci ij i 0/ laczne wartosci szkdd j-tego ubezpieczonego
w kolejnych okresach (X 19X s X1 )sq warunkowo niezalezne i maja ten sam
rozktad, j=1,...,.M .
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B4) Ponadto warunkowo niezalezne (przy danych /IJ. i 6/.) sa takze liczba szkod i
taczna wartos¢ szkod dla j-tego ubezpieczonego dla roznych okresow (warunkowa
niezaleznos¢ N n X ydlak=1,...,T, I=1..T i k #1) oraz wartos¢ pojedynczej
szkody itaczna wartosc szkod dla j- tego ubezpieczonego dla roznych okreséw (warun-
kowa niezaleznos¢ ¥, 1 X, dla s=1,...N, k=1,...T,1=1...,T i k#1).

Co istotne, ponlewaz parametry ryzyka sa losowane nlezalezme dla wszystkich
ubezpieczonych w populacji, mozna przyjac, ze taczna warto$¢ szkod, liczba szkdd
i warto$ci pojedynczych szkod sa niezalezne dla réoznych ubezpieczonych we wszyst-
kich okresach.

Zanim przejdziemy do zagadnienia poszukiwania najlepszego predyktora tacz-
nej wartosci szkod w okresie 7'+ 1, przyjmijmy pewne zatozenia dotyczace momen-
tow rozktadow interesujacych nas zmiennych losowych, ktore beda wykorzystywa-
ne w dalszej analizie:

Cl) E(N,,|A)=A
C2) Var(N,,|A;) =07 (A,),
C3) E(Var(N,, |A,))=E(o3 (A,)) =%,
C4) E(N,,)=E(A,)=A,
Cs5) Var(Aj) =a,,
DI) E(qut,k |®;):®j,
D2) Var(Y,,,10,)=0;(©,),
D3) E(Var(Y,,410,))=E(07(0,))=s,
D4) E(Y,,,)=E(©,)=0,
D5) Var(@)j) =a;.
Powyzej przyjete zatozenia i oznaczenia wystarcza do wyprowadzenia linio-
wych predyktorow, co zostanie wykonane w dalszych cz¢s$ciach artykutu.
Najpierw jednak w lemacie 1 podane zostana parametry warunkowych i bezwa-
runkowych rozktaddéw tacznej wartosci szkod, a takze potrzebne przy dalszych roz-

wazaniach warto$ci wariancji i kowariancji (wszystkie wartosci beda liczone dla
Jj-tego ubezpieczonego).

Lemat 1.
Przy zatozeniach A)-D) zachodza nastgpujace rownosci:
E(Xj,r |A/”®j):Aj®j’ (M
E(X,,)=A0, ()

Var(X,,|A,.0,)=07(0,)A,+07(A,)0 (3)

J
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E[Var(X,,1A,,0,)|=s;A+s; (a2 +©”),
Var(E(X,,1A,,0,))=aia; + a0 +aiA’,
Var(X,,)=s;A+s;, (a5 +© )+ aray +a,0” +a;A’,
Cov(E(X, 7.1 1A,,0,) X, J=aiag +a}0 +aiA’,
Cov(X,,, X, =1 [ siA+s3 (a5 +©" )| +alag + a1 + a3’
Cov(E(X, 7. 1A,,0,) X, )=aray +ai0’ +aiA’,

Var (X, ):%[sgA #5303 +©° )|+ e + 0207 + @A,

Cov (E (X

J

T+ |Aj’®j)’Nj,k)=®a/2\’
Cov(N, Njﬂk)zltzks,z\,nLaf\,

J.t?

Cov(N,,.X,, )=1._,0s; +Oa, ,
COV(E (Xj,T+1 | Aj’®j )’ Nj ): ®a/2\ >
Var(]vj )=%va +a/2\ >

S = 1
COV(X/.,N/. )=?®s]2v +0a;,

()
(5)
(6)
(7)
(8)
©)

(10)

(1)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

. — , —_—
gdzie I,_, przyjmuje warto$¢ 1, gdy ¢ =k, oraz 0, gdy t#k, X, =?ZXN oraz
t=1

— 1 <&
N =—>»N,, .

Dowéd:

Rownos¢ (1) wynika z wlasnosci rozktadu ztozonego oraz zatozen Cl1) i D1),
natomiast rdOwnos¢ (2) jest bezposrednia konsekwencja wzoru (1) w potaczeniu z
zatozeniem A1) o niezaleznos$ci A/. i Q/., zatozeniami C4, D4) i wlasno$cia iteracyjnej
warto$ci oczekiwanej. Rownos¢ (3) ponownie wynika z wlasnos$ci rozktadu ztozo-
nego oraz z zatozen C1)-C2) i D1)-D2); wzor (4) wynika bezposrednio ze wzoru (3)
oraz z zatozen Al), C3)-C4), D3)-D5). Rownos¢ (5) mozna uzyska¢ w nastgpujacy

sposob, korzystajac z zatozen A1), C4)-C5) oraz D4)-D5):

Var(E(X,,|A;,0,))=Var(A,0,)=|Var(A, )+ A || Var(©, )+ 0 | -1’0’ =

2 2 242 242
=a,ay+a, 0" +agA”.
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Bezposrednia konsekwencja wzorow (4) i (5) oraz wlasnosci bezwarunkowej
wariancji jest rownos¢ (6). Aby uzyska¢ réwnos¢ (7), nalezy skorzysta¢ z wlasnosci
bezwarunkowej kowariancji oraz z wzorow (1) i (5). Rownos¢ (8) otrzymujemy,
korzystajac z zatozenia B3) oraz wzorow (1), (4) i (5) oraz z wlasnosci bezwarunko-
wej kowariancji:

Cov(X,,, X, )=1 | E(var (X, |A,,0,))| +Var(a,0, )=

=1_, [siA +57 (aé +0° )J +taya; +a,0* +alA’.

Réwnosé (9) mozna uzyskaé analogicznie jak rownosc (5), korzystajac ponadto
z wlasnosci warunkowej kowariancji i wzoru (1). Wzor (10) uzyskujemy analogicz-
nie jak rownos¢ (6), korzystajac z zalozenia z zatlozenia B3) oraz wzordéw (1) i (5):

Var(X, ):E{%iVar(Xﬁ |A_,,®j)}+Var(Aj®j)=
t=1
:%I:S)Z,A+S/2V (aé +0’ )]+a,2\aé +a,0” +ai A’

Réwnosci (11)-(13) sa analogiczne do wzorow (7)-(8) 1 wynikaja z wlasnosci
kowariancji bezwarunkowej oraz zatozen Al), B1), B4), C1)-C5), D1) i D4), nato-
miast wzor (14) mozna uzyskac analogicznie jak wzor (9) i (11), z wykorzystaniem
wlasnosci bezwarunkowej kowariancji oraz zatozen C5) i D4). Wzor (15) to ponow-
nie zastosowanie wlasno$ci wariancji bezwarunkowej oraz zatozen B1), C1)-C3)
oraz C5). I wreszcie réwnos¢ (16) uzyskujemy na podstawie wlasnosci kowariancji
bezwarunkowej, zalozenia B4) oraz wzoréw (13) i (14). Zestawienie wlasnosci ite-
racyjnej wartosci oczekiwanej oraz bezwarunkowej wariancji i kowariancji mozna
znalez¢ np. u Jasiulewicz [2005] w dodatku A.

ll

Po obliczeniu parametréw warunkowych i bezwarunkowych rozktadow taczne;j
wartosci szkod, a takze wybranych warto$ci wariancji i kowariancji przejdziemy do
obliczenia najlepszych liniowych predyktorow na podstawie liczby szkod, tacznej
warto$ci szkod oraz obu tych zmiennych.

3. Najlepszy liniowy predyktor oparty na lagcznej wartosci szkod

Rozpocznijmy od zagadnienia liniowej predykcji tacznej wartosci szkod w okresie
T+ 1 na podstawie dotychczasowych facznych wartosci szkod. Poniewaz zaktadamy,
ze kazdy z ubezpieczonych ponosi szkody w sposob niezalezny od pozostatych, pre-
dyktor dla j-tego ubezpieczonego bedzie oparty tylko na obserwacjach dotyczacych
tegoz ubezpieczonego. Co wigcej, mozna tatwo pokazac, ze przy przyjetych zatoze-
niach (chodzi tu zwlaszcza o zatozenie B3)) problem predykcji tacznej wartosci
szkod w okresie 7 + 1 sprowadza si¢ do problemu predykcji E (X a0, ),
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czyli najlepszy liniowy predyktor bedzie rozwiazaniem nastepujacego problemu mi-
nimalizacji:

BLP(E(X,,.,1A,,0,)X, )=
2
=arg m1n E{[E(X A ®j)_bj,0_ibj,th,tJ }zargb‘miilv S(bj,o,..,bj,T),
j‘o =1 j 005051

e

gdzie X, (X WXg ), a S(-) to funkcja, ktorej minimum szukamy.
Twierdzenie 1.
Przy zatozeniach A)-D) najlepszy liniowy predyktor tacznej wartosci szkod w
okresie T+ 1 oparty na dotychczasowych tacznych wartosciach szkod jest dany na-
stepujacym wzorem:

BLP(E(X,7.,1A,,0,)IX, )=(1-2,)A®O+2,X , (17)
gdzie:
Ta,a +Ta,®” + Tal A’ (18)
TaAa® +Ta,®" +Ta; A’ +s; A +sy (aé +©° )’
. S;A+sy (aé +®2) 19)
-z
* Ta,al +Ta,®” +TalA* +s; A +s, (aG) +®2)
Dowdd:

Aby znalez¢ rozwiazanie zadanego problemu minimalizacji, policzmy pierwsze

pochodne z funkcji S (b 050D, !T) po interesujacych nas parametrach b, ,...,b

T
oS(b,,,.., r
(Jaob ) |:2(E(Xj,T+l |Aj,®j)_bj’0_,lebj’th’tﬂ,

J,0

aS (b, b
¢ ja;a )__E[%E(Xﬂﬂ A,:0, )by _ib/,txj,th/,k}’ k=1,..,T.
t=1

Jok

Po przyréwnaniu powyzszych pochodnych do 0 otrzymamy nastepujacy uktad

réwnan: .
E (X JuT+1 )_ bio— ij,,E (X it ): 0,
t=1 s

T
E(E(X, 10 1A,0,)X,, )b, E(X,, ) -2 b, E(X,,X,,)=0,  k=1,..,T.
t=1
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Jesli pomnozymy pierwsze z rownah przez E(X;,) i odejmiemy je od drugiego
réwnania, powyzszy uktad rownan bedzie mozna zapisa¢ nastgpujaco:

T
E (X JiTH )_ bio— Zb.,-,zE (X Jit )= 0,
t=1

Jst?

cov(E(Xj,m|Aj,®j),xj,k)=ibj,tcov XX, ) k=1,..,T.
t=1

Wykorzystujac obliczenia z wzordow (2), (7) i (8), mozemy powyzszy uklad za-
pisa¢ rownowaznie:

T
A®-b, —A@Z_l“bﬂ =0,

T
ayag + a0 +agh\>=>'b,, (af\aé +a,0” +a; A’ )+ b, (syA+sy (aé +© ))
t=1
k=1,...,T.

Jak wida¢, dla kazdego k mamy takq sama posta¢ rbwnania, co oznacza, Ze para-
metry b;, =...=b, ;. Wobec tego powyzszy ukfad rownan mozna zapisa¢ w nastgpu-
jacej postaci:

A®-b,,—AOTD,, =0,
2 2 212 202 2 2 22 2 A2 2 2 2 2
a,ag+a,0 +agA” =b,, (TaAa® +Ta,0" +TagA™ +s,A+sy (a® +0 ))
k=1,..,T,
co prowadzi do nastgpujacego rozwiazania:
a,al +a,0’ +al A’

ik = 2 2 22 242 2 2 (.2 2\ k=1,...,T
" Tayag +Ta,©" +TagA +syA+sN(a®+®)

oraz:

b =A®—AOTh , =AO|1- Taydo +74,0" + TagA” -
70 o Ta,z\aé +Ta/2\®2 +TaéA2 +S)2,A+S}2\, (aé +®2)

s;A+ ), (aé +®2) AG
- Ta,al +Ta,® +Tal N> + s, A+, (aé +®2) '

Z wzoru (17) wynika zatem, ze najlepszy liniowy predyktor jest wazona suma
bezwarunkowej wartosci oczekiwanej tacznej wartosci szkod (A®) oraz elementu
przyblizajacego warto$¢ oczekiwana tacznej wartosci szkod j-tego ubezpieczonego
(X ;)- Taka posta¢ predyktora to klasyczna posta¢ predyktora liniowego, wyprowa-
dzona np. przez Bithlmanna [1967], oczywiScie z uwzglednieniem faktu, ze rozktad
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lacznej warto$ci szkdd zalezy od dwoch parametrow ryzyka. Na podstawie wzoru
(18) warto takze zauwazy¢, ze gdy historia ubezpieczonego si¢ wydtuza, waga przy-
pisywana sredniej warto$ci ponoszonych przez niego szkod (z,) zbiega do 1. A zatem
w dhugim okresie sktadka zaufania bedzie rowna $redniej wartosci szkod danego
ubezpieczonego.

W kolejnym twierdzeniu podany zostanie btad sredniokwadratowy predyktora.

Twierdzenie 2.
Blad $redniokwadratowy predyktora opartego na tacznej warto$ci szkod jest
dany nastgpujacym rownaniem:

MSE (BLP(E (X,1.14,,0,)X, )): (1-z, [ alal + @0 +aiA’]. (20)

Dowod:
Wyjdzmy od nastepujacego sposobu zapisu btedu sredniokwadratowego predyk-
tora:

MSE(BLP(E(X 7.1 1A,,0, )IX, )=
:E[(E(X/.J+l 1A,,0,)-BLP(E(X, ., 1A,,0,)) Xj)ﬂ:
=E[(Aj®j —(1—ZX)A®—ZX)?1.)2J=E[((A].®j ~A0)-z, (X, —A®))2}=
~E| (7,0, -10) -2z, (4,0, A0 )(¥, - A0)+ 2} (¥, -n0) |-
=Var(A,0,)-2z,Cov(A,0,, X, )+ z3Var (X,)

Korzystajac z wzorow (5), (9) 1 (10), rownanie na btad $redniokwadratowy mo-
zemy zapisac nastgpujaco:

MSE (BLP(E (X1 1A,,0, )| X, )=
=a,al +a,® +a N’ -2z, (af\aé +a,0 +a; A’ )+
1
) (?[sﬁfwsfv (@+0")|+aia +a@’ +agA2j. @1
Na podstawie roéwnania (18) mozna jednak zauwazy¢, ze:

2 2 22 272
aag +a,® +agA

2.2 202 2742 1 2 2 2 2
. =ayag +a,0" +agA +?|:SYA+SN(61®+® )] (22)

Po wstawieniu informacji z rownania (22) do wzoru (21) i uproszczeniu otrzy-

mujemy teze twierdzenia. .
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Na zakonczenie tej czeSci artykutu warto zauwazy¢, ze dla wydhuzajacej sig
historii danego ubezpieczonego btad sredniokwadratowy predyktora bedzie zbiegat
do 0, poniewaz waga z, zbiega do 1.

4. Najlepszy liniowy predyktor oparty na liczbie szkod

Zajmijmy si¢ teraz zagadnieniem poszukiwania najlepszego liniowego predyktora
lacznej wartosci szkod na podstawie informacji na temat liczby szkod ubezpieczone-
go. W praktyce, jesli dane dotyczace wartosci szkod sptywaja z opodznieniem, obli-
czenie predyktora na podstawie liczby szkéd moze by¢ wygodnym rozwiazaniem.
Tak jak w poprzedniej czg$ci artykutu interesuje nas znalezienie najlepszego linio-
wego predyktora tacznej wartosci szkéd w okresie 7 + 1; tak jak wczesniej dzigki
zatozeniu, ze kazdy z ubezpieczonych ponosi szkody w sposob niezalezny od pozo-
statych, do konstrukcji predyktora dla j-tego ubezpieczonego wystarcza obserwacje
dotyczace liczby szkod tegoz ubezpieczonego; takze tym razem przyjete zatozenia
(a szczegoblnie zatozenie B4)) sprowadzaja problem liniowej predykcji tacznej war-
tosci szkod w okresie 7+ 1 do problemu liniowej predykcji warunkowej warto$ci

oczekiwanej E(X, ., | A, ©), ktory mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

BLP(E(X,,,,|A,,0,)IN, )=
2
_arg mm E{[E(X/”JAJ,@) ¢ —ZCJ,N;J}

=arg rnln S (c

€jos

Jj,0°°*

gdzie N.=(N,, ..., N,;), aS() to funkcja, ktorej minimum szukamy.

Twierdzenie 3.
Przy zatozeniach A)-D) najlepszy liniowy predyktor tacznej wartosci szkod w
okresie T+ 1 na podstawie dotychczasowej liczby szkod jest dany wzorem:

BLP(E(X,,,1A,,0,)IN, )=(1-2,)A®+2z,N 0, (23)
gdzie: )
Ta,

Zy ==t 24

N Ta, + s, 24)
2

-z, = (25)

2 2
Ta, +sy
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Dowod:
Aby znalez¢ rozwiazanie postawionego problemu minimalizacji, policzmy
pierwsze pochodne z funkeji S(c;g,-5€; 1 ) po szukanych parametrach ¢ c

J,02° T

M:—EP(E(XLM 1A.©),)-c,, —ic,,,zv,,,ﬂ,
t=1

80‘/.’0

oS (c e ) T
T IREAS N .
T = _E{Z(E(Xj,m | AJ’®j )_ Cjo~ ZCJJNJJ]N/'JC:|’ k=1,...,T.
Jok t=1
Po przyréwnaniu powyzszych pochodnych do 0 otrzymujemy nast¢pujacy uktad
roéwnan:

T
E(X; 1 )_ Cio~ ch,tE(Nj’l ): 0,
=1

T
E(EX, 10 1A,0,)N, e, E(N, =D e, E(N, N, )=0,  k=1,..,T.
t=1

Jesli analogicznie jak w poprzedniej czg$ci artykutu pomnozymy pierwsze z
rownan przez £ (N j’k) i odejmiemy je od drugiego rownania, otrzymamy nastepu-
jacy uktad rownan:

T
E\X; 14 )_ Cjo~ ZcmE (Nj,t ): 0,
=

T
COV(E(XJ:TH |Aj’®j)’Nj,k):Z;Cj,tC0" Nj,t’Nj,k) k=1,...,T.
p=

Na podstawie przyjetych oznaczen oraz wzordow (2), (11) i (12) mozemy zapisac
powyzszy uktad rownan w nastepujacej postaci:
T
A®—c,,—A) ¢, =0,

Jst
t=1

T
2 _ 2 2 _
®aA_aAzc.i,t+cj,kSNa k=1,...,T.
t=1

Tak jak poprzednio dla kazdego £ mamy taka sama posta¢ rownania, co oznacza,
ze ¢;, =..=c; ;. Wobec tego powyzszy ukfad rownan mozna zapisa¢ w nastgpuja-
cej postaci:

AO—-c,,—ATc;, =0

Oa; =c,, (Ta; +s3,) k=1,....T,
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co da nam nastepujacy wynik:

2
a
_ A —
cj’k_T2—2®, k—l,..., T,
a, +Sy

oraz:

[ Ta, J sy
Cio=AO| 1-——F—|=—7"—A0.

Ta, +sy ) Ta, +sy

J

Warto porownaé postac¢ predyktora z wzoru (23) z predyktorem uzyskanym w
poprzedniej czesci artykutu (wzér (17)). Uzyskany predyktor jest ponownie wazo-
na suma dwoch sktadnikow: bezwarunkowej wartosci oczekiwanej tacznej warto-
Sci szkod (A®) oraz elementu N, O, ktory podobnie jak X ; ma przybliza¢ wartos¢
oczekiwang lacznej warto$ci szkod j-tego ubezpieczonego. Tak jak w przypadku
predyktora opartego na tacznej wartosci szkdd w miar¢ wzrostu 7' waga przypisy-
wana indywidualnej historii ubezpieczonego (z,) zbiega do 1, a zatem w dlugim
okresie predyktor bedzie réwny $redniej liczbie szkdd danego ubezpieczonego
pomnozonej przez populacyjng wartos¢ oczekiwang wartosci pojedynczej szkody
(N;©). Warto takze zauwazy¢, ze uzyskany predyktor jest rowny predyktorowi
liczby szkdéd w okresie 7 + 1 (obliczonemu na podstawie dotychczasowych liczb
szkod) pomnozonemu przez populacyjna warto$¢ oczekiwang warto$ci pojedynczej
szkody @.

Kolejne twierdzenie podaje wielko$¢ btedu $redniokwadratowego predyktora
opartego na liczbie szkod.

Twierdzenie 4.
Btad $redniokwadratowy predyktora opartego na liczbie szkod jest rowny:

MSE (BLP (E(X,,.1A,.0,)IN, )): Zad+(1-2,)a2 0 + A% (26)

Dowod:
Zacznijmy od zapisania btedu sredniokwadratowego w nastepujacej postaci:

MSE(BLP(E(X, 7. 11,,0, )N, ) E| (.0, - (1-2, )00z, 0) |-
- E[((Aj@j ~A0)-z,(N© _A@)ﬂ -
= E[(Aj@)j ~A®) -22,0(A,0, - AO N, ~A)+ 2} (Nj@)—A@)zJ =

=Var(A,©,)-22,0Cov(A,0,,N, )+ (z,0) Var(N,).
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Wstawiajac informacje z wzorow (5), (14) 1 (15), otrzymamy, ze:
MSE (BLP(E(X .11 4,0, )IN, )=
=a,al+a,0" +a A’ -2z,a,0° + 2,0’ (%sfv + af\j .

Po wstawieniu do powyzszego réwnania wzoru (24) zapisanego w nastgpujacy
sposob:
2
Gy le 27)
Zy T
1 uproszczeniu otrzymamy teze twierdzenia.
J
Warto zauwazy¢, ze wraz z wydtuzaniem si¢ historii ubezpieczonego btad $red-
niokwadratowy predyktora rozpatrywanego w tej czesci artykutu nie bedzie zbiegat
do 0, lecz utrzyma sig na stalym poziomie réwnym a; a;, +ag A’ . Przemawiatoby to
zatem na niekorzys¢ tego sposobu predykcji w poréwnaniu z predykcja na podsta-
wie tacznej wartosci szkod, z drugiej jednak strony historia ubezpieczonych rzadko
jest na tyle dtuga, zeby waga z, znalazta si¢ odpowiednio blisko 1, a btad $rednio-
kwadratowy w roéwnaniu (20) stat si¢ faktycznie bliski 0. Doktadniejsze poréwnanie
predyktorow pod katem bledow sredniokwadratowych zostanie przeprowadzone
w szostym i siodmym punkcie artykutu, po wyprowadzeniu predyktora opartego na
liczbie i wartosci szkdd oraz jego biedu sredniokwadratowego.

5. Najlepszy liniowy predyktor oparty na lgcznej wartosci
i liczbie szkod

Ostatnim wyprowadzonym w niniejszym artykule predyktorem lacznej wartosci
szkod w okresie 7'+ 1 bedzie predyktor oparty na liczbie i tacznej wartosci szkod.
Tak jak w poprzednich czgéciach, poniewaz zaktadamy, ze kazdy z ubezpieczonych
ponosi szkody w sposob niezalezny od pozostatych ubezpieczonych z portfela, pre-
dyktor dla j-tego ubezpieczonego bedzie oparty tylko na obserwacjach dotyczacych
tegoz ubezpieczonego. Ponadto, tak jak wczesniej, przyjete zatozenia sprowadzaja
problem predykcji tacznej wartosci szkod w okresie 7'+ 1 do problemu predykcji
warunkowej warto$ci oczekiwanej tacznej wartosci szkod E (X il A0, ) Pro-
blem predykcji mozna zatem zapisa¢ nastgpujaco:

BLP (E (Xj,m 14,0, )| X;,N; )=
T T 2
= arg{iniel_lE[(E XiralA;.0; )_ do-2.d,X,, - Zej,th,tj ] =
ad] t=1 t=1

=argﬂni£S(dj,ej)
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gdzie d, = (d/’o,...,dj’T ), e = (ej,l,...,ejj) oraz S(-) to funkcja, ktorej minimum
szukamy.

Twierdzenie 5.
Przy zalozeniach A)-D) najlepszy liniowy predyktor lacznej wartosci szkod
w okresie 7'+ 1 oparty na liczbie i Iacznej wartosci szkod jest dany wzorem:

BLP(E(X,7.,1A,,0, ) XN, )= (1-20" =20 JA@+ 2" X, + 20" N,0, (28)

gdzie:
Ta’a> + Ta> A?
ZX,N _ AT'O €]
X_Tzz TzAz 2A 2 2 29
ayag +Tag\™ +s, A +syag , 29)
2 2 2.2 2
SEN Ta,syA—TagsyA
TN =
(Taf\ +57 )(Taf\aé +Tal A’ +siA+s]2Vaé), (30)
S2
l—zf{(’N—zX’Nzl—z =—N
N N
Ta; +s, , (31)

a z, zostato zdefiniowane w rownaniu (24).

Dowdd:
Aby znalez¢ rozwiazanie postawionego powyzej problemu minimalizacji, po-
liczmy pierwsze pochodne z funkcji S (d ;€ j) po interesujacych nas parametrach

djlej:

oS(d..e, T T
gdjo j):—E|:2(E(Xj,T+l |Aj’®j )_dj,O _;dj,th,t —;ejythytH,
aS(dj’ej)__

i T T
~ E 2(5()(]1+l |Aj,®j)—dj,0—zlldj,,xj,, —Zej,,Nj,,ij,k}
j’k t= t=

k=1,...,T,

oS(d..e. i T T
(—ff):_E Z(E(Xj’m A0, )— d,->d X, —Zej,,Nj,,jNﬂ}
L t=1 t=1

de,,

[=1,..,T
Po przyréwnaniu powyzszych pochodnych do 0 otrzymujemy nastgpujacy uktad

rownan: , ;
E Xj,TH )_ dj,O - Zl:dj,zE (Xj,t )_ Z;ej,tE(N/}t ): 0,
t= 1=
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E(E (X./,T+1 [A},0, )X./,k )
T T
~d E(X,, )-Xd E(X, X, )—Zlej’,E N, X, )=0, k=1..T
(=1 =
E(E(X,ra 14,0, )N, )-d, E(V,)
T
_Z d;E (X/'JN/'J )_ e EWN, N, ): 0, =L T
t=1 t=1

Jesli pomnozymy pierwsze rownanie przez E (X ) i odejmiemy je od drugiego
réwnania oraz jesli pomnozymy pierwsze rownanie przez E (N i odejmiemy je
od rdwnania trzeciego, otrzymamy nastepujacy uktad réwnan:

T T
X oo )-d,q ;dj’,E(Xj,t )—;ej,,E(Nj,t )=0,
COV(E(X'TH |A,’>® ’)aX;k):

:ZT: Cov(X“,X]k)+Ze“C0v(N/,,X/k k=1,...,T,
t=1

Cov(E(X, 7 |1A,,0, )N, )=

T
=Zdj,tC0v(Xj[, )+Ze Cov( g9 j,,),
(=1

Po wstawieniu odpowiednich warto$ci z wzordow (2), (7), (8), (11)-(13) otrzy-
mamy:

T T
A®—-d,,~A®Y d, ~A) e, =0,
t=1 t=1

ayal +a,® +al\’ = Zd/ , (aAa® +a 0’ +al N’ )+ d, |:S§A+S]2V (aé +©’ )] +

2 2 _
+Zej.t®a/\ +e;,Osy, k=1,...,T,
=1
2 C 2 2 r 2 2
Odaj = de”®a1\ +d; Osy +Z€j,t% +e Sy [=1,...,T
t=1 t=1

Jak wida¢, dla kazdego k i dla kazdego / mamy taka sama posta¢ rOwnania, co
oznacza, ze parametry d,, =..=d,;, oraz e, =..=¢,,. Wobec tego powyzszy
uktad rownan mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

A®-d,,~AOTd,, —ATe,, =0, (32)
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2 2 22 242 2 2 22 242 2 2 2 2
a,ag +a,® +agA =dj,k(TaAa®+TaA® +TagA +sYA+sN(a@+® ))+

+e;, (T@ai +0sy ), (33)
Oa, = d;, (T@af\ +0s) )+ € (Taf\ +57 ), (34)
k=1,..,T.
Jesli przeksztatcimy rownanie (34) w nastepujacy sposob:
e, (T9a; +0s, )=0’a; —d,, (TOa; +©’s},) (35)

i wstawimy do rownania (33), otrzymamy nast¢pujaca posta¢ rOwnania:
aial+a,® +alA’ = d, (TaAa® +Ta,® +TalA* +s;A + sy, (aé +0’ ))+
+0%a; -d,, (TOa; +©O’s}, ),
co prowadzi do nastepujacego rozwiazania dla d ;:

2 2 202
a,ag +agh

d.
ik = 202 2 2 2
Taial +Tai N’ +s;A+syag

Po wstawieniu powyzej obliczonej wartosci d, do rownania (34) i przeksztatce-
niu otrzymamy rozwiazanie:

a s;A—agsy\’
(TaA +sy )(TaA% +Tal A’ +SYA+sNa®)

Pp Wst.awwmu pquzszych rozwiazan dla dj,k e, do réwnania (32) otrzymamy
rozwiazanie dla statej dj 0

0.

2
S

d, :AG{I—de,k sk } _ v _re.
® Ta, +sy

U
Z wzoru (28) wynika, ze najlepszy liniowy predyktor jest wazona suma bezwa-
runkowej wartosci oczekiwanej tacznej wartosci szkod (A®), $redniej wartosci
szkdd oraz sredniej liczby szk6d pomnozonej przez populacyjna warto$¢ oczekiwa-
na warto$ci pojedynczej szkody. Nietrudno dostrzec, ze waga z,"" moze przyjmo-

waé wartosci ujemne, a doktadniej dzieje si¢ tak, gdy:

a’siA>a.s;

Var(E(Y,,4 10, ))2 Var(E(Nj,, A, ))
E(Var(Y,,410,)) E(ar(N,,|A,))

lub réwnowaznie:

E(EW,IA,))




Zagadnienia kalkulacji sktadki zaufania na podstawie tacznej wartosci i liczby szkod 217

Co wigcej, dla rosnacej liczby okresow T waga z;" zbiega do 0, podczas gdy
waga przy $redniej warto$ci szkod zy " zbiega do 1. Warto jeszcze zauwazy¢, Ze z
rownania (34) wynika, ze:

=z, -z, (36)

co z kolei prowadzi do wniosku, ze predyktor oparty na liczbie i wartosci szkod
mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

BLP(E(X,7.,1A,,0,) XN, )=(1-2,)A®+2,N 0+ 2" (X, - N,0)=
=BLP(E(X,;,1A,,0,)IN, 25" (X, -N,0) (37)

Jak zatem wida¢, predyktor oparty na liczbie i tacznej wartosci szkdd to predyk-
tor oparty na liczbie szkod skorygowany o wazong rdéznicg migdzy dwoma sposoba-
mi przyblizania warto$ci oczekiwanej tacznej wartosci szkod j-tego ubezpieczone-
go, czyli o element z} " ()_(j - ZVJ.G)).

Podajmy jeszcze wzor na btad Sredniokwadratowy predyktora dwuczynniko-
wego:

Twierdzenie 6.

Btad $redniokwadratowy predyktora opartego na liczbie i tacznej wartosci szkod
Wynosi:

MSE (BLP(E(XJ.,TH 1A,.0,)IX,.N, )):
=(1-z" Nazag +agA* )+ (1-z, )a;©” = (38)
=(1—z§’N)(a,2\aé +a,0% +ai A )— Va0’ 39
Dowdd:
Obliczenie bledu $redniokwadratowego w przypadku predyktora opartego na

liczbie i wartosci szkdd bedzie nieco bardziej zmudne niz w przypadku pozostatych
predyktorow:

MSE(BLP(E(XJ.,TH 1A,,0,)IX,.N, )):
- El:(AjG)j e (BEAE AR WCEE ap e —zjj’NNj@)z} =
= E[((Aj@j ~A®)-zyY (X, -A®)-zVV (N,©- A@)ﬂ =

~E| (7,0, -A0) ~2:1" (4,0, - AO (¥, - A0)
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225" (8,0, -AO)N,0- A0 )+ (=5 ) (X, - AO) +
1225720 (X, - A0 (N0 - A0 )+ (=5 ) (V0 —A@ﬂ -
=Var(A,0,)-2z5"Cov(A,©,.X, )~ 225" 0Cov(A,0 , N, )+ (=5 ) var (X )+

+2z3 M z3 " @Cov ()?j,]\_/j )+ (Z])V{’N(D)2 Var (]Vj )

Po wstawieniu wartosci podanych we wzorach (5), (9), (10), (14)-(16) otrzyma-
my, ze btad $redniokwadratowy predyktora wynosi:

MSE (BLP(E(X 7.1 A0, )1 X,.N, )=

=a,al +a,0" +al N> -2z} (aAa® +a,®’ +a®A2) 225Va @ +
xn (112 2 (2 2 2 2
+(zy T s;A+sy (al +0% )|+ aral +a,® +alA

2( 1
2z Z§N®2(—SN+aAj (Z @) (?sfv+aij. 40)

Dla uproszczenia obliczenn mozemy do réwnania (40) wstawi¢ informacj¢ z row-
nania (36) — po przeksztalceniu otrzymamy wtedy nastgpujaca posta¢ rownania:

MSE (BLP(E(X 7.1 A0, )1 X,.N, )=

=a,a; +a,0* +a; N> -2z} (aiaé +ag A’ )— 2z,a,0° +

+( XN) ( [SYA—i-sNa@:'—i-aAa@ -+—a®A2j—i-zNz®2 (%sf\, +a/2\].

Po wstawieniu do powyzszego roéwnania wzoru (29) zapisanego w nastgpujacej
postaci:
aa; +ag A’

XN
Zy

1
=alal +al N + T[ syA+syag | (41)

oraz po skorzystaniu z informacji zawartych w réwnaniu (27) i uproszczeniu otrzy-
mamy teze twierdzenia wyrazona za pomocg wzoru (38). Aby uzyska¢ posta¢ wzoru
z réwnania (39), trzeba dodatkowo skorzysta¢ z rownosci (36).
U
Na zakonczenie tej czgsci artykulu warto zauwazy¢, ze z rownania (38) wynika,
iz btad $redniokwadratowy predyktora dwuczynnikowego bedzie zbiegat do 0, po-
niewaz wagi z, " iz, zbiegaja do 1.
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6. Poréwnanie bledow Sredniokwadratowych predyktorow

Dokonajmy teraz poroéwnania btedow $redniokwadratowych obliczonych predykto-
row, aby wiedzie¢, ktory z predyktoréw jest najbardziej precyzyjny.

Twierdzenie 7.
Dla uzyskanych w twierdzeniach 1, 3 i 5 predyktorow zachodza nastgpujace
nierownosci:

MSE(BLP(E( jT+1|Aj,®4)|N.))3

> MSE (BLP(E(X, 7., 1A,,0, ) XN, )) (42)

MSE(BLP(E(X 7.1 1A,,0, ) X, )2

> MSE (BLP(E(X,1.,1A,,0, ) X .N, )). 43)

Ponadto jesli spelniona jest nierownos¢:

(aAa®+a® )[aAa®+a®A2+aA®2J(TaA+sN)>
44
>a,0 A(aAsY CZ@SNA) e

to zachodzi:
MSE (BLP(E(X 7.1 |A,,0, )IN, )=

> MSE (BLP(E(X,.,1A,,0,) X, )) “

Dowod:

Nierownos¢ (42) wynika z bezposredniego porownania btedu sredniokwadrato-
wego predyktora opartego na liczbie szkdod i predyktora opartego na liczbie i tacznej
warto$ci szkod (rownania (26) 1 (38)):

2 2 2 2 2 XN 2 2
aja; +a,® +a;N —z,a.0> >a al +a,® +al A’ — (aAa®+a®A )—ZNCZA®

Nieco trudniej pokaza¢ zachodzenie nieréwnosci (43), ktora zgodnie z rowna-
niami (20) i (39) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

2 2 2 2 22 272
aa; +a,® +a;A zX(aAa®+aA® +agh )2

>aa; +a 0 +a N -z} (aAa®+aA®2+a®A2) zVa,©
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lub rownowaznie:
(aAa® +a,0” +al A\’ )+ Na® >z, (aAa® +a,0” +al A ) (46)

Na poczatku warto zauwazy¢, ze po odpowiednim przeksztatceniu réwnania
(33) z wykorzystaniem definicji odpowiednich wag oraz informacji z robwnan (22),
(27)1 (36) wagg z;"" mozna zapisa¢ jako nastgpujaca funkcje wagi z,:

2
a
" (aAa® +a,0” +a; A’ )— Zy (arAa® +a,0” +a; A’ )— V2,0 A
ZN
Wykorzystujac powyzszy zapis, nierowno$¢ (46) mozna sprowadzi¢ do nastepu-

jacej postaci:

2 2 N 2 X,N 212 2 2
zX(aAa®+aA® +aiA )—ZN z,0 +ZN a,® 2z, (aAa®+aA® +aiA )
N

co z kolei upraszcza sig do:

Zy N(ZN —ZX)ZO.

Nalezy teraz sprawdzi¢, kiedy powyzsza nierdéwno$¢ zachodzi. Z wczesniej-
szych rozwazah wiemy juz, ze zy"" >0, jesli zachodzi:

a.s; >agsyA. 47

Zastanowmy sig jeszcze, kiedy z, —z, > 0. Wstawiajac definicj¢ wag z rOwnan
(18) i (24), otrzymamy, ze musi zachodzi¢:

TaA (TaAa® +Ta/2\®2 +Taé/\2 + SYA +sN (a® +0? ))
2 (TarA + 8y )(TaA% +Ta,®” + TaGAz)
co upraszcza si¢ ponownie do:
axsy > agsyA.
To konczy dowdd drugiej czesci twierdzenia.
Posta¢ warunku (44) dotyczacego nierownosci (45) wynika z poréwnania ble-

dow s$redniokwadratowych predyktora opartego na liczbie szkdd oraz predyktora
opartego na tacznej wartosci szkod podanych w réwnaniach (20) i (26):

2 2 2 2 2 2 2
aial+a,® +a;N —z,a;0° >azal +a 0 +alN -z, (aAa® +a,0” +aiA ),
€0 mozna zapisa¢ rOwnowaznie w nastgpujacej postaci:
2 2 22 272 22
Zy (aAa® +a,0" +agA )Z zya,®". (48)

Gdy wykorzystamy nasza wiedzg o postaci wag z, iz, z rownan (18) 1 (24), nie-
rowno$¢ (48) mozemy zapisa¢ nastgpujaco:
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1
(aAaG) +a,0’ +a®A2) [ +?s§,j2

> (G)aA ) (aAa® +a,0 +al A’ + ; [siA +57 (aé +0° )D, (49)

co po skroceniu pewnych elementdéw i uporzadkowaniu daje nier6wnos$¢ (44).
0

Na podstawie twierdzenia 7 mozemy zatem stwierdzi¢, ze predyktor dwu-
czynnikowy jest zawsze nie gorszy niz predyktor oparty na facznej wartosci szkod.
Predyktor dwuczynnikowy jest takze nie gorszy niz predyktor oparty na liczbie
szkdd, a réznica w btedach $redniokwadratowych tych dwoch predyktorow wraz
ze wzrostem liczby okresow T bedzie rosta, az ustabilizuje si¢ na poziomie
a. a® + a®A2

W przypadku predyktorow jednoczynnikowych nie mozna wskaza¢ jednoznacz-
nie lepszego predyktora. Warto jednak sprobowac zapisa¢ warunek (44) w nieco in-
nej postaci, ktora pozwolitaby w bardziej intuicyjny sposob odpowiedzie¢ na pyta-
nie, w jakich sytuacjach lepiej postugiwaé si¢ predyktorem opartym na tacznej
warto$ci szkdd. Na wstepie zauwazmy, ze korzystajac z roéwnan (9), (10), (14) 1 (15),
warunek (49) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

(Cov(E( | A,,0,)X, )j (Cov(E( | A0 N, ))

Var (X ) Var (N )

Jesli podzielimy obie strony nieréwnosci przez dodatnia Var (E (X ira A0, ))
i spierwiastkujemy, otrzymamy:

Cov(E( JERIRYACY )X) Cov(E(ij j,®j),Nj) ’
\/Var(E(X/T+1|A/,® )Var(X) \/Var(E( i [ A,0, )Var(ﬁj)

co oznacza, ze jesli korelacja wartosci, ktorej predykcji dokonujemy, ze srednia war-
toscia tacznej wartosci szkod jest wigksza niz korelacja migdzy wartoscia, ktorej
predykcji dokonujemy, a $rednia wartoscia liczby szkod, powinnismy zastosowac
predyktor oparty na tacznej wartosci szkdd. Nietrudno takze zauwazy¢, ze warunek
(44) bedzie spetniony, gdy:

2 2
Se_a

Ay S (50)
Sy Qg

poniewaz lewa strona nierownosci (44) jest zawsze wigksza od 0. Warunek (50)
pojawit si¢ juz wczesniej w odwrotnej postaci jako warunek (47) — zachodzenie wa-
runku w postaci z réwnania (50) oznacza, ze waga z," <0 oraz ze z, >z, .
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Co ciekawe, pewnej wskazowki odnos$nie do zachodzenia nierownosci (44)
moze takze dostarczyc' poréwnanie wag zy" i zy". Sprawdzmy najpierw, kiedy

zachodzi zy" >z N
272
SEN Ta;al +Tal A
X Ta,al +TalA* +s; A +syag 1)
2 2
Ta, SA Ta® *A XN

_ 2
(TarA + 8y )(TaAa® +Tal N> +s;A+sya; )
Nierownos¢ (51) mozna zapisa¢ rownowaznie w nastgpujacy sposob:

(a a®+a®A2)(Ta + )>A( sy —agsh ) (52)

Jak zatem wida¢, zachodzenie nierownosci (52) oznacza, ze jest spelniona takze
nierdwnos¢ (44), lub, rownowaznie, jezeli zy" > zy*" , wtedy na pewno predyktor
oparty na tacznej warto$ci szkdd ma mniejszy btad sredniokwadratowy niz predyk-
tor oparty na liczbie szkod. Oczywiscie istnieja jeszcze sytuacje, w ktorych nierow-
nosci (50) 1 (52) nie sa spetnione, a nieréwnos¢ (44) zachodzi, ciezko jest jednak
sformutowac jakies ogodlne wnioski (o ile zatozymy, Zze wszystkie parametry s wigk-
sze od zera).

Na zakonczenie warto jeszcze zauwazy¢, ze nierownos¢ w postaci (44) potwier-
dza wczesniejszy wniosek mowiacy, ze dla odpowiednio duzego T predyktor oparty
na lacznej wartosci szkdd bedzie na pewno lepszy niz predyktor oparty na liczbie
szkéd. Jak juz jednak zostato wspomniane, wniosek ten moze w praktyce miec
mniejsze znaczenie ze wzgledu na fakt, ze zazwyczaj obserwujemy ubezpieczonych
przez krotki okres.

7. Przypadki szczegolne

Przyjete w drugiej czgsci artykutu zatozenia méwia o istnieniu dwoch niezaleznych
parametrow ryzyka majacych decydujacy wptyw na proces powstawania szkod. Za-
lozenia te prowadza do uzaleznienia postaci predyktoréw od duzej liczby parame-
trow, ze wzgledow praktycznych warto zatem rozwazy¢ mozliwe uproszczenia po-
staci predyktoréw wynikajace z ograniczenia analizy do tylko jednego parametru
ryzyka. By¢ moze w praktyce w pewnych sytuacjach mozliwe jest przyjgcie zatoze-
nia, ze rozklad wartosci pojedynczej szkody lub liczby szkod jest taki sam dla
wszystkich ubezpieczonych. Zastandwmy si¢ zatem, jak przyjecie owych upraszcza-
jacych zatozen wplynie na postac predyktoréw oraz na wielkos¢ ich btedow srednio-
kwadratowych.

Na poczatek przyjmijmy, ze rozktad wartosci pojedynczej szkody jest taki sam
dla wszystkich ubezpieczonych — innymi stowy sprowadza si¢ to do zatozenia, ze:
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DI E(Y,,,10,)=E(Y,,,)=0,

D2) Var(Y,,,1©,)=Vvar(Y,,, )=s;,

D3) E(Y,,,)=E(®,)=0,

D4’) Var (®j )z 0.

Sprawdzmy, jak przyjecie powyzszych zatozen wptynie na postaci predyktoréw
uzyskane w twierdzeniach 1, 31 5.

Twierdzenie 8.
Przy zatozeniach A)-C) oraz D’) predyktor oparty na liczbie szkod i predyktor
oparty na liczbie i tacznej wartos$ci szkdd maja taka sama posta¢ dang rOwnaniem:

BLP(E(X,;,1A,.0, )X ,N, )= (1-z" =20 JA@+ 20" X, + 20" N,0 =
ZBLP(E(X./.TH 1A,,0; )| N,/)’

2 2
. X,N Ta N
gdzie z,," =0, zy" =z, =—52— oraz 1-zy" —zy M =1-z, =——.
Ta, +sy Ta, +sy

Predyktor oparty na tacznej warto$ci szkdd jest natomiast rowny:
BLP(E(X,7.,1A,,0,)1X, )=(1-2,)AO+2,X ,

dzie z, = Ta, 0" = Ta,
s Y Ta @ + 5] A+ 5107 Tal +sh +s;A /O

s;A+5,07
Ta.®” +s;A+ 50"

oraz 1-z, =

Dowod:
Twierdzenie 8 mozna uzyskaé, wstawiajac oznaczenia z zatozen D’) do wzorow
podanych w twierdzeniach 1, 31 5.
J
A zatem, jezeli rozktad wartos$ci pojedynczej szkody nie jest zréznicowany mig-
dzy ubezpieczonymi, nie ma réznicy w sposobach przyblizania wartosci oczekiwa-
nej tacznej wartosci szkdd j-tego ubezpieczonego w predykcji na podstawie liczby
szkéd 1 w predykeji na podstawie liczby 1 wartosci szkdd, a element ()? i~ N jG))
z rownania (37) ma zerowa wagg. Co istotne, predyktor dwuczynnikowy jest nadal
lepszy niz predyktor oparty tylko na tacznej wartosci szkod, co oznacza, ze w tym
przypadku predyktor oparty na liczbie szkod bedzie zawsze lepszy niz predyktor
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oparty na tacznej warto$ci szkdd — mozna tu dodac ze zmodyfikowany do obecnych
zatozen warunek (44) ma postac: Asﬁ (a A@) <0, co nigdy nie jest spetnione, jesli
przyjmiemy, ze rozktad liczby szkdd jest zroznicowany migdzy ubezpieczonymi.
Przewaga predykcji opartej na liczbie szkod nad predykcja oparta na tacznej warto-
sci szkod wynika przede wszystkim z faktu, iz waga z, jest zbudowana na podstawie
wariancji $redniej wartosci tacznej wartosci szkod, ktora jest wigksza niz wariancja
Sredniej liczby szkdd uwzgledniona w wadze z,.

W analogiczny sposdb mozemy rozpatrzy¢ sytuacje, gdy rozktad liczby szkod
jest taki sam dla wszystkich ubezpieczonych. Zatozenie to prowadzi do nastgpujace;j
postaci momentow rozktadu liczby szkod 1 parametru ryzyka A;:

CIy E(N,|A)=E(N,,)=A,

C2) Var( Iy |Aj): Var( j,t):sf,,

C3) E(N,,)=E(A;)=A,

C4’) Var (A, )=0.

W takim przypadku predykcja na podstawie liczby szkod wlasciwie traci sens,
a predyktor upraszcza si¢ do populacyjnej wartos$ci oczekiwanej tacznej wartosci

szkdd. Co ciekawe, predyktor dwuczynnikowy mozna nadal przedstawi¢ w postaci
takiej jak w rownaniu (37) czyli jako sumg predyktora opartego na liczbie szkod

1 wazonej poprawki z (X -N, @) W przypadku predyktora opartego na tacznej
wartosci szkod ponownie zmieni sig tylko posta¢ wagi z,. Twierdzenie 9 stanowi
podsumowanie powyzszych wnioskow.

Twierdzenie 9.
Przy zatozeniach A)-B), C’) oraz D) predyktor oparty na liczbie szkéd ma postaé
dana roéwnaniem:

BLP(E(X,,.,1A,,0,)IN, )=(1-2,)A0 +2,N,0 = A€,
gdziez,=0,1 -z =1.
Predyktor dwuczynnikowy bedzie rowny:

BLP (E (X, 1A,.0, ) X,.N, )= (=" =2 WO+ 2K, 420N @ =

=BLP(E(X, 1, 1A,,0,)IN, )+ 25" (X, - N,0),

272 272
dzie 25N = TagA XN _ TagA XN
gdzie z; " =——; 5, Zy = — =-z,",
TalA* +s;A+s5a;, TalA* +s;A+sya;
1—z" =z =1.
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Predyktor oparty na tacznej wartosci bedzie natomiast miat postac:

BLP(E(X,,,1A,,0,) X, )=(1-2,)A®+2, X,

J.T+1

Tal A . s;A+ s, (aé +0©’ )
s 1=z, = :
TalA* +s; A+, (aé +®2) * TalA* +s; A+ sy (aé +®2)

gdzie z, =

Dowéd:

Analogicznie jak w przypadku twierdzenia 8 dowdd mozna przeprowadzic,
wstawiajac do twierdzen 1, 3 i 5 oznaczenia z zatozen C’).

il

Ujemna warto$¢ wagi zy" w predyktorze dwuczynnikowym moze wyda¢ sig
zaskakujaca — taka jej warto$¢ wynika z faktu, ze przy predykcji tacznej wartosci
szkéd w elemencie X ; uwzgledniamy nie tylko informacjg o wartosciach pojedyn-
czych szkod, lecz takze informacjg na temat liczby szkod, ktora w przypadku gdy
rozklady liczby szkod sa takie same dla wszystkich ubezpieczonych, stanowi zbgdny
szum informacyjny. Uwzglednienie w predyktorze elementu N ,© z ujemna waga
powoduje zatem, ze do predykcji wykorzystujemy tylko informacje faktycznie
$wiadczace o zroznicowaniu parametrow ryzyka migdzy ubezpieczonymi.

Na zakonczenie warto doda¢, ze przy obecnie przyjetych zatozeniach najgor-
szym predyktorem bedzie oczywiscie predyktor oparty na liczbie szkod, a predykto-
rem najlepszym bedzie nadal predyktor dwuczynnikowy.

8. Przyklad numeryczny

Aby zilustrowa¢ zagadnienie optymalnej predykcji wartosci szkdd na podstawie
liczby i tacznej wartosci szkod, w niniejszej czgsci artykutu zostanie zaprezentowa-
ny przyktad numeryczny. Dla pewnych zatozonych warto$ci parametrow rozktadow
liczby szkod 1 wartosci pojedynczej szkody zostang obliczone wagi predyktorow
opartych na liczbie szkod i tacznej wartosci szkod dla rosnacej liczby okresow 7, a
takze bledy sredniokwadratowe tych predyktorow.

Przyjmijmy nastepujace warto$ci parametrow rozkladow: A =s, =a; =0,6,
®=1724,14, a; =106166,13,s; =3078817,7 . Parametry zostaty dobrane w taki
sposob, aby obserwowane rozklady liczby i tacznej wartosci szkod miaty momenty
mozliwe do zaobserwowania w praktyce oraz jednoczesnie, aby w poczatkowych
latach historii ubezpieczonego predykcja na podstawie liczby szkod charakteryzo-
wala si¢ mniejszym bledem Sredniokwadratowym niz predykcja oparta na tacznej
warto$ci szk6d. Ponadto przyjete wartosci A, sy oraz a, odpowiadaja sytuacji, gdy
parametr ryzyka rozktadu liczby szkod ma rozktad gamma z parametrem ksztaltu
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Rys. 1. Warto$ci blgdéw sredniokwadratowych dla predyktora dwuczynnikowego, predyktora opartego
na tacznej wartosci szkod oraz predyktora opartego na liczbie szkdd dla rosnacej liczby okresow

Zrodto: obliczenia wlasne.

réwnym 1 i parametrem skali rownym 0,6, a warunkowy rozktad liczby szkod przy
znanej wartosci parametru ryzyka to rozktad Poissona'.

Na rysunku 1 znajduja si¢ wartosci bledow sredniokwadratowych dla trzech
analizowanych predyktorow dla rosnacej liczby okresow: 7= 1, ..., 50. Jak juz
zostalo wspomniane, dobor parametréw rozktadow spowodowal, ze predyktor
oparty na liczbie szkdd ma poczatkowo nizszy btad sredniokwadratowy niz predyk-
tor oparty na tacznej wartosci szkod. W szesnastym roku historii ubezpieczonego
jednakze predyktor oparty na tacznej wartosci szkod zaczyna mie¢ przewagg nad
predyktorem opartym na liczbie szkdd. Ponadto zgodnie z wcze$niejszymi rozwa-
zaniami predyktor dwuczynnikowy jest we wszystkich okresach lepszy od pozosta-
lych predyktorow.

Na kolejnym wykresie (rys. 2) znajduja si¢ wartosci wag predyktoréw obliczane
dla rosnacej liczby okresow. Zgodnie z wyciagnigtymi wczesniej wnioskami wagi
zy, z, oraz zy" zbiegaja do jedynki, natomiast waga z,"" zbiega do zera. Mozna
ponadto zauwazy¢, ze waga zy"" jest wigksza od zera, a takze z,, >z, , co oznacza,
ze nierownos¢ (50) nie jest spetniona i ze nie mozna na tej podstawie wyciagac
wnioskéw na temat relacji migdzy btedami sredniokwadratowymi predyktora opar-

! Ztozony rozktad Poissona-gamma jest czgsto stosowany do modelowania liczby szkod ubezpie-
czonych, por. np. Denuit i in. [2007].
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Rys. 2. Warto$ci wag stosowanych w predyktorze dwuczynnikowym, predyktorze opartym na lacznej
warto$ci szkod oraz predyktorze opartym na liczbie szkod dla rosnacej liczby okresow

Zrodto: obliczenia wlasne.

tego na tacznej warto$ci szkdod 1 predyktora opartego na liczbie szkdd. Od siedemna-
stego okresu historii ubezpieczonego zachodzi natomiast z3" > zy*", co oznacza,
ze od tego momentu spetniona jest nierownos¢ (52) lub, rownowaznie, ze btad $red-
niokwadratowy predyktora opartego na liczbie szkdd jest wiekszy niz btad predyk-
tora opartego na tacznej wartosci szkod (co znajduje takze potwierdzenie na rys. 1).

9. Podsumowanie

Niniejszy artykut po§wigcony zostat zagadnieniu liniowej predykcji lacznej wartosci
szkod ubezpieczonego na podstawie liczby i tacznej wartosci przesztych szkod.
Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze predyktorem o najmniejszym bilgdzie
sredniokwadratowym jest predyktor uwzgledniajacy informacje zaréwno o liczbie,
jak i1 o tacznej wartosci szkod. W pewnych sytuacjach jednakze stosowanie predyk-
torow jednoczynnikowych moze by¢ uzasadnione — dotyczy to np. sytuacji, gdy roz-
ktad wartosci pojedynczej szkody nie jest zréznicowany migdzy ubezpieczonymi.
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CALCULATION OF CREDIBILITY PREMIUM ON THE BASIS
OF NUMBER AND TOTAL AMOUNT OF CLAIMS

Summary: In this article we consider the issue of calculation of best linear predictors for
claim amount in the next period. We present premiums calculated on the basis of the number
of claims, on the basis of claim amount or based on both of these variables. We also calculate
and compare mean square errors of predictors and show which predictor is best. Moreover, we
consider consequences of certain simplifying assumptions on risk parameters for the premi-
ums and their mean square errors. Finally we present simple numerical example illustrating
main ideas of this article.

Key words: credibility premium, claim frequency and severity.



