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ANALIZA POROWNAWCZA MODELI MIESZANYCH
SZACOWANIA STOP TARYF

W UBEZPIECZENIACH MAJATKOWYCH

Z WYKORZYSTANIEM KROSWALIDACJI

Streszczenie: W pracy przedstawiono zastosowanie hierarchicznych mieszanych modeli li-
niowych (HGLM) w procesie wyznaczania stop taryf a priori. Jako zmienna objasniang przy-
jeto $rednia warto$¢ wyplacanych odszkodowan (zmienna ciagla), a jako zmienna objasniajaca
— zmienne taryfikacyjne charakteryzujace przedmiot ubezpieczenia oraz osobg ubezpieczaja-
ca si¢ (zmienne nominalne wielokategorialne). W modelach HGLM istotnym problemem ob-
liczeniowym jest wyznaczenie dewiancji, ktora moze by¢ stosowana jako kryterium wyboru
ostatecznej postaci modelu. Zatem w celu uproszczenia poczatkowej fazy obliczeniowej
w taryfikacji a priori (pomijajac wyznaczanie dewiancji), do oceny modelu zaproponowano
wykorzystanie procedury k-krotnej kroswalidacji. Analiz¢ przypadku przedstawiono dla port-
fela polis komunikacyjnych. Procedura zaimplementowana zostata w programie komputero-
wym R.

Stowa kluczowe: stopa taryfy, hierarchiczny mieszany model liniowy, kroswalidacja.

1. Wstep

Zaktady ubezpieczen majatkowych powszechnie stosuja w procesie wyznaczania
stop taryf a priori uogdélnione modele liniowe (GLM), w ktérych $rednia (catkowita)
warto$¢ szkody (zmienna objasniana) uzaleznia si¢ od ustalonych zmiennych taryfi-
kacyjnych (zmienne objasniajace). W modelach GLM przyjmuje sig, iz wszystkie
zmienne objasniajace maja staly wplyw na zmienna objasniana (fixed effect). Roz-
szerzeniem modeli GLM sa liniowe modele mieszane, w ktorych zaktada sig, ze
cz¢$¢ zmiennych taryfikacyjnych ma losowy wplyw na zmienna objasnianag (random
effects), co oznacza, ze parametry strukturalne dla tych zmiennych sa zmiennymi
losowymi o okreslonych rozktadach [...]. W przypadku modelowania stop taryf w
ubezpieczeniach majatkowych zastosowanie znajduja mieszane modele liniowe kla-
sy HGLM (Hierarchical Generalized Linear Models). W modelach HGLM losowe
parametry strukturalne moga przyjmowac rozklad z dyspersyjnej rodziny rozktadow
wyktadniczych. To elastyczne zatozenie ma zasadnicze znaczenie w modelowaniu
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danych ubezpieczeniowych, gdzie rozktad normalny znajduje zastosowanie rzadko,
czesciej rozktad gamma lub rodzina rozktadéow Tweedie, czyli takich, dla ktérych
zachodzi V(u) = w? [Lee 1 in. 2006]. Mimo zalet stosowania modeli HGLM, ktére
daje mozliwo$¢ modelowania dyspersji, ich istotna wada praktyczna jest stopien
ztozono$ci w procesie szacowania parametrow strukturalnych, miernikow dobroci
dopasowania, jak réwniez walidacja modeli. W pracy przedstawiono procedure
k-krotnej kroswalidacji pozwalajaca na szybka preselekcje modelu HGLM bez ko-
niecznos$ci estymacji np. dewiancji.

W pierwszej czeséci artykutu przedstawiono teoretyczny ogdlny model HGLM
do szacowania stop taryf a priori typu gamma-gamma oraz proponowang procedurg
kroswalidacji. W czg$ci zasadniczej artykulu przedstawiono empiryczng analizg
modeli na danych rzeczywistych zaczerpnigtych z literatury przedmiotu [de Jong,
Heller 2008]. Zastosowano model HGLM w trzech scenariuszach: uwzgledniajac
wplyw zmiennych taryfikacyjnych na zmienng objasniang, uwzgledniajac dodatko-
wo interakcje pomigdzy zmiennymi, uwzgledniajac wplyw zmiennej taryfikacyjnej
na dyspersje modelu. Wykorzystano funkcj¢ hglm{hglm} oraz przeprowadzono
10-krotna kroswalidacjg, korzystajac z programu komputerowego R.

2. Model HGLM do szacowania stop taryf
w ubezpieczeniach komunikacyjnych

Proces wyznaczania stop taryf w ubezpieczeniach komunikacyjnych mozna zapisac
w postaci modelu HGLM. Niech Y bedzie srednia wartoscia szkody w portfelu, X,
zmienng taryfikacyjna majaca staty wptyw na wartosci szkod, i = 1, ..., [ za§ Z
zmienng taryfikacyjna o losowym wplywie na wartosci szkod. Zmienna objasniana
jest zmienng ciagla, natomiast zmienne objasniajace sa ciagte lub nominalne wielo-
kategorialne. Model HGLM typu gamma-gamma ma ogo6lna posta¢ [Lee i in.
2006]:

n=g(u)=Xp+2Zu,

gdzie f = [B,, ..., B, ] oraz u =[u,,...,uy ], X oraz Z sa macierzami modelu. Para-
metry strukturalne modelu maja nastgpujaca interpretacjg: parametr S, i =1, ..., I,
mierzy wplyw i-tej zmiennej taryfikacyjnej na warto$¢ szkod (staty dla wszystkich
kategorii), a parametr u,, k=1,...,K , mierzy poziom ryzyka w obrgbie kategorii
(zmienny dla kazdej kategorii). Zmienna Y |u oraz zmienna u maja rozklady
gamma.

Oszacowane wartosci parametrow strukturalnych stuza do wyznaczenia wskaz-
nikow taryfikacyjnych #. Wskazniki taryfikacyjne w modelu gamma-gamma, w kto-
rym wystegpuja logarytmiczne funkcje potaczenia, mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

t,=exp(B), i=L..,1,¢t =exp(u,), k=1,...K .



Analiza poréwnawcza modeli mieszanych szacowania stop taryf... 231

Iloczyn wskaznikow taryfikacyjnych dla wszystkich zmiennych uwzglednianych
w modelu daje ostateczna stopg taryty, dzielac portfel niejednorodny na subportfele
jednorodne.

Nastepnie dla konkretnej polisy wyznaczy¢ mozna stopg taryfy uzalezniona od
liczby zmiennych taryfikacyjnych wprowadzonych do modelu. Sktadkg¢ bazowa
mozna przyjac np. na poziomie wyznaczonym przez wyraz wolny dla modelu GLM
zmiennej Y |u.

3. Procedura k-krotnej kroswalidacji dla modelu HGLM

W pracy [Lee i in. 2006] zaproponowano zmodyfikowana wersj¢ dewiancji dla
modeli HGLM pozwalajaca na wybor z grupy modeli modelu najlepszego, czyli
takiego, ktory daje minimalna warto$¢ dewiancji, podobnie jak np. kryterium AIC.
Niestety, miara ta w przypadku szacowania parametréw funkcja hierarchicznej wia-
rygodnosci (a nie klasycznej jak w przypadku modeli GLM) jest skomplikowana
W szacowaniu.

Alternatywa dla dewiancji moze by¢ szacowanie rzeczywistego bledu predykcji
dla modelu HGLM z wykorzystaniem k-krotej kroswalidacji [Burman 1989]. W ni-
niejszej pracy zastosowano nastgpujacy algorytm dla k£ = 10:

a) losowe wyznaczenie ze zbioru danych 10 podzbioréw o zblizonej liczebnosci
(n — liczebno$¢ calego zbioru, m, — liczebnos¢ I-tego podzbioru, /=1,...,10),

b) 10-krotne szacowanie modelu HGLM na podzbiorze danych o liczebnosci
n —m, z usunigciem zbioru walidujacego,

Z (y - ,[‘1 )2
m

1

¢) 10-krotne wyznaczenie btedu MSE, =

2

10
d) szacowanie btedu kroswalidacji: ¢v = ZﬁMSEZ.
=1
Poréwnujac modele, wybrano model o najmniejszej warto$ci cv. Implementacje
procedury w programie komputerowym R przedstawiono w zataczniku A.

4. Przyklad empiryczny

Model HGLM zastosowano do budowy taryf a priori w ubezpieczeniach komuni-
kacyjnych. Wykorzystano baz¢ danych szkéd komunikacyjnych (third party motor
insurance claims) zaczerpnigta z bazy http://www.acst.mg.edu.au/re-
search/books/GLMsforInsuranceData/data sets [de Jong, Heller
2008]. Baza danych zawiera nast¢pujace dane uwzglednione w modelu:

a) Zmienne taryfikacyjne:
— veh_value — warto$¢ pojazdu,
— veh_age —wiek pojazdu: 1 (najmtodszy), 2, 3, 4,
— gender — pte¢ kierowcy: 0 (kobieta), 1,
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— agecat — wiek kierowcy: 1 (najmtodszy), 2, 3, 4, 5, 6,
— veh_body — ksztalt pojazdu.

b) Zmienna objasniana:
—  claimest0 — warto$¢ szkody.

c¢) Ekspozycja na ryzyko (mierzona w okresie trwania polisy w stosunku do ca-
tego okresu uwzglednianego w bazie):
— exposure — wartosci z przedziatu [0,1] .

W pierwszym kroku rozpatrywano trzy modele HGLM typu gamma-gamma,
przyjmujac jako efekt losowy zmienna veh_body:

1. Model 1 — $rednia warto$¢ szkody uzalezniona jest od zmiennych taryfikacyj-
nych, takich jak: warto§¢ pojazdu, wiek pojazdu, ple¢ kierowcy, wiek kierowcy,
ksztatt pojazdu

claimest0 = ,Bol + ﬂllveh _value+ ﬂzlveh _age+
+ ﬂ}l gender + ﬂi agecat +u/veh _body.

2. Model 2 — $rednia wartos¢ szkody uzalezniona jest od zmiennych taryfikacyj-
nych, takich jak: warto§¢ pojazdu, wiek pojazdu, ple¢ kierowcy, wiek kierowcy,
ksztalt pojazdu, oraz wystgpuje interakcja pomigdzy plcia i wiekiem kierowcy

claimest0 = ,Boz + ,Blzveh _value + ﬂzzveh _age+ ﬂfgender +
+ ﬂfagecat + ﬂf gender * agecat +u/veh _body.

3. Model 3 — $rednia wartos¢ szkody uzalezniona jest od zmiennych taryfikacyj-
nych, takich jak: warto$¢ pojazdu, wiek pojazdu, pte¢ kierowcy, wiek kierowcy,
ksztalt pojazdu, a parametr dyspersji uzalezniony jest od wieku pojazdu

claimest0 = ﬂj + ﬂfveh _value + ,823 gender + ﬂjagecat +u;veh _body

d=y,+yveh age.
W modelach przyjgto zatozenie, iz obserwowane wartosci szkdd y, sa niezalezne,
oraz przyjeto tozsamosciowa funkcje potaczenia w modelu dyspersji. Oszacowane
parametry strukturalne modelu przedstawiaja tabele 1-3.

Tabela 1. State parametry strukturalne w modelu 1

Parametry state Sredni blad szacunku p-wartosé
ﬁol 7,5908 0,1561 0,0000
veh_value 0,0282 0,0249 0,2586
veh_age 0,0631 0,0239 0,0082
Gender 0,1786 0,0387 0,0000
Agecat —-0,0631 0,0132 0,0000

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Tabela 2. State parametry strukturalne w modelu 2

Parametry state Sredni blad szacunku p-wartosé
[;’2 7,5480 0,1596 0,0000
veh_value 0,0261 0,0249 0,2964
veh_age 0,0619 0,0239 0,0096
Gender 0,2837 0,0963 0,0032
Agecat —0,0481 0,0179 0,0073
gend:agecat -0,0312 0,0262 0,2340

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 3. Stale parametry strukturalne w modelu 3

Parametry state Sredni btad szacunku p-wartosé
Vs 7,7411 0,1265 0,0000
veh_value -0,0079 0,0186 0,6722
Gender 0,1840 0,0387 0,0000
Agecat -0,0624 0,0132 0,0000

Zrodto: obliczenia wlasne.

We wszystkich modelach p-warto$¢ pokazuje, iz zmienna veh value jest staty-
stycznie nieistotna na poziomie istotnosci 5% oraz nie wystepuje interakcja pomig-
dzy zmiennymi gender oraz agecat. Do dalszej analizy zmodyfikowano wigc mode-
le nastepujaco:

4. Model 1.1 — $rednia warto$¢ szkody uzalezniona jest od zmiennych tary-
fikacyjnych, takich jak: wiek pojazdu, pte¢ kierowcy, wiek kierowcy, ksztatt po-
jazdu:

claimest0 = ﬂ;'l +pBl'veh _age+ ,le‘lgender + ,B}“agecat +u,"'veh _body.

5. Model 3.1 — $rednia warto$¢ szkody uzalezniona jest od zmiennych taryfika-
cyjnych, takich jak: wiek pojazdu, pte¢ kierowcy, wiek kierowcy, ksztalt pojazdu,
a parametr dyspersji uzalezniony jest od wieku pojazdu

claimest0 = ﬂj'l + ﬂf‘lgender + ﬁj‘lagecat +u'veh _body
¢=y,+yveh_age.

Oszacowane parametry strukturalne zmodyfikowanych modeli przedstawiaja
tab. 4-5.
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Tabela 4. State parametry strukturalne w modelu 1.1

Parametry stale | Sredni btad szacunku p-warto$é
A" 7,6998 0,1237 0,0000
Veh_age 0,0455 0,0178 0,0105
gender 0,1800 0,0387 0,0000
agecat —0,0640 0,0132 0,0000
Zrodto: obliczenia wiasne.
Tabela 5. Stale parametry strukturalne w modelu 3.1
Parametry state Sredni btad szacunku p-wartosé
B 7,7202 0,1210 0,0000
g;nder 0,1829 0,0387 0,0000
agecat —-0,0613 0,0132 0,0000

Zrodto: obliczenia wlasne.

Wida¢, iz w powyzszych modelach wszystkie zmienne sg statystycznie istotnie.
W drugim kroku przeprowadzono 10-krotna kroswalidacje, uzyskujac nastepu-

jace miary c¢v dla obu modeli:

— v =12667.022,
— v =12649.699 .
Zatem model 3.1 jest lepszy. W modelu tym losowe parametry dla ksztattu sa-
mochodu przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

Tabela 6. Losowe parametry strukturalne modelu 3.1

Veh body Parametry losowe | Sredni btad szacunku Wskazniki taryfikacyjne
BUS -0,146 0,268 0,86
CONVT 0,044 0,310 1,05
COUPE 0,238 0,167 1,27
HBACK 0,043 0,117 1,04
HDTOP 0,055 0,146 1,06
MCARA -0,514 0,246 0,60
MIBUS 0,222 0,186 1,25
PANVN 0,037 0,171 1,04
RDSTR 0,117 0,321 0,89
SEDAN —0,064 0,116 0,94
STNWG -0,032 0,116 0,97
TRUCK 0,182 0,148 1,20
UTE 0,050 0,131 1,05

Zrodto: obliczenia whasne.
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Sktadka bazowa wyznaczana jako eksponent wyrazu wolnego modelu 3.1 wyno-
si 2253,37. Zatem skorygowana sktadka bazowa dla ksztaltu pojazdu, np. COUPE,
wynosi 2858,19. Nastgpnie w celu wyznaczenia ostatecznej stopy taryfy nalezy dalej
korygowac¢ sktadke bazowa o kolejne wskazniki taryfikacyjne dla innych zmiennych
taryfikacyjnych wystepujacych w modelu 3.1.

5. Podsumowanie

W artykule przedstawiono w zarysie ideg hierarchicznych liniowych modeli miesza-
nych oraz mozliwosci aplikacyjne w wyznaczaniu wskaznikow taryfikacyjnych oraz
budowie taryf. Przeanalizowano trzy modele, modelujac dane zawarte w rzeczywi-
stej bazie danych komunikacyjnych. Wyboru postaci modelu dokonano, stosujac
procedurg 10-krotnej kroswalidacji. Przeprowadzona procedura pokazuje, w jaki
sposob mozna tatwo dokona¢ wstepnego wyboru modelu HGLM. W celu ostatecz-
nego przyjecia modelu do wyznaczania stop taryf a priori niezbedne jest przeprowa-
dzenie weryfikacji statystycznej modelu.
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Zalagcznik A. Implementacja procedury kroswalidacji w programie komputero-
wym R

motor=read.csv (file="car.csv”)

hl=hglm (fixed=claimcstO~veh value+veh
agetgender+agecat, random=~1|veh body, family=Gamma (lwejsciek="1log”),
rand. family=Gamma (lwejsciek="1og”),data=motor)

h2=hglm (fixed=claimcstO~veh value+veh age+gendert+agecat+gender*agecat,
random=~1|veh body, family=Gamma (lwejsciek="log”), rand.family=Gamma
(lwejsciek="1log”),data=motor)

h3=hglm (fixed=claimcstO~veh value+gender+agecat, random=~1]|veh body,
family=Gamma (lwejsciek="1og”),disp=~veh age, data=motor)

hl.1l=hglm (fixed=claimcstO~veh age+gender+agecat, random=~1|veh body,
family=Gamma (lwejsciek="10g"),
rand. family=Gamma (lwejsciek="1og”),data=motor)
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h3.1=hglm(fixed=claimcstO~gender+agecat, random=~1|veh body,
family=Gamma (lwejsciek="1og”),disp=~veh age, data=motor)

K=10
n <- nrow (motor)
wyjscie <- NULL
K <- round (K)
K1 <- unique (round(n/ (1L:floor(n/2))))
temp <- abs(kl - K)
f <- ceiling (n/K)
s <- sample(rep(lL:K, f), n)
n.s <- table(s)
y <- motorS$claimcstO
mse.01l <- mean ((y-hl$fv)"2)
mse.03 <- mean ((y-h3$fv)"2)
ms <- max(s)
CVl <- 0
CV3 <= 0
predict.hl=c()
predict.h3=c()
Calll <- hl$call
Call3 <- h3$call
for (i wejscie 1L:ms) {
j.wyjscie <= c(lL:n)[(s == 1)]
j.wejscie <= c(lL:n)[(s !'= 1)]
Calll$data <- datal[j.wejscie, , drop = FALSE]
Call3$data <- data[j.wejscie, , drop = FALSE]
wynik.hl <- eval.parent (Calll)
wynik.h3 <- eval.parent (Call3)
p.alpha <- n.s[i]/n
for (k wejscie l:length(j.wyjscie)) {
predict.hl=c (predict.hl,wynik.hl1$fv[k])
predict.h3=c(predict.h3,wynik.h3$fv[k])
}
msel.i <- mean((y[j.wyjscie]- predict.hl)"2)
mse3.i <- mean((y[j.wyjscie]- predict.h3)"2)
CVl <- CV1 + p.alpha * msel.i
CV3 <- CV3 + p.alpha * mse3.1i
mse.0l <- mse.0l - p.alpha * mean((y-hl$fv)"2)
mse.03 <- mse.03 - p.alpha * mean((y-h3$fv)"2)
}
CV_MSEl <- CV1 + mse.Ol
CV_MSE3 <- CV3 + mse.02
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COMPARATIVE ANALYSIS OF MIXED MODELS
FOR RATEMAKING IN NON-LIFE INSURANCE
WITH K-FOLD CROSS-VALIDATION

Summary: The paper presents the application of hierarchical generalized linear models
(HGLM) in the process of a priori ratemaking. As explained variable assumed the average
value of claims paid (the continuous variable) and as explanatory variables — variables char-
acterizing the subject and the person insured (nominal variables). The important computa-
tional problem in HGLM models is to determine the deviance which can be used as a criterion
for the selection of the final form of the model. Thus, in order to simplify the first part of
computing a priori ratemaking (omitting the calculation of the deviance), k-fold cross-valida-
tion procedure was used and the estimated k-fold cross-validation prediction error was calcu-
lated. The case study was presented for a portfolio of motor insurance. The procedure was
implemented in a computer program R.

Key words: ratemaking, the hierarchical generalized linear model, k-fold cross-validation.



