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Streszczenie

Przedstawiono model matematyczny strumieniagtofgjiowego (vm) przez
neutral, membrar polimerows, z istniegcymi po obydwu jej stronachegeniowymi
warstwami granicznymi. Ten model, oparty na rowaahiKedem-Katchalsky'ego dla
elektrolitéw, opisuje strumie objetosciowy generowany przez bock osmotyczne i
hydrauliczne dla niejednorodnych roztworow subgtadgsocjupcych. Nieliniowe
rébwnania dla strumienia afipsciowego uyto do obliczé w liniowym zakresie
stabilngci hydrodynamiczne;.

Stusznaé¢ tego modelu potwierdzono dla roztworéow binarnyoh, podstawie
bada przeprowadzonych przy pomocy komoérki z memhbnastawiona wertykalnie. W
zestawie pomiarowym, wodny roztwér KCl byt umiesacy po jednej stronie
membrany. Po przeciwnej stronie membrany byt uneisszy roztwdr amoniaku w
wodnym roztworze KCI. Zaobserwowano dgbrzgodndé pomidzy danymi

eksperymentalnyml,, i wynikami obliczé na podstawie rowmamodelowychlym,

Stowa kluczowe transport membranowy, rownania Kedem-Katchalgly, elysocjacja




Mathematical model describing the transport of diseciating
substances solutions through polymeric membrane wit

concentration polarization

Summary

Mathematical model of the volume flux through nealfpolymeric membrane
with concentration boundary layers on both sidethid membrane is presented. This
model was based on the Kedem-Katchalsky equafmmslectrolyte solutions and
describes the volume flux generated by osmotic leyafostatic forces for dissociating
substance non-homogeneous solutions. Nonlineatiegudar volume flux was used for
numerical calculations in linear regime of hydrodymc stability. The validity of this
model for binary solutions was confirmed by usingedl with a vertically mounted
membrane.

In the experimental set-up aqueous solution of ¥W&$ placed on one side of
the membrane. Whereas the ammonia in aqueous aoloti KCl was placed at the
other site of the membrane The good correlatiowden the experimental datalg,

and the results of calculation based on the magiehtons ofl,, was observed.
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WSTEP

Membrany polimerowe zaréwno naturalne jak i sztecap bardzo czute na
zmiany ich wewntrznego i zewstrznegosrodowiska fizykochemicznego. W zyzku z
tym ilos¢ przenikajcej przez membransubstancji mege by kontrolowana przez
zmiany odczynu kwasowo-zasadowegayzahia, @stasci roztworow zewntrznych

i/lub zewrgtrznych pdl fizycznych [1-3].



Wigkszas¢ spontanicznie zachoglzych procesow transportu prowadzi do
czasowo-przestrzennej ewolucji polagzsti, polegajcej na kreacji lokalnych
niejednorodnéci sterupcych transportem membranowym [4-6]. Przejawem tego
procesu jest polaryzacjegseniowa, polegagca na formowaniu sipo obydwu stronach
membrany, steniowych warstw granicznych (CBL) [7, 8]. Jadm konsekwencji
polaryzacji stzeniowe]j w systemach membranowych jest zmiagaestna stykach
membrana/roztwor [9]. Oznacza t& poprzez redukejwartasci gradientu sizenia w
poprzek membrany, zmniejszeniu ulegagarowno osmotyczne jak i dyfuzyjne
przeptywy membranowe [10]. Méwg inaczej CBL pelni role dodatkowych barier
kinetycznych w procesie przenikania dla szybko mpikagacych molekut, zaréwno
przez membrany naturalne jak i sztuczne [7, 11ybka&c¢ i efektywna¢ transformacii
chemicznych wewdirz CBL jest okrélana przez dogpnas¢ reagentow. Oznacza tize
gruba¢ CBL petni tu funkeg regulatorove [12].

W naszych pracach [np. 3, 13, 14], warstwy te tmktowane jako ciekie
membrany (pseudomembrany). W zgku z tym przypisuje im si odpowiednie
wiasciwosci transportowe, wyraane poprzez war§oi odpowiednich wspoétczynnikow
przenikania. Geometri CBL mazna oblicz¢ na podstawie pomiarOw strumienia
objetosciowego [7, 15] lub czasowych charakterystyk pojadey membranowych w
otoczeniu membrany [8, 16]. Profileggtniowe, na podstawie ktorych oklana jest
grubag¢ CBLs mana zarejestrowatakze metodami optycznymi, np. metpthserowej
interferometrii Macha-Zehndera [6, 9] czy hologr§fi7].

W poprzednich pracach [13, 14] przedstawiono madalematyczny strumienia
objetosciowego, przenikarego przez neutralnmembrar z istniepcymi po obydwu
jej stronach szeniowymi warstwami granicznymi. Ten model, oparty ndwnaniach
Kedem-Katchalsky'ego dla substancji niedysagych, opisuje strumieobjetosciowy
wygenerowany przez bodziec osmotyczny i hydrostatycdla niejednorodnego
roztworu nieelektrolitu. W obecnej pracy 6w modektanie rozwinjty. Mianowicie
wychodzc z rowna Kedem-Katchalsky’ego dla substancji dysoggych otrzymamy
model matematyczny strumienia eogciowego, przenikagego przez elektroobgna
membrag z istniepcymi po obydwu jej stronach cgeniowymi warstwami

granicznymi.



UKLAD MEMBRANOWY

Przedmiotem rozwan bedzie transport membranowy w przedstawionym na
rycinie 1 uktadzie, w ktérym ustawiona w ptaszazg horyzontalnej membrana (M)
rozdziela przedziaty (I) i (h), wypetnione rozeezonymi i nie mieszanymi
mechanicznie roztworami tych samych substancjeiesiach w chwili pocatkowej Cy,

i G (C>C)). Zaktadamyze roztwory w chwili pocatkowej s jednorodne, zarowno w
kazdym punkcie roztworéw jak i na powierzchni stykuztworéw z membran
Ponadto zaktadamyze membrana jest izotropowa, symetryczna, elektnetiep i
selektywnie przepuszczalna dla wody i rozpuszczionycniej substancji. &ziemy
bada jedynie stacjonarne procesy transportu membranoywesghodzce w warunkach
izotermicznych.

W takich warunkach woda i substancje rozpuszczahdundupce przez
membrag, formuja po obydwu jej stronachfeniowe warstwy graniczne éraz h, o
charakterze pseudo-membran. Grdboych warstw dla stanu stacjonarnego wynosi
odpowiedniad, i ;. Uformowane warstwy powodyjze w stanie stacjonarnymgsenia
roztworéw na stykach,M i M/l; zmienk sic odpowiednio do wartei C; oraz C,
(Ch>Ci>Ce, C>Ce>C).

Zgodnie z formalizmem Kedem-Katchalsky'ego [18] §gisvosci transportowe
membrany okrdone s przez wspotczynniki: przepuszczadeo hydraulicznej Ip),
odbicia ¢m) |1 przepuszczalnmi substancji rozpuszczonejwf). Wiasciwosci
transportowe warstw i I, sa scharakteryzowane odpowiednio przez wspotczynniki:
odbicia spetniajce warunekag=c,=0 oraz wspoétczynniki dyfuzjD; i Dy. Strumieé
objetosciowy i strumiéh substancji rozpuszczonej przez membraoznaczony
odpowiednio przed,, i Jsn. Strumienie substancji rozpuszczonej przez wartnly sa

oznaczone odpowiednio przégi J4.

MODEL MATEMATYCZNY TRANSPORTU MEMBRANOWEGO
ROZTWOROW SUBSTANCJI DYSOCJUJACYCH

Réwnania Kedem-Katchalsky’'ego a swiarygodnym nargziem badania
biernego transportu membranowego. W przypadku byddy, jednorodnych,
dysocjupcych i rozciéczonych roztwordw, transport raga opisé przez strumienie



objetosciowy (J,) i solutu (s). Zaleznos¢é pomidzy strumieniami i generagymi je
bodzcami @z i/lub AP) sa nastpujace
J, =L, (0Am-AP) (1)
Js=awhm+J,C(l-0) 2)
gdzie:
Lp, oorazwsa wspoétczynnikami odpowiednio przepuszczabkidydraulicznej, odbicia
I przepuszczalnii solutu,AP=P,— P, jest r@nica cisnieh mechanicznychyz=fRT(C,—
C)) jest r&nica cisnien osmotycznychKT jest iloczynem statej gazowej i temperatury
termodynamicznejCy i C; sa skezeniami roztworéw w przedziatach odpowiednio h oraz
l; f jest wspétczynnikiem osmotycznym Van't Hoffa, ktéwyyraza zwikszenie
asocjacji lub dysocjacji solutu i spetnia retacj<f<k); C=(Cn — C)[In(C:C™Y)]
=0,5(C+C) reprezentujérednie s¢zenie solutu w membranie.
Dla stanu stacjonarnego, w ktérym warstyarhniejsza szenieC,, do wartgci
Ci, a warstwa, lzwieksza s¢zenieC; do wartdci C, rownanie (1) przyjmie posta
Jym =L [0 fRT(C, —-C,)-AP ] (3)
Nieznane sizenia C; i C. mozna oblicz¢ na podstawie réwnania (2),
przyjmupc, ze w stanie stacjonarnym spetniony jest gaghcy warunek
Jg = Jdgn = Jyg ) (4
W celu obliczenia tych sten przeprowadzimy nagbujace rozwaania. Dla
warstwy |, membrany (M) oraz warstwy,, | rownanie (2) mgna zapis& w

nastpujacych postaciach

Jg = D3, 7(C, = C)) + 3,,.C, %)
‘]sm = fa)mRT(Ci _Ce) + Jvmém(l_o-m) (6)
'Jsl = fDIO_I_:L(Ce_CI)-I_‘Jvmél (7)

gdzie:
C,=0,5(Gi*+C), C;,=0,5(G+Ce), C;=0,5(C:+C).

Uwzgledniajac rownania (5)-(7) w rownaniu (4) otrzymujemy

— yO + yl‘]vm + y2‘]vm2 (8)

‘/IO +‘//l‘]vm +‘//2Jvm2

i
2

— UO +U1‘Jvm +U2‘Jvm

= [//0 +w1Jvm +w2JVm2 (9)

e



gdzie:

16=F[CaDdn (D16 + ahRT)+Ci canRTD1 6]

=0, 5 ( cnRT+D16 ™) (Ch— C)+ Gin(CrDnon +CiDio )]
$5=0,25[Ci+0n(Ch— C))]

Y= Did ™ (Dndn ™+ wnRT)+anRTDyd1 ']

1=0,5 G(Drdn " — D16y ™)

r=0,25(1— )

Uo=F[CiD10 (Drdn + wnRT)+CheanRTDRAR

01=0,5[( aRT+Dndn )(Ch— C)) = Gin(CrDnon +CiD15 )]
0,=0,25[C,— g(Ch— Q)]

Uwzgledniajac wyrazenia (8) i (9) w réwnaniu (3) otrzymujemy

I + @Iy + A+ = 0 (10)
gdzie:
@={ ¢ + Ll AP —faeRT ()5 — 1)} 4™
A={ o+ Lol ¢alP —fauRT(yi— 0]} ™
@=L goOAP — fFaRT(Jo— o) ™

WYNIKI BADA N | DYSKUSJA

Badania przeptywow objosciowych przeprowadzono za pomoczestawu
pomiarowego opisanego w poprzedniej pracy [11]. gastaw sktadat siz dwoch
cylindrycznych naczy pomiarowych (h, 1) o jednakowej @bpsci (V) spetniajcej
warunekVy,=V;=200 cni. Naczynie h zawierato roztwér NBH w wodnym roztworze
KCI, natomiast naczynie | — wodny roztwor KCI.

Nalezy zaznaczy, ze stzenie KClI w obydwu naczyniach byto jednakowe
(Cru=Ci1). Stzenie NHOH w naczyniu wynositoCrp=1 mol ' i bylo state we
wszystkich eksperymentach. We wszystkich eksperyaclnnie aywano mieszania
mechanicznego roztworow. Naczynia h i | rozdzielal@mbranaNephrophan o
powierzchni S=3,36 cmi i wiasciwosciach transportowych okflenych przez
wspotczynniki:  przepuszczalbe  hydraulicznej  I(,), odbicia 6m) oraz

przepuszczalni solutu (o). Wartagci tych wspotczynnikow dla NFOH wyznaczone



w serii niezalenych déwiadczeé), wynosz: L,=5x10"° m°N’'s’, ,=0,01 oraz
wn=2,7%10° mol N's'. Wspéiczynnik dyfuzji amoniaku w roztworze wynosit
D,=2.3x10° m’s™.

We wszystkich eksperymentach membrana byla usytmawa ptaszczinie
horyzontalnej. Ponadto do naczynia h podbno wyskalowas (z doktadnécia do 0,5
mm®) pipet (K) ustawiorn, w ptaszczynie réwnolegtej do ptaszczyzny membrany. Z
kolei naczynie | bylo pakzone z rezerwuarem roztworu KCI (N), o regulowanej
wysokasci ustawiania wzgidem pipety K. Umgliwialo to kompensagj cisnienia
hydrostatycznego AP=0) wystpujacego w zestawie pomiarowym. Strurie
objetosciowy obliczono na podstawie pomiaréw zmianyetdsici (AV) w pipecie K
zachodzcej w czasieAt, przez powierzchaimembranyS, stosujc wzor J,=(AV)S
YAty dlaAP=0. Przeptywy ohjtosciowe zachodzity od naczynia | do naczynia h.

Badania déwiadczalne przeptywow oétjosciowych, polegaly na wyznaczeniu
czasowej charakterystyki strumienia ¢bgciowego (.) dla r&nych stzen
roztworéw. Eksperyment prowadzono do chwili uzysastanu stacjonarnego. qat
wzgledny popetniany przy wyznaczanily nie byt wikszy niz 3%. Na podstawie
charakterystyk J,=f(t), dla stanu stacjonarnego spmzono charakterystyk
Jim=f(Cr1=Cj1, Cio=const). Obliczenia strumienial,, wykonano na podstawie
parametrow transportowych membran i roztwordw, (Gm am D) dla przypadku
01=0n=0, D|=Dy=D orazAP=0. Ponadto uwzgtiniono tablicowg wartas¢ R=8,31 K
mol*K™. Badania déwiadczalne jak i obliczenia strumienid,, wykonano dla
warunkow izotermicznych w=295 K.

Przedstawione na rycinie 2 wyniki badadcswiadczalnych i oblicze
numerycznych uzyskano dla przypadku, gdy przedaigladu pomiarowego zawierat
w chwili pocatkowej wodny roztwor KCI, a przedziat h — roztwomaniaku w
wodnym roztworze KCI, wszystkie ¢genia Cr,=1 mol I*. Stzenie amoniaku w
przedziale | wynosit&;,=0 mol I*. We wszystkich eksperymentach, wodnego roztworu
KCI uzywano jako rozpuszczalnika.Senie KCI zmieniano od 0 do 0,02 mdl. IW
zwiazku z tym jedynym battem, ktory wywotuje przeptywy oéfjosciowe jest rénica
cisnien osmotycznych wprost proporcjonalna danigy stzen amoniaku, gdi roznica
stezen KCI wynosi zero.

Z przedstawionych na tej rycinie zah®sci wynika, ze dodanie do obydwu

przedziatdbw takiej samej #oi KCI, powoduje wzrost warksi strumienia



objetosciowego: 0ddn=3,6x10° m s' (dla Cr;=C;=0 mol ') do J,,=7,2x10° m s*
(dla Cy=C;1=0,02 mol 1"). Oznacza toze w badanym zakresiecgen rosnie 2-krotnie
réznica cknien osmotycznych. Poniewadznice stzen amoniaku i KCl § zachowane,
jedynym wyttumaczeniem jest wzrost waxtd wspotczynnika osmotycznego Van't
Hoffa (f).

Wodny roztwor amoniaku, nazywany jest zasainonow i zapisywan jako
NH.OH, jest stabym elektrolitem. Stogiglysocjacji 0,1 mol'twodnego roztworu tego
zwiazku chemicznego w temp. 25°C wynosi 1,3%. Wraz zeostem stzenia stopi@
dysocjacji maleje. Oznacza tee 1 mol 1* wodny roztwér NHOH pod wzgbdem
osmotycznym zachowuje esijak nieelektrolit. Wodny roztwor KCl jest mocnym
elektrolitem, ktérego stophedysocjacji nawet dla roztworow o dich stzeniach jest
rowny 100%.

Dodanie do 1 mol™ wodnego roztworu NEOH pewnej iléci KCI, zmienia
odczyn badanego roztworu z zasadowego natyvazwicksza stopig dysocjacji. Dla
Cni=Ci>0,012 mol T strumigi Jum jest 2-krotnie wikszy w poréwnaniu d€,=C;;=0
mol I*. Oznacza toze 2-krotnie wzrosta thica cnien osmotycznych amoniaku.
Mozna wiec sadzi¢, ze dlaCy=Ci1>0,012 mol T stopiér dysocjacji NHOH wzrést do
100%.

WNIOSKI

1. Opracowano nieliniowy model matematycznyctdsiciowego transportu
membranowego roztwordw elektrolitbw w warunkachepgacji s¢zeniowej, na
podstawie liniowych rownaKedem-Katchalsky’ego. Model ten, ktory jest rowiesam
trzeciego stopnia, oprécz wspotczynnikow transpeyth membrany, steniowych
warstw granicznych i roztworow, zawiera wspotczynosmotyczny Van't Hoffaff.

2. Zachowujc oznaczenia dla nieelektrolitbw zaproponowane acyf14],
wspotczynniki wystpujace w réwnaniu (10) mana zapisaw postaci

@~ 1B+ L BAP —fauRT(a- 1)} B
a={ Fho+ LlfBAP - FonRT(or- y)l} B
@=L [FRAP — P aRT(a0— x0)] B



3. Wspotczynnik osmotyczny Van't Hoffa, wgpujacy w rownaniach Kedem-
Katchalsky’ego w pierwszej pgize, w zaproponowanym przez nas modeluzyale
przedstawd w postacif®, gdziek=1, 2, 3.

4. Przedstawiony model matematycznyzmby wygodnym nargdziem do
badania transportu membranowego w uktadach spa@aryzych sizeniowo, w

warunkach zmiany odczyrimodowiska.
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Ryc. 1. Uktad membranowy: M — membrang;l}, — skzeniowe warstwy graniczne
(CBLs), P, i P, — cisnienia mechaniczneC, i C, — stzenia roztworOw poza
warstwami;Ce i C;j — stzenia roztworow na granicactiM i M/l ; Jym — Strumié
objetosciowy przez membranM; Jg, Jy | Jsn — Strumienie solutu odpowiednio
przez warstwy,] I, oraz membranM

Fig. 1. The membrane system: M — membraneand ) — the concentration
boundary layers (CBLs)P, and P, — mechanical pressures;, and Cy —
concentrations of solutions outside the bounda@esindC; — the concentrations of
solutions at boundariegM and M/k; Jm — the volume fluxes through membrane

M; Jg, Js» andJsy, — the solute fluxes through layerdil and membrane, respectively
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Ryc. 2. llustracja zalmosci Jy=f(Crz=Ci1, Cio=const) otrzymanej na podstawie
rownania (10) (linia eigta) i eksperymentu m), dla membrany Nephrophan
(Lp=5%10" m®N"'s?, 6,=0,01 orazw,=2,7x10° mol N's?) i AP=0 Pa

Fig. 2. lllustration of dependenda~=f(Cy1=Cj1, Cro=const) calculated on the basis
of Eq. (10) (full line) and experimenm), for membrane Nephrophahp(:5><10'12
m°N?s?, 6,=0.01 andw,=2.7x10° mol N's?) andAP=0 Pa
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