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SREDNI BLAD PROGNOZOWANIA DLA METODY
EKSTRAPOLACIJI PRZYROSTU EMPIRYCZNEGO

W artykule sformutowano standardowy uktad zatozen stochastycznych dla prostej metody pro-
gnozowania, polegajacej na liniowej ekstrapolacji $redniego przyrostu empirycznego oraz wyprowa-
dzono wzory, okreslajace $redni blad prognozowania (ex ante btad predykcji) dla tej sytuacji. Wzory
te porownano z szacunkowymi biedami $rednimi dla innych metod prognozowania — metody status
quo, ekstrapolacji $redniej i ekstrapolacji trendu liniowego, oszacowanego klasyczna metoda naj-
mniejszych kwadratéw (mnk).

Stowa kluczowe: sredni biqd predykcji, ekstrapolacja sredniego przyrostu

1. Wstep

Ekstrapolacja $redniego przyrostu empirycznego jest jedna z prostszych metod
prognozowania statystycznego na podstawie jednowymiarowego szeregu czasowego.
Metoda ta, cho¢ chetnie stosowana (np. do ustalania wstgpnych wariantow prognozy),
w podstawowej literaturze przedmiotu nie jest rozpatrywana z punktu widzenia sza-
cowania ex ante bledu prognozy. Przypuszczalnie kryje si¢ za tym spotykany w lite-
raturze poglad, iz dla tzw. ,,prostych” metod prognozowania (do ktéorych omawiana
metoda nalezy) brak jest mozliwosci oszacowania btedu prognoz ex ante.

W artykule pokazano, iz taka mozliwo$¢ jednak istnieje. Sformutowano standar-
dowy uktad zalozen stochastycznych dla metody ekstrapolacji przyrostu empiryczne-
go i dla (liniowej) ekstrapolacji $redniego przyrostu empirycznego wyprowadzono
wzory, dotyczace §redniego btedu prognozowania w warunkach wyzej wspomnianych
standardowych zatozen stochastycznych.

* Katedra Ekonometrii, Akademia Ekonomiczna, al. Niepodlegtosci 10, 60-967 Poznan, e-mail:
b.guzik@ae.poznan.pl
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Wzory te porownano ze $rednim btedem prognozowania dla metody status quo,
metody ekstrapolacji §redniej oraz ekstrapolacji trendu szacowanego klasyczna meto-
da najmniejszych kwadratow.

2. Sredni blad prognozowania

Przez y, (t =1, ..., T') oznaczamy zaobserwowane wartos$ci zmiennej prognozowa-
. * . .
nej Y. Prognozg na czas 7> T oznaczmy przez y,, a przez y, nieznana, ,,prawdziwa”

warto$¢ zmiennej ¥ w czasie 7.

Sredni btad prognozowania' lub $redni btad predykcji’ (zwany tez $rednim bledem
prognozy’) wyprowadzany jest — jak wiadomo — nastepujaco:

I. Przyjmuje sig, ze warto§¢ zmiennej prognozowanej w czasie t = 1,2, ..., T, ..., T
jest realizacja zmiennej losowej Y, (ktéra mozna nazwaé mozliwe wartosci zmiennej
prognozowanej w czasie t), prognoza y: natomiast jest realizacja zmiennej losowej Z*

(predyktora losowego, ktéry mozna nazwaé mozliwe prognozy zmiennej Y na czas t).
I1. W rezultacie btad prognozy (liczba) jest realizacja zmiennej losowe;:

B =y -V. M

T T

(ktora mozna nazwac mozliwe bledy prognoz na czas 7).
III. Srednim bledem prognozowania jest

p, = |EB . )
3. Ekstrapolacja Sredniego przyrostu empirycznego

Regula prognozowania wedhig ekstrapolacji sredniego przyrostu empirycznego
ma postac

! Termin uzywany, np. w pracy B. Guzik, W. Jurek, Ekonometria z zadaniami, Wyd. AE Poznan,
1993, paragraf 1.11, B. Guzik, D. Appenzeller, W. Jurek, Prognozowanie i symulacje. Wybrane zagad-
nienia, Wyd. AE Poznan, 2005, paragraf 4.3..

2 Np. Z. Pawlowski, Teoria prognozy ekonometrycznej w gospodarce socjalistycznej, PWN, wyd. T,
1974, paragraf 3.1; A. Zelia$, Teoria prognozy, PWE, 1997, paragraf 2.5.

3 Np. A.S. Goldberger, Teoria ekonometrii, PWE, 1972, paragraf 4.5; P. Dittmann, Prognozowanie
w przedsiebiorstwie, Oficyna Ekonomiczna, Krakow, 2003, s.78.
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y,=yp+a(r-T), 3)

gdzie a jest Srednim przyrostem empirycznym z obserwacji na obserwacje.
Przyjmiemy, Ze przyrost ten obliczany jest statystycznie® jako $rednia z przyro-
stow zmiennej prognozowanej z okresu na okres w odcinku czasu [p, k£ ]. Wowczas

a=2"" (51, k<) (&)
p—k

W szczegdlnosci $redni przyrost empiryczny moze by¢ obliczany na podstawie
catego przedziatu danych empirycznych, wtedy p=1, k= T.

Symbolem Z bedziemy oznaczaé zbidr obserwacji, na podstawie ktorych dokony-
wane sa oszacowania. Zbior ten zawiera kolejne obserwacje, przynajmniej ¢ = p,
p+1, .. k,ztym Ze nie zawiera on obserwacji t = T. Tak wigc Zc {1, 2, ..., T— 1}5.

Zalozenia. Proponujemy nastepujacy standardowy uklad zatozen dla prognozo-
wania przez ekstrapolacje¢ sredniego przyrostu empirycznego:

I. Predyktor ma postac

Y = Vi+ A(c-T), )

gdzie:

Yr—zmienna losowa generujaca warto$ci prognozowanej zmiennej w ostatniej
obserwacji empirycznej,

A — zmienna losowa (estymator), ktorej realizacja jest §redni przyrost empiryczny a.

Jest to predyktor liniowy o (losowym) wspoétczynniku kierunkowym A oraz loso-
wym wyrazie wolnym rownym Y;°.

II. Zmienna losowa Y, generujaca warto$¢ zmiennej prognozowanej w czasie
jest okreslona jako

Y, = Yo+ a(r-1+E,, ©6)
gdzie a— nielosowy, ,,prawdziwy” wspotczynnik kierunkowy’.

* Obliczenia statystyczne to jedna z mozliwych drog. Przyrost ten moze byé liczony inaczej, a nawet
moze by¢ ustalony a priori.

> Dlaczego do zbioru Z nie zaliczmy ¢ = T, wyjasni si¢ za chwile.

8 Predyktor ma taka wiasnie postaé w $lad za reguta prognozy (3), a zwlaszcza w §lad za tym, ze yr
oraz $redni przyrost empiryczny a to wielkosci statystyczne, ktore nalezy traktowac jako realizacje odpo-
wiednich zmiennych losowych.

7 Ktérego ocena jest a, zas estymatorem jest A. Roéwnanie (6) to funkcja liniowa z losowym wyra-
zem wolnym Y7 oraz nielosowym wspétczynnikiem kierunkowym @, na ktoére addytywnie natozono
sktadnik losowy.
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II1. Warto$¢ zmiennej prognozowanej w obserwacji T jest realizacja zmiennej lo-
sowej V7.

IV. Warto$¢ zmiennej prognozowanej w obserwacji ¢ € Z jest realizacja zmiennej
losowej

Y =YVitat-T)+& (t€2) (7

V. O sktadnikach losowych na zbiorze Z przyjmujemy zatozenia klasyczne; mia-
nowicie, ze maja one zerowe wartosci oczekiwane, ze ich wariancje sa identyczne
. 2 . . . .

i rOwne o~ oraz ze sa one wzajemnie nieskorelowane:

EE,EE=0; 8)

VarE, VarE, = o (z uwagi na (8) jest E(E, ), E(E)* = o°); 9)

CovE, £, VarE, £ =0 (z uwagi na (8) jest E(E; E), E(E, E)* =0); (10)
dlat,l e Z;t=1.

Wartosci oczekiwane oraz wariancje wszystkich zmiennych losowych sa skonczone.

Komentarze do réwnan okre$lajacych zmienne losowe Y oraz Y.

1. W élad za szczegdlna postacia predyktora, w ktérym wyrazem wolnym jest
zmienna losowa Y7 generujaca warto$ci zmiennej prognozowanej w ostatniej obser-
wacji empirycznej, zmienna ta wystepuje tez jako wyraz wolny rownan, okreslajacych
zmienne losowe Y (¢ € Z) oraz zmienna losowa Y.

2. Zmienne te zaleza od dwdch_zmiennych losowych: Y oraz — ,,standardowo” —
od sktadnika losowego. Zaleznos¢ od sktadnika losowego jest niezbedna, gdyz jego
pominigcie prowadzi do niedorzecznosci, np. réznica ¥, — ¥, o ktorej powiemy za
chwilg, stawataby si¢ jakoby nielosowa.

3. Zmienna losowa Y7 ma szczegolny charakter: generuje inne zmienne losowe,
a ponadto jest niejako ,,egzogeniczna” — nie zalezy od innych, ani od sktadnika loso-
wego itp. Gdybysmy napisali dla tej zmiennej rownanie analogiczne do (7), tj.

Y =Vi+at-T)+E dla t=T,
wowczas otrzymaliby$my
Yr=VYr+ &,

co jest niedorzeczne.
Wyprowadzenie wzoréow
Estymator wspolczynnika o
Na podstawie definicji (4) estymatorem wspotczynnika « jest
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y,-Y
k—p ’

A= (11)

Przypadek 1. Wyznaczajac wspotczynnik a, nie wykorzystano informacji z ostat-
niej obserwacji, czyli jest k < T.
Wtedy estymator parametru o wyraza si¢ jako

Y=Y, _latk-D)+¥%+E]-[a(p-T)+¥ +E,]

A= p
k-p k—p
czyli
E -
A=o-——"™=. (12)
k=p

Przypadek 2. Wyznaczajac $sredni przyrost a, uwzgledniono ostatnia obserwacje
empiryczna, czyli k= T. Wowczas

Y-y _ yT_[a(P_T)"‘yT"‘Ep]

14

T-p T-p

A=

tak wiec

_ Ep
A=oa- T (13)

Dalej, o ile nie powiemy inaczej, zaktadamy, ze k < T (przypadek 1). Do przypad-
ku drugiego wrécimy pod koniec tej czgsci artykutu.
Zmienna losowa generujqca bledy prognoz okreslona jest wzorem:

B=Y - Y. =[Vot+ Ac-T)] - Y+ a(z-T) +E]=(A- o) (r-T) - E,,

Br:W(Ef_ 6)_59
gdzie
_t-T
k—p

w

Kwadrat sredniego bledu prognozowania:
E(B.) = EIW(E ~ E)F ~ 2w E(E.~ E)E, + E(EY.

Srodkowy sktadnik jest zerowy, bowiem sktadniki losowe sa wzajemnie niesko-
relowane. Ostatecznie otrzymujemy
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E(B.)Y =0 Qw*+1) (gdyk<T). (14)

Mozna sprawdzi¢, ze gdy k& = T, kwadrat $redniego bledu prognozowania jest
mniejszy i wynosi:

E(B.) =w' E(E) -2wEE, E. + E(EY,
E(B.) =W +1) (gdyk=T). (15)

Sredni blad prognozowania dla procedury ekstrapolacji $redniego przyrostu
empirycznego (3), (4) w warunkach zatozen (5)—(11) wynosi:

oN2w? +1,  jezeli k<T,
He= (16)

ovw?+1,  jezeli k=T,

gdzie

(a7

Uwagi

1. Sredni btad prognozowania jest wigkszy od o; gdyz wyrazenie podpierwiastko-
we jest wigksze od 1.

2. Sredni biad prognozowania jest mniejszy w przypadku drugim (k = T), gdyz
wtedy zmienna losowa generujaca btedy prognoz zalezy od mniejszej liczby zmien-
nych losowych (nie zalezy od £&). Ta wlasno$¢ sugeruje, aby liczac $redni przyrost
empiryczny, uwzglednia¢ ostatnia obserwacje empiryczna, czyli bra¢ dane z prze-
dziathu czasowego [ p, T'].

Dalej zaktadamy ten przypadek i analizujemy sredni blad prognozowania:

. = ovl+w* | gdzie w=ﬂ. (18)
k=p

3. Jesli dokonuje sig ekstrapolacji tylko jednego (np. ostatniego) przyrostu, czyli
gdy a =y —yi1, (np. k= T), to $redni btad prognozowania:

p: = cll+(r-T)* .

Oznacza to, ze kazdy przypadek przyjecia za wspolczynnik a tylko przyrostu mig-
dzy sqsiednimi obserwacjami (k — p = 1) jest najgorszy z punktu widzenia wartosci
sredniego btedu prognozowania (btad ten jest najwickszy).

4. Najlepiej, gdy roznica k — p jest mozliwie najwigksza, a wiec gdy k=T, p=1,
tzn. gdy wspotczynnik a obliczany jest przez przyrownanie warto$ci w ostatniej
1 w pierwszej obserwacji.
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5. Sredni btad prognozowania, co oczywiste, rosnie wzgledem odchylenia stan-
dardowego sktadnikow losowych oraz wzgledem odlegtosci ekstrapolacji 7—T.
6. Oszacowaniem wartoéci o moze byé dotyczaca zbioru Z suma kwadratow reszt

oszacowanego trendu Y= vy +(t—T)a, dzielona przez liczebnos$¢ zbioru.

4. Metoda ekstrapolacji Sredniego przyrostu a metoda status quo

A. Zalozenia poréwnan z innymi metodami prognozowania

W tym i w dwoch nastgpnych paragrafach porownamy sredni btad prognozowa-
nia dla metody ekstrapolacji $redniego bledu prognozowania ze $rednim bledem
prognozowania dla metod: status quo, ekstrapolacji $redniej arytmetycznej oraz
ekstrapolacji trendu liniowego oszacowanego klasyczna metoda najmniejszych
kwadratow.

Sposréd dwoch podanych wyzej wzordéw, dotyczacych prognozowania wedlug
sredniego przyrostu empirycznego, bedziemy rozpatrywac postac¢ bardziej efektyw-
na, ktora okresla druga czgs¢ wzoru (16), czyli

u = |o? {(;__Yle +1], (19)

Jak juz powiedziano, metoda ekstrapolacji §redniego przyrostu bezwzglednego
to metoda prognozowania zjawiska charakteryzujacego si¢ liniowym trendem war-
tosci oczekiwanych, por. zatozenia (6), (7). Trend ten ma postac

Y=p+t-Na, t=1,2,..,T, 1

gdzie [ jest warto$cia oczekiwang zmiennej losowej 7.

To samo, a wigc to, iz wartosci oczekiwane zmiennych losowych ¥, wykazuja
trend liniowy, trzeba zaktada¢ w odniesieniu do innych poréwnywanych metod —
w tym wypadku: metody status quo, ekstrapolacji §redniej arytmetycznej i ekstra-
polacji trendu liniowego oszacowanego wedtug klasycznej mnk, gdyz inaczej po-
rownywano by metody przy innych zatozeniach modelowych.

Zatozenie o liniowym trendzie wartosci oczekiwanych dla metody ekstrapolacji
oszacowanego trendu liniowego jest oczywiste. W dwoch pierwszych — nie, gdyz
prognozowanie status quo oraz na poziomie $redniej, ,,modelowo” zwigzane jest
z brakiem trendu. Niemniej jednak obliczenie prognozy status quo lub prognozy
na poziomie $redniej w wypadku trendu jest formalnie mozliwe. Oznacza jedynie
niezgodnos$¢ interpretacyjng reguty prognozowania z zatozeniami modelowymi,
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a wigc oznacza popetnienie bledu w specyfikacji procedury prognozowania — za-
miast procedury uwzgledniajacej trend, stosuje si¢ procedure pomijajaca go®.

B. Sredni blad prognozowania dla metody status quo

W metodzie status quo:

V. =yr. (20)

Rozpatrujemy wariant metody opisany nastgpujacymi zatozeniami:
I. Zmienne losowe generujace warto$ci zmiennej prognozowanej sa okreslone
wzorem:

Yi=ar+ E oraz Y,=a,+ E,. (21)

WielkoSci ar oraz «, sa nielosowe.
I1. Wspotczynniki aroraz a, wykazuja trend liniowy:
oar=al+f oraz a,= at+pf. (22)

III. Predyktorem jest zmienna losowa:

y*z)é:aT‘i‘ET. (23)

IV. Sktadniki losowe spetniaja klasyczne zatozenia:

maja one zerowe wartosci oczekiwane, (24)
ich wariancje sg jednakowe, a kowariancje wynosza zero.
W tej sytuacji §rednim btgdem prognozowania dla metody status quo (20), przy
zatozeniach (21)—(24) jest:

1l = 267 +a>(T-1)*°. 25)

C. Poréwnania Sredniego bledu prognozowania
Poréwnujac wyrazenia podpierwiastkowe wzoroéw (25) oraz (19) widaé, ze u’” <

13, edy

t—T ?
o’ [T J +1| <20 +a’(r-T) .

8 Jest to zupelnie analogiczne na przyktad do ekstrapolacji trendu liniowego w sytuacji, gdy dane
1 teoria mowia, ze przebieg jest wyktadniczy.

° Dodajmy, ze je§li przyjmiemy zatozenia metody status quo, tzn: I, III, IV, i jednocze$nie przyjmie-
my ,,standardowe” zatozenie II: wspotczynniki o, a, sa rowne (co oznacza brak trendu), to dla metody
status quo przy standardowych zatozeniach stochastycznych 4 = o V2.
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1. Sredni btad prognozowania dla metody ekstrapolacji §redniego przyrostu empi-
rycznego bedzie mniejszy od Sredniego btedu prognozowania metody status quo, gdy
odlegloéé¢ prognozowania 7— T nie przekracza liczby obserwacji 77— 1'°.

Dla ,rozsadnej” odlegtosci ekstrapolacji (co najwyzej na 7 — 1 jednostek czasu)
metoda $redniego przyrostu empirycznego jest wigc — w sensie Sredniego biedu pro-
gnozowania — ,,na pewno” lepsza od metody status quo.

2. Przy wigkszych odlegtos$ciach prognozowania moze by¢ réznie. Przy danej licz-
bie obserwacji T zalezy to od relacji migdzy odchyleniem standardowym sktadnikow
losowych o a modutem wspotczynnika kierunkowego trendu .

Po podzieleniu obu stron powyzszego warunku przez o i wprowadzeniu oznaczenia
¥ = ¢°/d’ otrzymamy nastgpujacy warunek na to, by $redni btad prognozowania byt
mniejszy dla metody ekstrapolacji przyrostu empirycznego niz dla metody status quo:

LY (1Y L, L
[Hj ‘[XJ < A=e-T, (26)

gdzie 7 okre$la te czesé wariancji o2, ktora stanowi o >.

Jesli trend jest odpowiednio stromy wzgledem dyspersji sktadnikow losowych
(a wigc, gdy r jest odpowiednio duze), metoda przyrostu empirycznego daje mniejszy
sredni btad prognozowania (zob. rys. 1, na tym rysunku » = 0,1). Jesli trend jest pra-
wie ptaski w tym sensie, ze wspolczynnik kierunkowy stanowi niewielka czg§¢ dys-
persji (r jest odpowiednio mate), to moga si¢ pojawiaé sytuacje, gdy metoda przyrostu
empirycznego jest gorsza (zob. rysunku 2, na ktérym » = 0,001).

Status quo

..... Ekstrapolacja przyrostu
T=20,6=20,0=2

40 |

w
=

Sredni btad prognozowania
=
1

=)

C

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Odlegtost

Rys. 1. Sredni btad prognozowania a odleglosé

19 Wyrazenie po lewej stronie nie przekracza wtedy 2o, a wyrazenie po prawej przekracza.
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Status quo
..... Ekstrapolacja przyrostu
T=20,0=20, a=02 -

&
=)

[

Iy
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\

N

b
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)

)

- -
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. "

Sredni btad prognozowania
= & 8

wn

=

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Odlegtoss

Rys. 2. Sredni btad prognozowania a odlegto$é = 0,2

5. Metoda ekstrapolacji Sredniego przyrostu
a ekstrapolacja Sredniej arytmetycznej

A. Sredni blad prognozowania dla ekstrapolacji zwyklej §redniej arytme-
tycznej
Prognozg oblicza sig jako

%

V=Y, (27)
gdzie y — $rednia arytmetyczna obliczona na podstawie zbioru S danych z przedziatu

[1,...,T],czyliSc {1, 2, .., T}. Liczebnos¢ zbioru S oznaczymy przez M,
Rozpatrujemy nastepujacy wariant zatozen stochastycznych:
I. Zmienne losowe generujace warto$ci zmiennej prognozowanej sa okreSlone
wzorem:

Y=a,+E (teS) oraz Y.=a,+E,. (28)

WielkoSci ar oraz «, sa nielosowe.
II. Wspoleczynniki ¢, oraz «, charakteryzuja si¢ trendem liniowym:

o= at+p (teS) oraz a,=arttp. (29)

! Niekoniecznie musza to by¢ dane z kolejnych momentow czasu.
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II1. Predyktorem jest zmienna losowa:

Y'=Y=a+F, (30)
gdzie:
y = Lyy-1 (a,+E) 31
M teS ' MZES t "
g - a (32)
=2

E-_3E (33)

teS

(Srednia sktadnikow losowych £ na zbiorze S).
IV. Sktadniki losowe spetniaja klasyczne zatozenia:

ich warto$ci oczekiwane sa zerowe, (34)
wariancje sa jednakowe, a kowariancje wynoszg zero.

Srednim bledem prognozowania dla metody ekstrapolacji zwyklej $redniej aryt-
metycznej w warunkach zalozen (28)—(34) jest

= \/0'2(1 +%)+ a>(r—1)* 2 (35)

gdzie ¢ — $rednia wartoci 7 na zbiorze S.

Trudno przesadzié, czy lepiej, gdy liczebno$¢ M zbioru, na podstawie ktorego li-
czono Srednia jest wigksza, czy tez gdy jest mniejsza, bowiem przy wzroscie M
zmniejsza si¢ wprawdzie pierwszy skladnik, ale jednoczes$nie moze si¢ zwigkszaé
drugi sktadnik, bo wzrasta¢ moze $rednia 7 .

B. Poréwnanie Sredniego bledu prognozowania

Dzielac wyrazenia podpierwiastkowe wzoréw (35) oraz (19) przez o” oraz wpro-
wadzajac oznaczenie o = r*o” (modut wspotczynnika kierunkowego trendu stanowi
r-ta czg$¢ odchylenia standardowego sktadnikow losowych), otrzymujemy nastgpuja-
ce wnioski:

12 Jesli przyja¢ ,standardowe” zalozenie, ze wartosci oczekiwane zmiennych Y, nie odznaczaja sie
trendem, co znaczy, ze zamiast (29) przyjmuje si¢, ze a;, &, =f (tZ), to $redni btad prognozowania na

podstawie $redniej arytmetycznej M okresowej wynosi ﬂf" = [1 +L) .
M

3 Np. jesli zbior S zawiera M ostatnich obserwacji.
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1. Sredni btad prognozowania jest mniejszy dla metody ekstrapolacji przyrostu
empirycznego niz dla metody ekstrapolacji $redniej, gdy

(T—T)2 B

2 2 1
(T_1)2 r (T—t) < ﬁ

(36)

2. Niero6wnos¢ (36) na pewno jest spetniona, gdy lewa strona jest ujemna. Poniewaz

(r—1)*>(z=T)* (bo 7 <T < 7, lewa strona nieréwnosci (36) jest wiec ujemna, gdy

o
=
)

Sredni btad prognozowania

Sredni btad prognozowania

7]
=
L

N
=
L

w
=
L

)
=
L

-
=)
L

1
-1 7

Ekstrapolacja sredniej

..... Ekstrapolacja przyrostu

T=20, 0=20, a=1,4,M=3,p=0,07

40 -

35

30 1

25 4

20 4

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Odlegtosc

Rys. 3. Sredni btad prognozowania, p = 0,07

Ekstrapolacja sredniej

..... Ekstrapolacja przyrostu

T=20,0=20,2=0,8, M=3,p=0,04

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Odlegtosc

Rys. 4. Sredni btad prognozowania, p = 0,04

(37
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Sredni btad prognozowania dla metody ekstrapolacji $redniego przyrostu empi-
rycznego ,,na pewno” jest wigc mniejszy niz dla metody ekstrapolacji $redniej, gdy
modut wspotezynnika kierunkowego trendu w stosunku do odchylenia standardowego
sktadnikow losowych jest relatywnie wysoki, nie mniejszy niz 1/(7 —1) czgs¢ odchy-
lenia o. Tego przypadku dotyczy rysunek 3. Jesli natomiast trend jest prawie ptaski
w tym sensie, ze wspotczynnik kierunkowy « jest maty i stanowi mniej niz 1/(7T — 1)
cze$¢ wartoSci g, moze by¢ réznie — dla pewnych odleglosci prognozowania lepsza
w sensie wielkosci sredniego btedu prognozowania, bedzie metoda ekstrapolacji przy-
rostu empirycznego, a dla innych — metoda ekstrapolacji sredniej (por. rys. 4).

3. Przyjmijmy, Zze zbior S, na podstawie ktorego liczona jest srednia, stanowi M
ostatnich_obserwacji. Wtedy wzrostowi liczebnosci zbioru S odpowiada wzrost warto-

Sci (r—1)* i tatwiej spemni¢ warunek ujemnosci lewej strony (gwarantujacy bardziej
korzystny $redni btad prognozowania metody ekstrapolacji sredniego przyrostu). Ilu-
struje to rysunek 5, nawiazujacy do rysunku 4 (na ktorym M = 3).

40 -

w
a

w
=

)
w

N
=

w

Ekstrapolacja sredniej

_
e

..... Ekstrapolacja przyrostu

Sredni btad prognozowania

w

T=20,0=20,2=0,8, M=20,p=0,04

e

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Odlegtosc

Rys. 5. Sredni btad prognozowania, M = 20

6. Metoda ekstrapolacji Sredniego przyrostu
a ekstrapolacja trendu liniowego
oszacowanego klasyczna metodg najmniejszych kwadratow

Ekstrapolacja $redniego przyrostu empirycznego jest pewna ,,prosta” alternatywa
ekstrapolacji trendu liniowego:

YRk =p% g (38)

ktorego parametry wyznaczono klasyczna metoda najmniejszych kwadratow. Na ogot
jednak parametry oszacowanego trendu z klasycznej mnk nie sa identyczne z parame-
trami trendu, wyznaczonego za pomoca przyrostow empirycznych:
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Y =(y, ~Ta)+ta.

Na ogo6t bowiem wyraz wolny trendu wedlug klasycznej mnk nie jest réwny
(yr — Ta) 1 na ogdt wyznaczony wedtug klasycznej mnk wspolczynnik kierunkowy
rozni si¢ od wspolezynnika wyznaczonego (metoda momentow) wedhug wzoru (4).

A. Sredni blad prognozowania dla ekstrapolacji oszacowanego trendu liniowego

Przyjmujemy zalozenia klasycznej regresji liniowej odnos$nie do mechanizmu ge-
nerujacego przeszte, obecne i przyszte wartosci zmiennej prognozowanej. Jesli w wa-
runkach tych zalozen parametry oszacowanego trendu liniowego wyznaczono kla-
syczna mnk, to — jak wiadomo — $redni btad prognozowania wyraza si¢ wzorem

5 = o 1 x L (XX) x, (39)

Z uwagi na mozliwos$¢ uproszczen przyjmijmy, ze zmienng czasowa ¢ tak prze-
ksztatcono, iz jej suma = 0 dla wszystkich obserwacji empirycznych'. Dodatkowo
zaktadamy, ze przyrosty tak okre$lonej zmiennej czasowej z obserwacji na obserwa-
cj¢ sa jednostkowe.

W takim wypadku:

x,=H, xX’x)!'= ! 2[2/ 0}. (40)
T

Kmnk 1 Tz
uooh =0 |1+ =+ > - (41)
\/ T Zt

We wzorach tych T jest liczba obserwacji empirycznych, 7 jest wartoscia ,,prze-
ksztatconej” zmiennej czasowej dla prognozowanego momentu czasu:

Wtedy

T:tT+A,

gdzie:
tr — warto$¢ zmiennej czasowej w ostatniej obserwacji empirycznej,
A — odleglo$¢ miedzy momentem prognozowanym a momentem, ktorego dotyczy
ostatnia obserwacja empiryczna (réznica odpowiednich warto$ci zmiennej czasowej).
Zatem

T th'

2
pEm = o \/1+l+ ( +4) @2)

14 Np. przy nieparzystej liczbie obserwacjit=, ...,-3,-2,-1,0, 1,2, 3, ...,



Sredni blqd prognozowania ... 83

Przypomnijmy, ze dla ekstrapolacji $redniego przyrostu empirycznego

2
uf =c (ﬁj +17. (43)

B. Poréwnanie Sredniego bledu prognozowania

1. Na podstawie wzorow (42) oraz (43) stwierdzamy, ze $redni btad prognozo-
wania jest mniejszy dla metody ekstrapolacji sredniego przyrostu empirycznego niz
dla metody ekstrapolacji trendu liniowego oszacowanego klasyczng mnk, gdy

AY 1 (@t +A)

2. Sredni btad prognozowania dla ekstrapolacji $redniego przyrostu empirycznego

,»ha pewno” jest mniejszy od $redniego btedu prognozowania dla ekstrapolacji trendu
liniowego oszacowanego klasyczna mnk, gdy

AY 1
— | <=,
T-1 T

ANT-1)< /T, (45)

zeby udzial odlegtosci prognozowania A w wartosci 7 — 1 byl relatywnie maty.

co prowadzi do warunku
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..... Ekstrapolacja przyrostu

1,8 4 .. =
Trend liniowy
1,6 4 T=21,¢(T)=10

1,4

1,2

e am *T
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0,6 -
0,4 -

Sredni btad prognozowania

0,2

0,0
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Rys. 6. Sredni btad prognozowania, 7= 21
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3. Przy odpowiednio niewielkich odleglosciach prognozowania, spetniajacych wa-
runek (45), ,,na pewno” ekstrapolacja $redniego przyrostu empirycznego daje mniej-
szy $redni btad prognozowania (por. rys. 6)".

4. Przy wigkszych odleglosciach moze by¢ roéznie (rys. 7). Dla pewnych — rela-
tywnie mniejszych odleglosci — lepsza jest metoda ekstrapolacji §redniego przyrostu
empirycznego.

1,20 4
..... Ekstrapolacja przyrostu

© Trend liniowy .
= .
s L1517 T=51,4(T)=25 ot
3 .
)
N
2 1,10 4
o
o
o
[N
} 1,05
K
c
B 1,00
£7)

0,95 T T T T T T T T T T T T T T 1

Odlegtosé
Rys. 7. Sredni btad prognozowania, 7= 51

Dla relatywnie wigkszych odlegtosci prognozowania lepsza jest metoda ekstrapo-
lacji trendu liniowego, oszacowanego klasyczna metoda najmniejszych kwadratow.
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Mean error of prediction for a method
of empirical growth extrapolation

The objective of this paper is to formulate a standard set of stochastic assumptions for a prediction
method which consists in a linear extrapolation of the mean empirical growth.

The author shows how to derive formulas for the mean error of prediction (the ex ante prediction er-
ror). These formulas are then compared to the prediction errors of the following methods: the status quo
method, the mean extrapolation method and the extrapolation of the linear trend function estimated by the
least-squares method. This paper shows that the extrapolation of the mean empirical growth is more
efficient than the status quo method and under some assumptions (that are defined in this article) is more
efficient than the mean extrapolation method or the extrapolation of the linear trend function estimated by
the least-squares method.

Keywords: mean error of prediction, extrapolation of empirical growth



