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MODELE HARMONOGRAMOWANIA
ZSYNCHRONIZOWANEGO PRZEMIESZCZANIA
WIELU OBIEKTOW

W pracy przedstawiono problem wyznaczania harmonogramu zsynchronizowanego przemiesz-
czania wielu obiektow. Omowiono szereg modeli harmonogramowania przemieszczania. Zdefinio-
wano dwie grupy kryteridw, istotnych z punktu widzenia oceny harmonogramu: kryteria zwigzane
z szybkoscia przemieszczania obiektow oraz z ,,réwnoleglos$cia” ich przemieszczania. Skoncentrowano
si¢ na sformutowaniu nieliniowego zadania harmonogramowania przemieszczania obiektow. Przedsta-
wiono réwniez dwa rownorzedne sformutowania problemu w postaci dwukryterialnych zadan pro-
gramowania matematycznego. Wykazano, ze macierz wspotczynnikéw ograniczen w tych zadaniach
jest calkowicie unimodularna, co umozliwia zastosowanie efektywnych algorytmoéw rozwiazywania
zadan programowania liniowego, przy poszukiwaniu np. leksykograficznego rozwiazania problemu
dwukryterialnego. Omoéwiono podobienstwa i réznice migdzy sformutowanym problemem harmono-
gramowania, a klasycznym problemem szeregowania zadan przed liniami krytycznymi w celu mini-
malizacji maksymalnego op6znienia zadan. Zdefiniowano szereg rozszerzen omawianego problemu.

Stowa kluczowe: harmonogramowanie i synchronizacja przemieszczania, drogi najkrotsze, drogi roz-
taczne, wielokryterialne problemy drog najkrotszych

1. Wprowadzenie

Harmonogramowanie to jedno z najwazniejszych zastosowan badan operacyjnych
w przemysle, transporcie, teleinformatyce, sieciach komputerowych, wojsku [1], [2].
Jednym z probleméw jest harmonogramowanie przemieszczania obiektow, wykorzy-
stywane w zagadnieniach: routingu w sieciach komputerowych, planowania prze-
mieszczania mobilnych robotéw, przetwarzania zadan w systemach réwnolegtych
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(rozproszonych). Szczegdlnym typem wspomnianego problemu jest harmonogramo-
wanie rownoczesnego (synchronicznego) przemieszczania wielu obiektéw. Problem
ten wykorzystywany jest miedzy innymi w symulatorach walki, komputerowych grach
symulacyjnych (w podsystemie planowania i symulacji przemieszczania obiektow
(jednostek) [6], [7], [8], [9], [12], [13]), ale réwniez przy synchronizacji pracy wielu
przemieszczajacych sie¢ agentow (obiektow), jak np. w problemach sterowania ramio-
nami wielu niezaleznych robotow. W kazdym z tych systeméw harmonogramowanie
przemieszczania ma wpltyw na doktadno§¢ odwzorowania (adekwatno$¢) modeli,
efektywnos¢, uzytecznos$¢ rozwiazan i inne charakterystyki wspomnianych systemow.
Szczegoblnie interesujace moga by¢ takie rozwigzania, ktore pozwalaja osiagnaé pew-
ne cele (jeden lub wigcej), na przyktad: osiagnigcie punktow docelowych przez
wszystkie obiekty w §cisle okreslonym czasie, rownoczesne przybycie wszystkich
obiektow do punktéw posrednich, spelnienie pewnych dodatkowych ograniczen (np.
brak zatrzymywania si¢ w punktach posrednich).

Jednym ze wspomnianych zastosowan omawianego problemu jest planowanie
1 synchronizacja przemieszczania obiektow w komputerowych grach symulacyjnych
[12], [13]. W grach typu cztowiek—komputer wykorzystywana jest technika generowa-
nia przez komputer zachowania drugiej strony (tzw. systemy CGF, ang. Computer Ge-
nerated Forces) [8], [13] lub SAF — ang. Semi-Automated Forces [T]). Niezaleznie od
rodzaju dziatan, jednostki kazdego z graczy przemieszczane sa jako grupy obiektéw
(jednostek nizszego szczebla, pojazdéw). Zachowanie odpowiedniego ugrupowania
w czasie dziatan jest bardzo istotne z punktu widzenia realizacji celu dziatania. Dla
przyktadu: kazdy obiekt podlegajacy przemieszczaniu (podczas ataku, przegrupowania
itp.), bedacy elementem grupy obiektéw (jednostek, zgrupowan, kolumn transporto-
wych), musi ,.trzyma¢” ugrupowanie, tzn. musi przemieszczac si¢ biorac pod uwage
potozenie innych obiektéw grupy zgodnie z pewnym wzorcem ugrupowania.

W rozdziale 2 niniejszego artykutu podano podstawowe oznaczenia i definicje
stosowane w pracy. Rozdzial 3 zawiera sformutowanie problemu harmonogramowa-
nia zsynchronizowanego przemieszczania wielu obiektéw wraz z komentarzem.
W rozdziale 4 opisano pewne rozszerzenia problemu, zdefiniowanego w rozdziale 3.
Rozdzial 5 zawiera krotkie wprowadzenie do metod rozwiazywania sformutowanych
w rozdziatach 3 i 4 probleméw. Prace podsumowuja wnioski.

2. Definicje i oznaczenia

Zaktadamy, ze struktura §rodowiska przemieszczania (sieci drog lub terenu po-
dzielonego na heksagony, kwadraty itd. [8], [9], [12]) reprezentowana jest przez graf
Berge’a G, przy czym G = (Vg, Ag), V = |Vgl, Vi jest zbiorem wierzchotkow grafu
(skrzyzowan lub kwadratow (ich $rodkéw) terenu), A — zbiorem tukéw grafu,
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Agc Vgx Vg, A =|Ag|. Zakladamy, ze dla kazdego tuku grafu G dysponujemy warto-
scia d,,» funkcji d, ktora opisuje odlegto$¢ terenowa migdzy wierzchotkami » oraz n'.
Dysponujemy K obiektami (kolumnami pojazdow, pojazdami, zadaniami w sieci
komputerowe;j itp.), ktore chcemy przemiesci¢ z wektora s = (s1, 52, ..., Sx) wierzchot-
kéw poczatkowych do wektora ¢ = (¢, 6, ..., tx) wierzchotkow koncowych w G.
W dalszych rozwazaniach przyjmiemy nastgpujace oznaczenia:

L (sp.t) =1, =" (k) =s,,i'(k),.... i" (k), .., i" (k) =t,), (D
T.(1) =T, =(z°(k), 7' (k), ..., 7" (k), ..., T (k)), )

Vi) =V, = (Vi"(k),i‘(k)’ Vit (2 0 Vire (i, (k)) > €)

gdzie: [, — wektor wierzchotkow opisujacych droge dla k-tego obiektu,
v @"(k),i"(k)) € A;, i'(k) — r-ty wierzchotek na drodze k-tego obiektu, T} —

me{l,..R; }
wektor chwil osiagniecia wierzchotkow nalezacych do drogi dla k-tego obiektu; 7(k)

— chwila osiagniecia wierzchotka i'(k) przez czoto k-tego obiektu, V.V 77 (k)
k=LK r=0,R, 1

> 7(k) > 0, przy czym przyjmujemy, ze YV 7°(k) > 0 oraz
k=1.K

d.j - j+l
Tr(k)zfo(k)"' z M’ r>0’ (4)

Jjet0,...r=1} Vif(k),if“(k)

Vi — wektor predkosci k-tego obiektu na tukach jego drogi; v, O predkos¢

k-tego obiektu na tuku (i"(k),i"*' (k)) miedzy wierzchotkami i'(k) oraz i""'(k) drogi;
R+ 1 — liczba wierzchotkéow drogi dla k-tego obiektu. Niech Il(s, f) opisuje zbior
wektorow I(s, t) = (I}, D, ..., Ix) droég z s = (s1, $2, ..., Sg) do t = (¢4, t, ..., tyx). Zdefi-
niujmy 7 jako najpdzniejszy moment dotarcia do wierzchotka docelowego ktorego$
z obiektow:

T = min max 77 (k). ®)
I(s,0)eT1(s,0) kefl,..K}

Oznaczmy ponadto przez /P, nastepujacy wektor punktow wyrdéwnania:
[Pk :(il(k)a iZ(k)a---a ip(k)a--w lPk (k))a (6)

gdzie i,(k) — p-ta sktadowa wektora /P, opisujaca wierzcholek (punkt) wyréwnania,
w ktorym musimy wyréwnac czolo k-tego obiektu w odniesieniu do czo6t pozostatych
obiektow, spetniajaca warunki:
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3 0= ),

pell,..P ) re{l,...R,

r,(k)y=refl,.., R} < i, (k)=i"(k).

()

Warunek (7) zapewnia, ze dla k-tego obicktu droga I, musi przechodzi¢ przez
wierzchotki nalezace do /P;. Oznaczmy przez analogi¢ do /P;:

TP, = (5,(k), 73 (K), ooy T, (k) ey 7, () (8)

jako wektor chwil osiagnigcia przez k-ty obiekt punktow wyréwnania nalezacych do
1Py, 7,(k) oznacza chwilg osiagnigcia p-tego punktu wyréwnania przez k-ty obiekt,

d-r r+l
r,(="+ > O ©)

re{0,mr, ()13 Vir ()7 (i)

oraz przyjmujemy, ze dla kazdego k = 1, ..., K zachodzi: 7(k) = 7(k).
Zauwazmy, ze 7,(k) mozemy rowniez liczy¢ w sposob dynamiczny nastgpujaco:

d-r' ar+l
(k) =7, (k)+ 2 LB ®) p>1, (10)
Vv
re{r, g (k)yesr, (R)=13 74" (k)i (k)

max

»  oznacza chwilg dotarcia do

przy czym z(k) = (k). Przyjmiemy rowniez, ze 7

p-tego punktu wyréwnania najwolniejszego obiektu, tzn.

7, = max 7,(k). (11)

P kell,..K}

Dodatkowo zaktadamy, ze P, = P, = ... = Px= N, tzn. dla kazdego obiektu dyspo-
nujemy taka sama liczba punktéw wyréwnania.

3. Modele harmonogramowania przemieszczania obiektow

3.1. Opis i sformulowanie problemu

Problem harmonogramowania zsynchronizowanego przemieszczania K obiektow,
ktorym bedziemy si¢ zajmowaé mozemy zdefiniowaé nastgpujaco: wyznaczy¢ dla
kazdego obiektu k£ € {1, ..., K } droge [, przechodzaca przez punkty wyroOwnania ze
zbioru /P, oraz dla kazdego odcinka (tuku) (i'(k), i""'(k)), r € {0, ..., Ri,} drogi taka

predkose 0 < v, P " (k), gdzie v ™ (k) oznacza maksymalna predkos¢
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k-tego obiektu wynikajaca z jego mozliwosci technicznych, ze spelnione sa pewne
cele (jeden lub wigcej). Generalnie cele te mozemy podzieli¢ na dwa typy:
e pierwszego typu (C.1), definiujace miary oceny szybkos$ci przemieszczania:

™ = max 7% (k) — min; (C.1.1)
ke{l,...K}
> % (k) > min ; (C.1.2)

k=1

e drugiego typu (C.2), definiujace miary oceny ,,rownoleglosci” przemieszczania:

P, K
> o —r, (k) > min; (C.2.1)
p=1 k=1

per{Ill,.l.{lN} ker{?fl.),(K} (rp -7, (k)); (C.2.2)
P K
D> s — 1, (k)| - min ; (C.2.3)
p=I k=1

K
gdzie 70 =izrp(k) .
K k=1

Zatozenia dodatkowe, ktére moga by¢ brane pod uwage przy sformutowaniu powyz-
szego problemu harmonogramowania sa nastepujace: drogi dla K obiektow musza by¢
roztaczne badz nie, musza przechodzi¢ przez wskazane wczesniej punkty wyrownania
lub punkty te wyliczane sa dynamicznie w trakcie przemieszczania, kazdy k-ty obiekt
moze planowac przemieszczanie tylko wewnatrz pewnych podobszarow itp. W pierw-
szym przypadku, gdy sktadowe wektorow s i ¢ sa rozne (czyli dysponujemy K parami
réznych wierzchotkow poczatkowych i koncowych) mamy do czynienia z NP-trudnym
problemem poszukiwania K drég roztacznych i mozemy go rozwigza¢ uzywajac pew-
nych algorytméw przyblizonych [10], [11]. Jezeli natomiast komponenty wektorow s i ¢
sa identyczne (czyli K obiektow startuje z tego samego wierzchotka poczatkowego
i konczy w tym samym wierzchotku koncowym, przy czym s # ¢), wowczas mozemy
skorzysta¢ z wnioskow wynikajacych z twierdzen Halla i Mengera dotyczacych drog
wierzchotkowo lub tukowo-roztacznych i zastosowaé algorytm wyznaczania przepltywu
zaspokajajacego, o minimalnym koszcie w pewnej sieci zastgpczej [10]. W drugim
i trzecim przypadku mozna zastosowac jeden ze znanych algorytméw wyznaczania drog
przechodzacych przez wskazane wierzchotki sieci [5]. Pewien specyficzny przypadek
problemu roztacznych drog to sytuacja, kiedy kazdy obiekt ma narzucony z gory swoj
»pas” terenu, w ktorym si¢ przemieszcza, pasy sa parami roztaczne i generujac na bazie
takich pasow podgrafy grafu G, a nast¢pnie poszukujac w kazdym z nich najkrotszej
drogi, wyznaczamy faktycznie roztaczne drogi dla obiektow [12].
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Jednym ze sposobdw rozwigzania uogdlnionego problemu harmonogramowania
zsynchronizowanego przemieszczania K obiektow moze by¢ podejécie dwuetapowe:
najpierw wyznaczane sa drogi najkrotsze /; dla kazdego k-tego obiektu (przy zatoze-
niu, ze obiekty poruszaja sie w sieci z maksymalna predkoscia v"™(k)), a nastepnie

rozwigzywany jest problem wyznaczenia takich predkosci v, o T =0,R, -1,
k=1K, ze
P K
D> o™ —r, (k) > min, (12)
p=I k=1
przy ograniczeniach:
Virtoi i =V (k), r=0,R, -1, k=1K, (13)
Vir ™ () >0, r=0,R -1, k=1K, (14)

gdzie v"™ (k) oznacza maksymalna predkos¢ k-tego obiektu, wynikajaca z jego moz-
liwoséci technicznych. Sformutowany problem polega wigc na takim poprawieniu
(zmniejszeniu) predkosci odcinkowych dla kazdego obiektu, aby uzyskac efekt ,,row-
noleglosci” przemieszczania obiektow, mierzony np. za pomoca wartosci funkcji (12).
Przyjgcie ograniczenia (14) powoduje, Ze zabronione jest zatrzymywanie si¢ na kaz-
dym tuku (odcinku drogi). Jezeli (14) zapiszemy w postaci nieostrej nierownosci, to
dopuscimy zatrzymywanie si¢ na tych odcinkach. Biorac pod uwagg (9) i (11), funk-
cje celu (12) mozemy zdefiniowaé nastgpujaco:

N
zz max | 7°(j)+ Z di"(./),i”‘u) | 22+ Z di"(k),i"*‘(k) s min
Jjell.K} re{0,...R; 1} Vi'(j),i'“(j) re{0,...,R, —1} Vi"(k),i"”(k)

r<r, (J) r<r, (k)

K
k=

p=l

(15)

Opisane podejscie dwuetapowe odpowiada sytuacji poszukiwania rozwigzania
leksykograficznego dla problemu dwukryterialnego z nastepujaca kolejnoscia wazno-
sci kryteriow: C.1.2, C.2.1, czyli (12). Najpierw bedziemy poszukiwa¢ drég najkrot-
szych dla K obiektow w zbiorze drog dopuszczalnych przy zatozeniu, ze obiekty poru-
szaja si¢ z maksymalnymi dopuszczalnymi predko$ciami (woéwczas minimalizujemy
sume czasOw przemieszczania wszystkich obiektoéw), a nastgpnie — majac drogi naj-
krotsze dla K obiektow — rozwigzujemy zadanie (12)—(14).

Zauwazmy, ze problem (12)—(14) jest podobny do problemu szeregowania zadan
na réwnoleglych procesorach [1], [2]. Podobienstwa: (a) zwiazek z problemem szere-
gowania zadan przed liniami krytycznymi w celu minimalizacji sumy maksymalnych
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opoznien w punktach (wierzchotkach) wyréwnania; p-ta linia krytyczna jest tworzona
przez wierzchotki i, (1), i,(2), ..., i,(K); (b) jako zadania rozpatrujemy odcinki drog
(tuki (i'(k), i (k))); (c) jako procesory rozpatrujemy przemieszczane obiekty (K); (d)

zadania sa niepodzielne i zalezne (zaleznos$¢ jest definiowana przez tuki v
me{l,...,R; }

(" '(k), i"(k)) € Ag, nalezace do drogi dla kazdego obiektu). Réznice, ktére powoduja,
ze problem zasadniczo odbiega od wspomnianego problemu szeregowania zadan sa
nastgpujace: (a) zadania sg juz przydzielone do konkretnych procesoréw (nie mamy
na to wptywu), (b) decydujemy o opdznieniach pracy procesoréow w celu wydtuzenia
czasOw realizacji zadan.

3.2. Harmonogramowanie przemieszczania
jako dwukryterialne zadanie optymalizacji

Rozpatrywany w rozdziale 3.1 problem harmonogramowania mozemy rowniez
sformutowa¢ w postaci dwukryterialnego zadania programowania matematycznego.
Przyjmiemy nastepujace oznaczenia: D = [d];xy — macierz odleglosci (terenowych)
migdzy sasiednimi wierzchotkami i oraz j (d; = +oo jesli z i do j brak przejscia);
A = [@iu]uxx — macierz wierzchotkow startowych oraz docelowych poprzez punkty
posrednie dla kazdego z obiektow (droga dla kazdego obiektu dzielona jest na
M =N + 1 odcinkéw drog od jednego punktu posredniego do drugiego, przy czym
pierwszym odcinkiem drogi bedzie droga od wierzchotka poczatkowego do pierwsze-
go posredniego, a ostatnim (M-tym) — droga od ostatniego wierzchotka posredniego
do koncowego): a;, = 1 jesli i-ty wierzchotek jest n-tym wierzchotkiem poczatkowym
dla k-tego obiektu; a;,= —1 jesli i-ty wierzchotek jest n-tym wierzchotkiem konco-
wym dla k-tego obiektu; a;, = 0 w przeciwnym przypadku; dodatkowo musza by¢
spetnione nastgpujace warunki: a;1,= 1 < i = s, (wierzchotkiem poczatkowym pierw-
szego odcinka drogi dla k-tego obiektu jest sy), aj= —1 < i = ij(k) (wierzchotkiem
koncowym pierwszego odcinka drogi dla k-tego obiektu jest pierwszy punkt posredni
i1(k) tego obiektu), apy = 1 < i = ip(k) (wierzchotkiem poczatkowym ostatniego od-
cinka drogi dla k-tego obiektu jest ostatni punkt posredni iy(k) tego obiektu), a; = —1
& 0 = 1, (wierzchotkiem koncowym ostatniego odcinka drogi dla k-tego obiektu
jest &), . IIV " e = =1 = a; s = 1 (tzn. wierzchotek koncowy n-tego odcinka

drogi jest jednoczesnie wierzchotkiem poczatkowym (n+1)-szego odcinka drogi); H =
[Ai]y<k jest macierza wierzchotkow (generujacych podgrafy grafu G), ktére moga by¢
brane pod uwage przy wyznaczaniu drogi dla obiektow: 4; = 1, jesli i-ty wierzchotek
moze by¢ brany pod uwage przy wyznaczaniu drogi dla k-tego obiektu, 4;,= 0 w prze-
ciwnym przypadku (w szczego6lnosci i = sy, => hy= 1,1 =ty = hy=1); X = [Xju) verscmk
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— macierz zmiennych decyzyjnych dotyczacych wyboru drog, x;;,.= 1, jezeli tuk z i do
Jj dla k-tego obiektu nalezy do n-tego odcinka drogi, x;, = 0 w przeciwnym przypad-
ku; V = [vix]yaxx — macierz zmiennych decyzyjnych dotyczacych predkosci na odcin-
kach drog dla kazdego obiektu. Sformutowanie problemu (PM1) jest nastepujace:

v V. K d.
ZZZ V%-xljnk%min (16)

V.ov d
0 P4
max | 7 (/) + X +
1 le{l,...K}[ ;;qul pqnl}

ZK:M

— min (17)
k=1 n=1 y rd
1R+ DY
p=1gq=1 Y pak
przy ograniczeniach:
4 |4
in/'nk _inink =y, =LV, n=1LM, k=LK, (18)
IEE =
|4
D xyp <l i=LV, n=LM, k=LK, (19)
j=1
|4
D xuw <l i=LV, n=LM, k=LK, (20)
Jj=1
4
ininkghik’ iZI,V, Iflzl,M, kzl’K’ (21)
j=1
M K
DD X<l i j=LV, (22)
n=1 k=1
Viik < vmax(k)’ laj = 19 v, k = LK, (23)
Vi 20, v, >0, i, j=LV, n=LM, k=LK. (24)

Zwro¢my uwagg, ze (9) mozemy rownowaznie zapisa¢ nastgpujaco:

|4 d
7,(k)=7"(k)Y > —L-x;,. stad formuta C.2.1 przybiera posta¢ (17). Z kolei for-
\%

i=1 j=1 Vijk
muta C.1.2 przybiera posta¢ (16). Warunek (18) jest klasycznym warunkiem bilansu
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dla kazdego wierzchotka, ktéry musi by¢ spelniony, aby ciag zmiennych decyzyjnych
X;m 0 warto$ciach rownych 1 reprezentowal drogg dla k-tego obiektu na n-tym odcin-
ku tej drogi (suma tukéw ,,wychodzacych” z kazdego wierzchotka oraz ,,wchodza-
cych” do niego, ktére zostaly wybrane do drogi musi by¢ taka sama (oprocz wierz-
chotka poczatkowego i koncowego dla kazdego n-tego odcinka drogi)). Warunki
(19)—(20) gwarantuja, ze dla kazdego wierzchotka grafu, dla k-tego obiektu, nie wig-
cej jak jeden tuk ,,wychodzacy” z (,,wchodzacy” do) tego wierzchotka bedzie nalezat
do jakiegokolwiek odcinka drogi. Zapobiega to sytuacji, ktora mozna zobrazowac jak
w przykladzie na rysunku 1. Droga najkrotsza (przy braku ograniczen (19)—(20))
z wierzchotka 1 do 3, ktora ma przechodzi¢ przez wierzchotki posrednie 2 i 4 (o po-
staci: 1-2-3-4-3, zlozona z trzech odcinkow: 1-2, 2-3-4, 4-3) jest nieprosta w tym
przyktadzie, czyli niedopuszczalna z praktycznego punktu widzenia (przechodzimy
przez wierzchotek 3 po to tylko, aby osiagna¢ posredni wierzcholek 4, a nastepnie
i tak wracamy do wierzchotka 3 jako kofcowego). Droga optymalna jest natomiast
droga: 1-2-7-8-9-4-3 (sktadajaca sig z nastgpujacych trzech odcinkéw: 1-2, 2-7-8-9-4,
4-3), ktora uzyskamy doktadajac ograniczenia (19)—(20).

PRI
Lorstoatorlosd

Rys. 1. Przyktad drogi optymalnej z wierzchotka 1 do 3, ktéra ma przechodzi¢ przez wierzchotki 2 i 4:
brak ograniczen (19) 1 (20) moze doprowadzi¢ do uzyskania, jak na rysunku, drogi nieprostej
(o powtarzajacych si¢ wierzchotkach) postaci: 1-2-3-4-3

Warunek (21) gwarantuje, ze n-ty odcinek drogi dla kazdego k-tego obiektu bedzie
przechodzit wytacznie przez wierzchotki nalezace do dopuszczalnego podzbioru zbio-
ru wierzchotkow (generujacego podgraf) dla tego obiektu. Warunek (22) zapewnia, ze
dla kazdej pary (i, j) wierzchotkow grafu (tworzacej tuk grafu G) para ta bedzie nale-
ze¢ do drogi dla co najwyzej jednego obiektu, na co najwyzej jednym jego odcinku
(spetnienie warunku roztacznos$ci drog). Warunek (23) dodaje ograniczenia na do-
puszczalne predkosci na tuku (ij) dla kazdego obiektu. Zwro¢my uwage, ze x;u = 0,
a nie x;,x € {0, 1}. W dowodzie twierdzenia 1 pokazano, ze macierz wspotczynnikow
ograniczen dla pewnego zadania PM2, rownowaznego zadaniu PM1, jest catkowicie
unimodularna, a poniewaz prawe strony ograniczen sg catkowitoliczbowe, z tych
dwoch wilasnosci wynika wige, ze kazde rozwiazanie bazowe bedzie catkowitolicz-
bowe. Dodatkowo, charakter ograniczeh gwarantuje, ze warto$ci zmiennych x;,, €
{0, 1}. Podobna tez¢ mozna udowodni¢ dla zadania PM1.
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Zauwazmy, ze jezeli N = V — 2K, tzn. zbiér wierzchotkow posrednich tworza
wszystkie wierzchotki grafu z pominigciem wierzchotkéw poczatkowych i koncowych
(przy jednoczesnym zatozeniu, ze wierzchotki poczatkowe i koncowe nie moga sig
powtarzac), to drogi, ktére wyznaczamy sa drogami Hamiltona, a problem staje sig
specyficznym problemem komiwojazera. Oczywiscie wowczas warunek (22) o roz-
tacznos$ci drog nie ma sensu, gdyz powoduje, ze zbior rozwiazan dopuszczalnych dla
K> 1 bedzie zawsze pusty.

W sformutowanym zadaniu wystepuje V>K(M + 1) zmiennych decyzyjnych oraz
4 VMK + V*(K + 1) ograniczen (plus grupa ograniczen (24), dotyczaca nieujemnosci
zmiennych decyzyjnych). Dodatkowym utrudnieniem jest fakt, ze sformulowane za-
danie jest zadaniem programowania ilorazowego (zmienna v;; wystgpujaca w mia-
nowniku w definicji funkcji celu).

Zadanie (16)—(24) moze zosta¢ zapisane w rownowaznej, prostszej do rozwiazania
postaci. Niektore z wczesniejszych oznaczen beda mialy inna interpretacje, dodamy
tez nowe oznaczenia, reszta oznaczen pozostaje bez zmian. I tak: B = [b;];«4 0znacza
binarng macierz incydencji grafu G: b; = 1 jesli j-ty tuk rozpoczyna si¢ w i-tym
wierzchotku, b; = —1 jesli j-ty tuk kofczy sig¢ w i-tym wierzchotku, b; = 0 w przeciw-
nym przypadku; przypomnijmy, ze z wtasno$ci macierzy incydencji grafu wynika, ze
w dowolnej kolumnie macierzy znajduja si¢ albo same zera, albo doktadnie dwa ele-
menty niezerowe, z ktorych jeden jest rowny +1, a drugi —1; D = [d,]ix4 — wektor dtu-
gosci (terenowych) tukow grafu G; X = [Wjulsank — macierz zmiennych decyzyjnych
dotyczacych wyboru drog, x; = 1 jezeli j-ty tuk dla k-tego obiektu nalezy do n-tego
odcinka drogi, x;,x = 0 w przeciwnym przypadku; V = [vy]4«x — macierz zmiennych
decyzyjnych dotyczacych predkosci na odcinkach drog (tukach) dla kazdego obiektu.
Zadanie (16)—(24) po modyfikacji ma posta¢ (PM?2):

4 K d.
22> L x> min, (25)

| - _s min, (26)
2

A
D byXyy =ay, =LV, n=1LM, k=LK, (27)
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A
ZbijxjnkSL i=LV, n=1LM, k=1K, (28)
Jj=1
A
2 byx -l i=LV, n=1M, k=1K, (29
Jj=1
A
> bx Shy, i=LV, n=1M, k=LK, (30)
Jj=1
A
2 bpx -l i=LV, n=1M, k=1K, (31
Jj=1
M K
szjnkgla Jj=L4, (32)
n=1 k=1
v SV™(k), j=1,4, k=LK, (33)
X 20, vy >0, j=14, n=1M, k=1K. (34)

Odpowiednikiem warunku (18) jest warunek (27) (zapiszemy to: (18)—(27)). Po-
zostate warunki mozemy opisa¢ nastgpujaco: (19)—(28), (20)—>(29), (21)—((30)
—(31)), (22)—>(32), (23)—>(33), (24)—>(34).

Zauwazmy, ze sformutowane zadania PM1 oraz PM2 sa zadaniami programowa-
nia ilorazowego (zmienna decyzyjna wystepujaca w mianowniku funkcji celu). Pod-
stawowa roznica migdzy sformutowaniami zadan PM1 oraz PM?2 jest zwigzana z licz-
ba zmiennych decyzyjnych i ograniczen: w pierwszym sformutowaniu mamy
V?K(M + 1) zmiennych oraz 4VMKV*K(K + 1) ograniczen, a w drugim AK(M + 1)
zmiennych oraz 5VMK + A(K + 1) ograniczen. Gdy G jest grafem rzadkim, tzn. 4 << V2,
wowczas zadanie PM2 jest duzo tatwiejsze (w sensie ztozono$ci obliczeniowej) do
rozwiazania.

Zwro¢my uwagg, ze nie ma potrzeby pisania warunkow x;,, € {0, 1} (ktore powo-
dowatyby, Ze mielibySmy do czynienia z binarnym zadaniem programowania ilorazo-
wego), chociaz zmienne x;,, beda przyjmowaly wylacznie wartosci 0 1 1. Mowi o tym
nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 1

Niech W oznacza macierz wspotczynnikow ograniczen w zadaniu PM2 ze wzgle-
du na zmienne x;,, Y oznacza dowolng podmacierz kwadratowa macierzy W, det Y
oznacza wyznacznik macierzy Y. Wowczas macierz W jest catkowicie unimodularna,
tzn. VY det Ye {0, +1}.
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Dowod

Przedstawimy szkic dowodu indukcyjnego wzgledem £ €{I1, ..., K} oraz n €
{1, ... M}. Wezmy K =11 M = 1. W tym przypadku macierz W (zgodnie z zaloze-
niami twierdzenia interesuja nas wytacznie ograniczenia (27)—(32)) bedzie miata po-
sta¢ kolumnowa, ktora dla wygody zapiszemy w postaci transponowanej: W' =
(B' B B* B* B® J), gdzie B’ =B, i =1, ..., 5 sa macierzami wspdtczynnikoéw ograni-
czen (27)—31), J jest macierza wspotczynnikow ograniczen dla ograniczenia (32) (J jest
macierza jednostkowa). Z definicji catkowitej unimodularno$ci macierzy oraz z twier-
dzenia dowodzacego, ze macierz B incydencji dowolnego diagrafu jest catkowicie uni-
modularna (patrz np. [10], rozdz. 13.2) wynika, ze kazda z podmacierzy kwadratowych
B’ macierzy B jest catkowicie unimodularna, tzn. VB’ det B'e {0, £1}. Przyjmijmy na
potrzeby ilustracji, ze

Rozpatrzymy trzy przypadki.

Przypadek 1. Y jest podmacierza, ktérej$ z macierzy B' w W, tzn. Y = B'. Wow-
czasdet Y € {0, £1}.

Przypadek 2. Podmacierz Y jest zbudowana na bazie kilku podmacierzy (nieko-
niecznie kwadratowych) sposréd macierzy B, i =1, ..., 5, np.

by B Bl b
By bl b Bl
2 2 2 2\ |’
(bll b12 b13 bl4j
2 2 2 2
b21 b22 b23 b24
gdzie bjk oznacza element w j-tym wierszu i k-tej kolumnie macierzy B'. Mozemy

mie¢ dwie sytuacje:

1°. w macierzy Y powtarzaja si¢ podwiersze macierzy B o tych samych numerach
(np. dla Y jak wyzej, wiersz 1 i wiersz 4, macierz B zawiera 3 wiersze) i wowczas
z wlasno$ci wyznacznika wynika, ze det Y = 0 lub

2°. w macierzy Y nie powtarzaja si¢ podwiersze macierzy B o tych samych nume-

rach, np.
by by by
Y= b311 b31.2 b31.3 .

(b121 b122 b123 )
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Jezeli liczba wierszy macierzy Y bedzie w tej sytuacji rowna liczbie wierszy ma-
cierzy B, to Y bedzie podmacierza macierzy B i mamy Przypadek 1 (z doktadno$cia
do numeracji wierszy, ale pamigtamy, ze przy zamianie miejscami wierszy macierzy
warto$¢ wyznacznika jedynie zmieni si¢ na przeciwna (z +1 na —1 lub odwrotnie, lub
bedzie rowna 0)).

Jezeli liczba wierszy macierzy Y bedzie r6zna od liczby wierszy macierzy B, np.

1 1
v [(bsz %)J
2 25 |’
(b12 b13
to zawsze mozemy tak poprzestawia¢ wiersze macierzy B, aby w macierzy Y tworzyty

podmacierz macierzy B i doprowadzamy do przypadku 1, na przyktad zamieniamy
miejscami w macierzy B wiersz 1 z 2 1 wowczas

v [(béz bé»} |
(b3 b33)

Jezeli teraz w macierzy Y zamienimy miejscami te dwa wiersze, otrzymamy pod-
macierz macierzy B.

Przypadek 3. Podmacierz Y jest zbudowana na bazie kilku podmacierzy (nieko-
niecznie kwadratowych) sposrod macierzy B', i = 1, ..., 5 oraz na bazie podmacierzy
macierzy J. Pominiemy sytuacje, gdy w macierzy Y powtarzaja si¢ podwiersze macie-
rzy B o tych samych numerach, bo woéweczas, jak to pokazali§my wcze$niej, det Y = 0

(przypadek 2). Rozpatrujemy zatem sytuacje¢, gdy macierz Y zbudowana jest z pod-
wierszy macierzy B® i (lub) J, np.

S 56 5 b
N O N EE R
1 0 0 O 0 1 0 O
o 1 0 O 0 0 1 O

Macierz Y mozna wigc zapisa¢ nastgpujaco:
B : B’
Y=+ 1o -],
J
gdzie J' jest podmacierza jednostkowa macierzy J, J” jest macierza zerowa, a B' i B”
sa podmacierzami macierzy B’. Oznaczmy przez w < min{V, A} liczbe wierszy (ko-

lumn) macierzy Y oraz przez u liczbe wierszy macierzy B®, z ktorych podwiersze
»wchodza” do Y. Wowczas wymiary poszczegdlnych macierzy sa nastgpujace:
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J = (w—ux(w—-u),J"— (w—u)xu, B' — ux(w — u), B” — uxu. Poniewaz J' jest ma-
cierza jednostkowa, wigc det J = 1, J” jest macierza zerowa, det (B'-J") =0, a z wcze-
$niejszych rozwazan wynika, ze det B” € {0, 1}, czyli det (B” -J') € {0, £1}.
W zwiazku z powyzszym det Ye {0, +1}.

Wykazali§my zatem, ze dla przypadku, gdy K = 1 1 M = 1 macierz wspotczynni-
kow ograniczen w zadaniu PM2 ze wzgledu na zmienne x;,, jest calkowicie unimodu-
larna.

Rozpatrzymy obecnie przypadek, gdy K=11iM=2lubK=21M=1. Zwro6¢my
uwagge, ze dla tego przypadku macierz W (transponowana dla wygody zapisu) bedzie
miata postac:

WT_B1B2B3B“B5J000000
0 0 0o o o o B' B> B B' B J)
Mozna ja zatem zapisa¢ w postaci macierzy przekatniowej nastgpujaco:
W, 0
W= o e )
0 W,

gdzie W/ = (B' B> B* B* B® J) oznacza transponowana macierz W dla M = 1,
K = 1. Posta¢ macierzy W mozemy uogoélni¢ dla dowolnego k i m: jezeli przez W,
oznaczymy macierz W dla pewnego m € {1, ..., M} i pewnego k € {l, ..., K}, to mo-
zemy zapisac, ze

W, © 0
W Jk+1 :W +1,k = :

m m

0 i W,

Teraz juz tatwo pokaza¢ przez indukcje wzgledem £ i m, ze macierz W jest catkowi-
cie unimodularna. Zalézmy, ze W, jest calkowicie unimodularna (np. wykazali$my, ze
jest catkowicie unimodularna dla £ = 1, m = 1). Wykazemy, ze macierz W, .1 = W14
jest rowniez catkowicie unimodularna. Oznaczmy, tak jak poprzednio, przez Y dowolna
podmacierz kwadratowa macierzy W, ;1 = W ,.+1 +. Mozliwe sg cztery przypadki:

Przypadek 1. Macierz Y jest podmacierza macierzy W,,,. Wowczas z zalozenia
indukcyjnego wynika, ze det Ye {0, £1}.

Przypadek 2. Macierz Y jest podmacierza macierzy 0. Woéwczas det Y = 0.

Przypadek 3. Macierz Y jest podmacierza macierzy W,,, 1 0. Wowczas w Y wy-
stepuja albo zerowy wiersz, albo zerowa kolumna czyli det Y = 0.

Przypadek 4. Macierz Y jest podmacierza obejmujaca elementy wszystkich czte-
rech podmacierzy w W, 1.1 = W14 WOwczas Y mozemy zapisac nastgpujaco:
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W, 0
Y= o,
0 W,

gdzie ka i0sa pewnymi podmacierzami odpowiednio macierzy W, i 0. Ponie-
waz det ka € {0, =1} oraz det 0, wiec det Ye {0, £1}.

WykazaliSmy zatem, ze macierz W, .11 = W41 jest catkowicie unimodularna dla
dowolnegom €{1,..,M} ik e{l,. . K}. <

Whiosek z twierdzenia 1 jest oczywisty: poniewaz macierz wspotczynnikéw ogra-
niczen (27)—(32) jest catkowicie unimodularna oraz prawe strony ograniczen sa cal-
kowitoliczbowe, z tych dwoch wilasnosci wynika wigc, ze kazde rozwiazanie bazowe
zadania PM?2 bedzie catkowitoliczbowe, wigcej — charakter ograniczen gwarantuje, ze
warto$ci zmiennych x;,, € {0,1}. W podobny sposéb mozna udowodni¢ catkowita
unimodularno$¢ macierzy wspotczynnikoéw ograniczen zadania PM1. Wykazana w ten
sposob wlasnos¢ zadania PM2 przyda si¢ réwniez przy definiowaniu rozszerzen
omawianego problemu.

4. Rozszerzenia problemu harmonogramowania przemieszczania

Problem (12)—(14) mozemy rozszerzy¢ nastgpujaco:
e dodajac ograniczenie

d-r cr+l
L+ Y O™ k=LK, (35)

ret0, R -1y Vi (i (k)

poszukujemy takiego harmonogramu przemieszczania, aby moment osiagnigcia
wierzchotka docelowego przez najwolniejszy obiekt byt nie wigkszy niz pewna usta-
lona chwila 7™ > 7

e mozemy ostabi¢ warunek wynikajacy z funkcji celu (12) przez zastapienie tej
funkcji dodatkowa grupa ograniczen (nieliniowych)
|7~ (k)< 7, k=LK, p=LP, (36)

P

ktora gwarantuje, ze wielkos¢ opdznienia (przyspieszenia) w kazdym wierzchotku

wyrownania dla kazdego obiektu w stosunku do obiektu najwolniejszego bedzie nie
wieksza niz pewna ustalona warto$¢ 7%%;

e mozemy wprowadzi¢ zmodyfikowany warunek (14) jako v, > y"MNk),

(k)™ (k)
gdzie v™(k) jest minimalna dopuszczalna predkoscia k-tego obiektu;
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e definiujemy zadanie optymalizacji wielokryterialnej, uzywajac podzbioru kryte-
riow z grupy C.1 oraz C.2 (tak jak to pokazano w rozdz. 3.2) i poszukujac niezdomi-
nowanych wektorow drog I (uzywajac relacji dominowania w zbiorze wartosci kryte-
riow, takiej jak np. relacja Pareto [3], [15], [16]).

Jednym z rozszerzen omawianego problemu moze by¢ problem planowania prze-
mieszczania wielu obiektéw zgodnie z pewnym wzorcem ugrupowania.

Wzorcem ugrupowania ( j-tego) K obiektow ponumerowanych od 0 do K-1 be-
dziemy nazywaé nastepujacy wektor 2K-wymiarowy:

(xoayo’Axii’Ayii""an'Ii(—laAy'Ié—l)’ (37

gdzie x, ¥y 0znaczaja wspotrzedne (w prostokatnym uktadzie wspotrzednych) obiek-
tu-prowadzacego (moze to by¢ np. pojazd dowodcy ugrupowania), wzgledem ktorego
ustalane jest potozenie pozostatych obiektow we wzorcu ugrupowania, natomiast pary
liczb (Ax/,Ay/), i=1,K —1 umozliwiaja okreslenie wspétrzednych i-tego obiektu
W j-tym wzorcu ugrupowania w sposob nastgpujacy:

(), v =y + Ax], po +AY]), (38)
przy czym zaklada sie, Ze istnieje pewien przedziat tolerancji ¢ dla wartosci

Ax/,Ay/, i=1,K-1, w zwiazku z czym wspdhzedne obiektu i-tego we wzorcu
Jj-tym moga by¢ zdefiniowane nastepujaco:

(/v =(xg+Ax] £67, y +Ay! £67). (39)

Jesli wspoltrzedne kazdego obiektu spetniaja warunek warunek (39), to uwaza sig, ze
Jj-ty wzorzec ugrupowania jest zachowany. Nalezy dodaé, ze wzorzec ugrupowania (37)
jest definiowany przy zatozeniu, ze kat e, jaki tworzy wektor kierunku ruchu ugrupowa-
nia z osia 0y bazowego uktadu wspotrzednych, jest rowny 0°. Wobec tego wspolrzedne
(38)(39) tez sa wyliczane przy takim zatozeniu. Przyktady typowych wzorcow ugru-
powania przedstawiono na rysunku 2. Zatozono, ze o = 0°, tzn. kierunek ruchu ugrupo-
wania pokrywa si¢ z osia Oy bazowego ukladu wspoétrzednych. Zwro¢my uwage, ze
prawy dolny wzorzec ugrupowania moze odpowiadac sytuacji (opisywanej w rozdz. 3)
réwnoczesnego dotarcia do punktow wyréwnania wszystkich obiektow.

W ogdlnym przypadku, jesli kat o = 0, czyli aktualny uktad wspotrzednych 0XY
jest obrocony wzgledem uktadu bazowego Oxy o kat o zgodnie z rysunkiem 3, to
wspotrzedne (38) w nowym uktadzie wspotrzednych sa wyliczane nastgpujaco (patrz
Rys. 3):

(X/,Y)=(x/ -cosa+y/ -sina,—x/ -sina+y/ -cosa). (40)

Majac dane wspotrzedne (X/,Y) w ukladzie obréconym o kat @, wspoirzedne
w uktadzie bazowym mozemy wyznaczy¢ nastgpujaco:
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(x/,y)=(X/ -cosa-Y/ sina, X/ -sina+Y/ -cosa). 41)

Kat « bedziemy nazywac kierunkiem ruchu ugrupowania. Niech w chwili ¢ aktu-
alne potozenie ugrupowania bedzie zdefiniowane nastepujaco:

(Xo(t)aYO(t)aXl(t)aYl(t)a"-aXK—l(t)aYK—l(t)aa)' (42)
y y
i L R 6%
X , o
, j—*{a/ R {ﬁ/
3 == | il
M Ayﬁj I
2o e
| |
' : L |
: X 1 1 : 1 1 X
o 1 2 3 4 5 01 2 3 4 5
y
f-- - L&
y A &\( ) — (%%)
" PR Yo
Ax1=0-|1E : :
¢ uRERY
|
t+ i
| |
X I I : I L X
0 I1 I2@ I4 I5 0o 1 2 3 4 5

Rys. 2. Przyktady definicji wzorcow ugrupowania dla grupy przemieszczanych obiektow

Zauwazmy, ze wspotrzedne (42) sa wyznaczone w uktadzie wspotrzednych obro-
conym o kat a. Aby uzyska¢ wspolrzedne (x,(¢), y;(¢)), i =0,K —1w ukladzie bazo-
wym, nalezy skorzysta¢ z zaleznosci (41).

A Oy

0X

Rys. 3. Uktad wspotrzednych bazowy Oxy i obrécony o kat o — OXY
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Jezeli potozenie obiektu prowadzacego w chwili ¢ oznaczymy przez (xo(?), yo(¢)), to
aktualne, wzorcowe potozenie rozpatrywanych K obiektéw ugrupowanych wedtug
wzorca o numerze j w uktadzie bazowym wspotrzednych bedzie zdefiniowane naste-

pujaco:

(xo (t)a yO(t)a xlj (t)a ylj (t)a A xlj;—l(t)a ylj;—l(t))ﬂ (43)

gdzie:
X/ () =x,()+ Ax/ (44)
(O =y () + 4y (45)

okreslaja wspotrzedne i-tego obiektu w ugrupowaniu wedtug j-tego wzorca w chwili
t w bazowym uktadzie wspotrzednych.

,Odlegtosciq” d’(t) aktualnego ugrupowania od j-tego wzorca ugrupowania
w chwili ¢ bedziemy nazywali nastgpujaca liczbg:

d’(t)= EJsi ) +s, (1), (46)
i=1

gdzie:
—x/ , (=67, x! J
o (= [O=X 0. gy 5Ol -0 +07) @
B 0, w przeciwnym przypadku,
—y/ : I(t)-o67,y/ J
. 0, w przeciwnym przypadku.

Naszym celem moze by¢ takie zaplanowanie ruchu poszczegdlnych obiektow
ugrupowania, aby minimalizowa¢ odleglo$é d’(¢) ugrupowania od j-tego, zatozonego
wzorca w kazdej chwili ¢ (lub dla ciagu ustalonych chwil, w ktorych kontrolujemy
stan ugrupowania) przy zapewnieniu realizacji pozostatych celow.

Zwro6émy uwage, ze ,,rownolegtos¢” przemieszczania zgodnie ze wzorcem ugru-
powania ma wymiar geometryczny (zdeterminowany przez potozenie obiektow),
podczas gdy w rozdziale 3 definiowaliémy ten problem w wymiarze czasowym
(dotarcie do pewnych punktéw w tych samych chwilach). Zwiazek miedzy tymi
dwoma sposobami ,,zrownoleglania” przemieszczania autor szczegdélowo opisal
w pracach (12) 1 (13).
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5. Metody rozwigzywania sformulowanych
problemow harmonogramowania

W rozdziale 3.1 zasugerowano, ze jednym ze sposoboéw rozwiazania sformutowa-
nych w rozdziale 3.2 zadan dwukryterialnych (PM1 i PM2) moze by¢ metoda poszuki-
wania rozwiazan leksykograficznych. Dlatego tez przedstawione w rozdziale 3.2 wnio-
ski z twierdzenia 1 sa istotne z punktu widzenia poszukiwania tego rozwigzania, gdyz
rozwiazanie obu zadan moze przebiega¢ dwuetapowo: najpierw bedziemy poszukiwaé
drog najkrotszych dla K obiektow w zbiorze drog dopuszczalnych, przy zatozeniu, ze
obiekty poruszajq si¢ z maksymalnymi dopuszczalnymi predkosciami, tzn. rozwiazuje-
my zadanie programowania liniowego z funkcja celu (16) dla zadania PMI lub (25) dla
zadania PM?2, z ograniczeniami (18)—~(22) oraz x; = 0 dla PM1 lub (27)—(32) oraz x;,; >
0 dla PM2, a nastepnie — majac wyznaczone w poprzednim etapie drogi najkrotsze dla
K obiektow — rozwiazujemy zadanie z funkcja celu (17) (dla PM2: (26)) z ogranicze-
niami (23) oraz vy > 0 (dla PM2: z ograniczeniami (33) oraz vy > 0). Otrzymanie roz-
wigzania leksykograficznego tym sposobem nie jest zagadnieniem trywialnym i bardziej
szczegotowo autor omowit ten problem w pracy [14]. Wykazanie natomiast, ze macierz
wspotczynnikow ograniczen zadan PM1 i PM?2 jest catkowicie unimodularna chroni nas
przed konieczno$cia rozwiazywania zadan programowania binarnego (w ogolnym przy-
padku duzo bardziej ztozonych obliczeniowo niz zadania PL).

W pracy [15] opisano szereg metod rozwiazywania wielokryterialnych problemow
drog najkrotszych, ktére mozemy zastosowac do rozwiazania naszego problemu dwu-
kryterialnego (PM1 lub PM?2). Jednym ze sposobow praktycznego podejscia do rozwia-
zania problemu moze by¢ sposob polegajacy na zrezygnowaniu z funkcji celu (12) na
rzecz wprowadzenia dodatkowej grupy ograniczen (nieliniowych), reprezentowanych
przez (1). Problem w ten sposob formulowany znany jest w literaturze jako problem
RSPP (ang. Restricted Shortest Path Problem) i polega na tym, ze niektdre z funkcji
kryteriow w sformutowaniu wielokryterialnym przechodza do zbioru ograniczen oraz
ogranicza si¢ wartosci tych funkcji od dotu lub od gory wartosciami parametrow.

Szczegdlowo o algorytmach rozwiazywania sformutowanych probleméw harmo-
nogramowania traktuje praca [14].

Whioski

W artykule przedstawiono modele harmonogramowania zsynchronizowanego
przemieszczania wielu (K) obiektow, wykorzystywane w wielu zagadnieniach:
routingu w sieciach komputerowych, planowania przemieszczania mobilnych robo-
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tow, przetwarzania zadan w systemach rownolegltych (rozproszonych), sterowania
ramionami wielu niezaleznych robotéw, planowania i synchronizacji przemieszczania
wielu obiektow w symulacyjnych grach komputerowych (systemy typu CGF i SAF).
Zdefiniowano dwie podstawowe kategorie miar oceny jako$ci harmonogramu: (1) ze
wzgledu na szybko$¢ dotarcia do celu K obiektow, (b) ze wzgledu na ,,réwnoleglosc”
przemieszczania sig¢ K obiektow. Dodatkowo opisane w rozdziale 4 rozszerzenia pro-
blemu podstawowego umozliwiaja elastyczne dopasowanie si¢ do réoznych praktycz-
nych wymagan w tego typu zagadnieniach.

Przedstawione modele harmonogramowania wpisuja si¢ w etap planowania dzia-
fan (ruchu obiektow) [6], [9]. Na etapie realizacji przemieszczania (zwlaszcza w $ro-
dowiskach podlegajacych dynamicznym zmianom) istnieje potrzeba wykorzystywania
metod sterowania ruchem i reagowania na odstgpstwa od zatozonego harmonogramu
[12], [13]. Problemy te sa istotne m.in. w systemach typu CGF [8] oraz SAF [7],
w ktorych sterowanie ruchem (potozeniem) wielu obiektow w czasie symulacji prze-
mieszczania jest bardzo wazne z punktu widzenia realizacji celu dziatan.

W pracy wspomniano jedynie o sposobach rozwigzania sformutowanych proble-
méw. Wykazanie, ze macierz wspotczynnikéw ograniczen zadan PMI i PM?2 jest
catkowicie unimodularna uchronito nas przed koniecznos$cia rozwiazywania zadan
programowania binarnego (w ogoélnym przypadku duzo bardziej ztozonych oblicze-
niowo niz zadania PL). Szczegotowa prezentacja algorytméw stuzacych rozwiazaniu
opisywanych probleméw zostata przedstawiona w innej pracy autora [14].
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Models of scheduling synchronized movement of many objects

The paper deals with the problem of determining movement schedule of many objects, used in many
domains such as: routing in computer networks, movement planning of mobile robots, tasks processing in
parallel or distributed computing systems, arms control of independent robots, planning and synchroniza-
tion of the movement of many objects in computer simulation games (e.g., in Computer Generated Forces
(CGF) systems or Semi-Automated Forces (SAF) systems). A lot of movement scheduling models are
discussed. Two groups of criteria which are essential from the point of view of schedule estimation are
described: a group connected with movement time of all objects and a group connected with
“parallelization” of their movement (in the sense of location and times of reaching specified checkpoints).
A nonlinear movement scheduling problem in order to minimize the sum of delays of all objects at
checkpoints with some additional constraints is defined. Two equivalent formulations of two-criteria
mathematical programming problems are also presented. It is proved that constraint coefficient matrices
for both problems are totally unimodular and we can use effective algorithms for solving linear program-
ming problems to find lexicographic solution of two-criteria problems. Similarities and differences be-
tween the defined problem and classical tasks scheduling problem before critical lines on parallel proces-
sors are discussed. Some extensions of the problem are presented, one of which is the scheduling
movement problem of many objects according to a group pattern. Methods of solving formulated prob-
lems are indicated.

Keywords: movement scheduling and synchronization, shortest paths, disjoint paths, multicriteria short-
est paths problems



