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Streszczenie

Przedstawiono model matematycz-
ny strumienia objętościowego przez układ 
dwóch membran (układ błony podwójnej) 
ze stężeniowymi warstwami granicznymi, 
wytworzonymi po obydwu stronach każdej 
z  membran. Ten model, oparty na równa-
niach Kedem-Katchalsky’ego, jest równaniem 
piątego stopnia i opisuje strumień objętościo-
wy, generowany przez bodźce osmotyczne 
roztworów niejednorodnych i niejonowych.  

Słowa kluczowe: równania Kedem-Katchal-
sky’ego, stężeniowe warstwy graniczne, prze-
pływy osmotyczne

Nonequilibrium thermodynamics 
model equations of the volume 
flow through double-membrane 
system with concentration  
polarization

Summary

Mathematical model of the volume flux 
through system of two membranes (double-
membrane system) with concentration bou
ndary layers on both sides of each mem-
branes,  is presented. This model, based on 
the Kedem-Katchalsky equations, is equation 
of fifth degree and describes the volume flux 
generated by osmotic forces for non-homoge-
neous and non-ionic solutions. 
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concentration boundary layers, osmotic 
flows

WPROWADZENIE

Grawiosmoza jest jednym z  podstawowych zja-
wisk występujących w układzie dwu-membranowym. 
Zostało odkryte w  1972 roku przez dwóch polskich 
uczonych S. Przestalskiego i M. Kargola [1] w układzie 
membranowym, w którym dwie membrany polimero-
we ustawione w  płaszczyznach horyzontalnych roz-
dzielały trzy roztwory o stężeniach spełniających wa-
runek: Cu < Cm > Cd. Przyczyną występowania tego zja-
wiska jest ziemskie pole grawitacyjne, które wywołując 
ruchy konwekcyjne w obszarach stężeniowych warstw 
granicznych jednej z  membran, powoduje asymetrię 
wypadkowej różnicy ciśnień osmotycznych [2–4]. Ta 
z kolei jest przyczyną przepływów objętościowych, na-
wet w sytuacji, gdy w chwili początkowej układ dwu-
membranowy jest symetryczny osmotycznie [1–6]. 
Generowane w  takich warunkach przepływy osmo-
tyczne nazywane są przepływami grawiosmotyczny-
mi, a ich miarą jest strumień grawiosmotyczny [1, 2]. 
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W zależności od właściwości fizykochemicznych 
roztworów rozdzielanych przez membrany, ów stru-
mień może być skierowany pionowo w górę lub w dół 
[2]. W  układzie dwu-membranowym zawierającym 
membrany różniące się parametrami przenikania, 
można zademonstrować asymetrię tego transportu 
[5]. Z  kolei dla transportu grawiosmotycznego roz-
tworów ternarnych znany jest efekt wzmacniania 
tego transportu [6].

W poprzedniej pracy [7], korzystając z  równań 
Kedem-Katchalsky’ego dla roztworów niejednorod-
nych, opracowano model matematyczny przepływów 
osmotycznych w układzie dwóch membran polime-
rowych. W  związku z  tym otrzymane równanie 
pierwszego stopnia zawierało współczynnik polary-
zacji stężeniowej (ζ). Weryfikację tego modelu prze-
prowadzono dla wodnych roztworów przy pomocy 
dwu-membranowej komórki zaproponowanej przez 
Kargola, w której wykonano pomiary strumienia ob-
jętościowego w  funkcji czasu i  stężenia roztworów 
w przedziale międzymembranowym. 

Interpretację otrzymanych wyników badań eks-
perymentalnych przeprowadzono w  kategoriach 
konwekcyjnej niestabilności redukującej grubość 
stężeniowych warstw granicznych. Krytyczną war-
tość stężeniowej liczby Rayleigha dla transportu 
membranowego użyto w  modelu matematycznym 
strumienia objętościowego, wrażliwego na otoczenie 
grawitacyjne przepływów. 

Obecna praca jest poświęcona opracowaniu ma-
tematycznego opisu strumienia grawiosmotycznego 
przy pomocy klasycznych równań Kedem-Katchal-
sky’ego. Jak zostanie pokazane, prezentowany model 
jest trudniejszy interpretacyjnie, gdyż otrzymane 
równanie opisujące strumień osmotyczny jest piąte-
go stopnia i nadaje się do rozwiązań numerycznych. 
Piątego stopnia jest też równanie opisujące grubość 
stężeniowej warstwy granicznej.

CHARAKTERYSTYKA UKŁADU  
DWU-MEMBRANOWEGO

Rozpatrzmy układ dwu-membranowy przedsta-
wiony na rycinie. W  tym układzie, przedziały (u), 
(m) i (d) zawierają niejednorodne (niemieszane me-
chanicznie) roztwory tej samej substancji nieelektro-
litycznej o stężeniu początkowym Cu, Cm i Cd (Cu < Cm 
> Cd). Roztwory te są rozdzielone przez izotropowe, 
symetryczne, selektywne i elektroobojętne membra-
ny polimerowe (Mu, Md), ustawione w płaszczyznach 
horyzontalnych. Symbole Pu, Pm i  Pd oznaczają ci-

śnienia hydrostatyczne, odpowiednio w przedziałach 
(u), (m) i  (d). Właściwości transportowe membran 
Mu i Md są scharakteryzowane przez współczynniki 
przepuszczalności solutu (ωu, ωd), odbicia (σu, σd) 
i przepuszczalności hydraulicznej (Lpu, Lpd). Procesy 
transportu zarówno w roztworach jak i przez mem-
brany, są izotermiczne i stacjonarne, a w roztworach 
nie zachodzą jakiekolwiek reakcje chemiczne. 

W tym układzie przenikające przez membrany 
Mu i Md  w przeciwnych kierunkach woda i substan-
cja rozpuszczona, powodują formowanie się po oby-
dwu stronach każdej z  membran stężeniowych 
warstw granicznych lua i  lma (po obydwu stronach 
membrany Mu), oraz lmb i  ldb (po obydwu stronach 

Ryc. 1. Graficzna ilustracja dwu-membranowego 
układu grawiosmotycznego: model układu zawiera-
jącego w przedziale (m) roztwór o gęstości roszącej 
ze wzrostem stężenia, Mu, Md − membrany; lua, lma, 
lmb and ldb − stężeniowe warstwy graniczne; Pu, Pm 
i Pd − ciśnienia mechaniczne; Cu, Cm  i Cd − stężenia 
roztworu poza stężeniowymi warstwami graniczny-
mi; Cua, Cma, Cmb, Cdb  − stężenia roztworu na grani-
cach lua/Mu, Mu/lma, lmb/Md i Md/ldb;   Jvu i Jvd − stru-
mienie objętościowe przez kompleksy odpowiednio 
lua/Mu/lma i lmb/Mu/ldb; Jv − strumień objętościowy 
przez kompleks lua/Mu/lma – lmb/Mu/ldb

Fig. 1. Graphic illustration of a graviosmotic double-
membrane system: model of a system filled with a so-
lution of density decreasing with concentration, Mu, 
Md − membranes; lua, lma, lmb and ldb − the concentra-
tion boundary layers (CBLs); Pu, Pm and Pd − the me-
chanical pressures; Cu, Cm  and Cd − the concentra-
tions of solutions outside the CBLs; Cua, Cma, Cmb, Cdb  
− the concentrations of solutions at boundaries lua/
Mu, Mu/lma, lmb/Md and Md/ldb;   Jvu and Jvd − the vol-
ume fluxes through complexes lua/Mu/lma and lmb/
Mu/ldb, respectively; Jv − the  volume fluxes through 
complex lua/Mu/lma – lmb/Mu/ldb
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membrany Md). Symbole δua, δma, δmb i δdb oznaczają 
odpowiednio grubości stężeniowych warstw gra-
nicznych lua, lma, lmb i ldb w stanie ustalonym. Te war-
stwy można traktować jak nieselektywne membrany 
ciekłe, tj. takie dla których spełniony jest warunek 
σua = σma = σmb = σdb = 0. Właściwości transportowe 
warstw lua, lma, lmb i ldb są scharakteryzowane odpo-
wiednio przez współczynniki przepuszczalności so-
lutu ωua, ωma, ωmb i ωdb. 

Zgodnie z  formalizmem termodynamiki Ke-
dem i  Katchalsky’ego [8] współczynnik przepusz-
czalności solutu warstw lua, lma, lmb i ldb można zapi-
sać w postaci ωua=Dua(RTδua)–1, ωma = Dma(RTδma)–1, 
ωmb = Dmb(RTδmb)–1 i ωdb = Ddb(RTδdb)–1. W tych rów-
naniach Dua, Dma, Dmb i Ddb oznaczają współczynniki 
dyfuzji substancji w warstwach lua, lma, lmb i ldb. Sym-
bole Jvu i Jsu oznaczają odpowiednio strumień objęto-
ściowy i strumień solutu przez kompleks lua/Mu/lma, 
natomiast symbole Jvd i Jsd – przez kompleks lmb/Md/
ldb. Z  kolei Jv oznacza strumień objętościowy przez 
kompleks lua/Mu/lma–lmb/Md/ldb. Symbole Cua, Cma, 
Cmb i Cdb oznaczają stężenia substancji odpowiednio 
na granicach lua/Mu, Mu/lma, lmb/Md i  Md/ldb, nato-
miast symbole Cu, Cm i Cd (Cu < Cm > Cd) oznaczają stę-
żenia roztworu poza stężeniowymi warstwami gra-
nicznymi. Ponadto, w stanie ustalonym, są spełnione 

następujące relacje: Cua > Cu, Cma < Cm, Cmb < Cm i Cdb 
> Cd. Dla roztworów, których gęstość rośnie ze wzro-
stem stężenia spełnione są warunki Cua > Cdb i Cma < 
Cmb. Z kolei dla roztworów, których gęstość maleje ze 
wzrostem stężenia spełnione są warunki Cua < Cdb 
i Cma > Cmb. W obecnej pracy będzie badany transport 
roztworów o gęstości rosnącej ze wzrostem stężenia.

Podstawowym sposobem opisu transportu 
membranowego jednorodnych roztworów nieelek-
trolitów, wynikającym z  liniowej termodynamiki 
procesów nieodwracalnych, są równania Kedem-
Katchalsky’ego [8]. Klasyczna postać tych równań 
jest następująca 

	 ( )vo pJ L P RT Cσ= ∆ − ∆ 	 (1)

	 (1 )so vJ RT C C Jω σ= ∆ + − 	 (2)

gdzie: Lp, σ  oraz ω  – współczynniki odpowiednio 
przepuszczalności hydraulicznej, odbicia i przepusz-
czalności solutu, P∆  – różnica ciśnień mechanicz-
nych, RT Cπ∆ = ∆  – różnica ciśnień osmotycznych, 
RT – iloczyn stałej gazowej i temperatury termody-
namicznej, ΔC – różnica stężeń roztworów, 

11 )])[ln(( −−−= lhlh CCCCC ≈ )(2
1

lh CC +  – średnie 
stężenie roztworu w membranie.

RÓWNANIA MODELOWE DLA STRUMIENIA OSMOTYCZNEGO

Do matematycznego opisu ustalonych przepływów osmotycznych przez membrany Mu i Md tworzące układ 
dwu-membranowy, wykorzystane zostanie równanie (1). To równanie dla strumienia objętościowego przez  
membrany Mu i Md można zapisać w postaci

	 [ ( ) ( )]vu pu u ma ua m uJ L RT C C P Pσ= − − − − 	 (3)

	 [ ( ) ( )]vd pd d mb db m dJ L RT C C P Pσ= − − − 	 (4)

gdzie: u m uP P P∆ = − , d m dP P P∆ = − , u ma uaC C C∆ = −  and d mb dbC C C∆ = − .
W matematycznym stanie stacjonarnym spełnione są następujące warunki 

	 vu vd vJ J J= = 	 (5)

W celu obliczenia Pm weźmy pod uwagę równania (3)-(5). Po stosunkowo prostych przekształceniach otrzy-
mujemy

	 1( ) [ ( ) ( )]m pu pd pu u ma ua pd d mb db pu u pd dP L L RT L C C L C C L P L Pσ σ−= + − + − + + 	 (6)

Przy pomocy równania (4) w którym Jvd=Jv oraz równania (6), możemy otrzymać wyrażenie opisujące stru-
mień objętościowy przez kompleks lua/Mu/lma–lmb/Md/ldb

	 1( ) { [ ( ) ( )] }v pu pd pu pd d mb db u ma ua d uJ L L L L RT C C C C P Pσ σ−= + − − − + − 	 (7)

W celu obliczenia różnic (Cmb – Cdb) i (Cma – Cua), weźmy pod uwagę równanie (2). Korzystając z tego rów-
nania, równania opisujące strumienie solutu Jua (przez warstwę lua), Jmu (przez membranę Mu) i Jma (przez war-
stwę lma), możemy zapisać w następującej postaci 
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	 1 1
2( ) ( )ua ua ua ua u v ua uJ D C C J C Cδ −= − + + 	 (8)

	
1
2( ) (1 )( )mu u ma ua v u ma uaJ RT C C J C Cω σ= − + − + 	 (9)

	
1 1

2( ) ( )ma ma ma m ua v m uaJ D C C J C Cδ −= − + + 	 (10)

Analogicznie, strumienie solutu Jmb (przez warstwę lmb), Jmd (przez membranę Md) i Jdb (przez warstwę ldb), 
można opisać przy pomocy równań

	
1 1

2( ) ( )mb mb mb m mb v m mbJ D C C J C Cδ −= − + + 	 (11)

	 1
2( ) (1 )( )md d md db v d md dbJ RT C C J C Cω σ= − + − + 	 (12)

	 1 1
2( ) ( )db db db db d v db dJ D C C J C Cδ −= − + + 	 (13)

W matematycznym stanie stacjonarnym słuszne są następujące warunki

	 ua mu maJ J J= = 	 (14)

	 mb md dbJ J J= = 	 (15)

Korzystając z równań (8)-(15), po wykonaniu stosunkowo prostych przekształceń, otrzymujemy

	
2

2
ma ma v ma v

ma
u u v u v

A B J E JC
K S J F J
+ +

=
+ +

	 (16)

	
2

2
ua ua v ua v

ua
u u v u v

A B J E JC
K S J F J
+ +

=
+ +

	 (17)

	
2

2
mb mb v mb v

mb
d d v d v

A B J E JC
K S J F J
+ +

=
+ +

	 (18)

	
2

2
db db v db v

db
d d v d v

A B J E JC
K S J F J
+ +

=
+ +

	 (19)

gdzie: 
1 1 1[ ( ) ( ) ]ma u m ma ma u ua ua m ma ua ma uaA RT C D C D C D D RTω δ δ δ δ− − −= + + , 

1 1 11
2 [( )( ) ( )]ma u ua ua m u u m ma ma u ua uaB RT D C C C D C Dω δ σ δ δ− − −= + − + + , 1

4 [ (1 ) ]ma u u m uD C Cσ σ= − + , 

1 1 1[ ( ) ( ) ]ma ua u u ua ua ma ma ua ma ua maK K K RT D D D D RTω δ δ δ δ− − −= = = + + ,

1 11
2 ( )ma ua u u ma ma ua uaS S S D Dσ δ δ− −= = = − , 1

4 (1 2 )ma ua u uF F F σ= = = − , 

1 1 1[ ( ) ( ) ]ua u m ma ma u ua ua u ma ua ma uaA RT C D C D C D D RTω δ δ δ δ− − −= + + , 

1 1 11
2 [( )( ) ( )]ua u ma ma m u u m ma ma u ua uaB RT D C C C D C Dω δ σ δ δ− − −= + − − + , 1

4 [ (1 ) ]ua m u u uD C Cσ σ= − + , 

1 1 1[ ( ) ( ) ]mb d m mb mb d db db m mb mb mb dbA RT C D C D C D D RTω δ δ δ δ− − −= + + , 

1 1 11
2 [( )( ) ( )]mb d db db m d d m md md d db dbB RT D C C C D C Dω δ σ δ δ− − −= + − + + ,
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1
4 [ (1 ) ]mb d d m dD C Cσ σ= − + , 1 1 1[ ( ) ( ) ]mb db d d db db mb mb db mb db mbK K K RT D D D D RTω δ δ δ δ− − −= = = + + ,

1 11
2 ( )mb db d d mb mb db dbS S S D Dσ δ δ− −= = = − , 

1
4 (1 2 )mb db d dF F F σ= = = − , 

1 1 1[ ( ) ( ) ]db d m mb mb d db db d mb db mb dbA RT C D C D C D D RTω δ δ δ δ− − −= + + , 

1 1 11
2 [( )( ) ( )]db d mb mb m d d m mb mb d db dbB RT D C C C D C Dω δ σ δ δ− − −= + − − + ,

1
4 [ (1 ) ]db m d d dD C Cσ σ= − + .

Występujące w równaniach (16)-(19) parametry transportowe membran (Lpu, Lpd, σu, σd, ωu,  ωd ) i roztwo-
rów (Dma, Dua, Ddb, Dmb) można wyznaczyć w serii niezależynch eksperymentów, korzystając z procedur opisa-
nych w pracach [8, 9]. 

Różnice (Cma – Cua) i (Cmb – Cdb)  można obliczyć odejmując stronami równania odpowiednio (16) i (17) oraz 
(18) i (19). Po wykonaniu tych działań otrzymujemy

	
2

2
u u v u v

ma ua
u u v u v

A B J E JC C
K S J F J

+ −
− =

+ +
	 (20)

	
2

2
d d v d v

mb db
d d v d v

A B J E JC C
K S J F J

+ −
− =

+ +
	 (21)

gdzie:

1 1( )u ma ua ma ua ma ua m uA A A D D C Cδ δ− −= − = − ,

1 1 1 11
2 [( ) 2 ( )]u ma ua ua ua ma ma u ma ma ua uaB B B D D D Dδ δ σ δ δ− − − −= − = − + + , 

1
4 (1 2 )( )u ma ua u m uE E E C Cσ= − = − − , 

1 1( )d mb db mb db mb db m dA A A D D C Cδ δ− −= − = − , 

1 1 1 11
2 [( ) 2 ( )]d mb db db db mb mb d mb mb db dbB B B D D D Dδ δ σ δ δ− − − −= − = − + + ,

1
4 (1 2 )( )d md db d m dE E E C Cσ= − = − − .

Biorąc pod uwagę warunek Pu = Pd = Po i uwzględniając równania (20) i (21) w równaniu (7), otrzymujemy 

	

5 4

3

2

[ ( )]

{ [ ( ) ( )]}

{ [ ( ) ( )]}
{ [ ( ) ( )]} (

v d u v d u u d d d u u u d

v d u d u d u d d u d u d u d u d

v d u d u d d u d u d u u u d u d u d

v d u d d u d u u u d u d u u d d d

J F F J S F S F H E F E F
J K F S S F K H E S B F B F E R
J K S S K H E K A F B S B S A F E K
J K K H A S B F A S B K H A K A

σ σ

σ σ

σ σ

σ σ σ σ

+ + + − +

+ + + − + − +

+ + − − + − − +
− + + + + − ) 0uK =

	 (22)

gdzie: 
1( )s pd pu pu pdL L L L L −= + , sH L RT= .

Równanie (22) jest poszukiwanym równaniem strumienia osmotycznego. Dyskusja tego równania prowa-
dzi do następujących wniosków: 
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1. Jeśli uwzględnimy warunki Dma = Dua = Ddb = Dmb = Do, δma = δua = δu, δdb = δmb = δd oraz Cu = Cd = Co, to otrzymamy 

	

2
2

2

1( ) 2 [(1 2 )( )]
4

12 (1 2 )
4

o o
m u v u v u m u

u u
ma ua

o o
u v u

u u

D DC C J J C C
C C

D DRT J
RT

σ σ
δ δ

ω σ
δ δ

 
− + − − − 

 − =
 

+ + − 
 

	 (23)

	

2
2

2

1( ) 2 [(1 2 )( )]
4

12 (1 2 )
4

o o
m d v d v d m d

d d
mb db

o o
d v d

d d

D DC C J J C C
C C

D DRT J
RT

σ σ
δ δ

ω σ
δ δ

 
− + − − − 

 − =
 

+ + − 
 

	 (24)

Biorąc pod uwagę warunek Pu = Pd = Po oraz uwzględniając równania (23) i (24) w równaniu (7), możemy 
napisać 

	
5 4 3

2

( ) [ ( ) ( )]

( ) [ ( )] ( ) 0
v d u v s d u u d v u d d s u d d u

v s u d d v d u s u d d u s u d d u

J F F J L E F E F J F K F L B F B F
J L A F K J K K L B K B K L A K A K

χ χ

χ χ χ

+ − + + + −

+ − + + − + − =
	 (25)

gdzie: 2 2 1( ) ( )d d o d m oA D RT C Cσ δ −= − , 2 2 1( ) ( )u u o u m oA D RT C Cσ δ −= − , 2 12d d o dB RT Dσ δ −= , 

2 12u u o uB RT Dσ δ −= , 1
4 [(1 2 )( )]d d d m oD RT C Cσ σ= − − , 1

4 [(1 2 )( )]u u u m uD RT C Cσ σ= − − , 

1 1[2 ( ) ]d o d d dK RTD D RTδ ω δ− −= + , 1 1[2 ( ) ]u o u u o uK RTD D RTδ ω δ− −= + , 1
4 (1 2 )d dF σ= − ,  

1
4 (1 2 )u uF σ= − , 1( )s pd pu pu pdL L L L L −= + .

3. Jeśli przyjmiemy następujące założenia, 

	
2

21( ) 2 [(1 2 )( )]
4

o o
m u v u v u m u

u u

D DC C J J C Cσ σ
δ δ

 
− >> − − − 

 
,	

	 212 (1 2 )
4

o o
u v u

u u

D DRT J
RT

ω σ
δ δ

 
+ >> − 

 
, 	

	

	

212 (1 2 )
4

o o
d v d

d d

D DRT J
RT

ω σ
δ δ

 
+ >> − 

 
 	

	
2

21( ) 2 [(1 2 )( )]
4

o o
m d v d v d m d

d d

D DC C J J C Cσ σ
δ δ

 
− >> − − − 

  	

to równania  (23) i (24) uproszczą się do postaci

	 ( )
2

o m o
ma ua

u u o

D C CC C
RT Dω δ

−
− =

+
	 (26)

	 ( )
2

o m o
mb db

d d o

D C CC C
RT Dω δ

−
− =

+
	 (27)
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4. Uwzględnienie wyrażeń (26) i (27) w równaniu (7) prowadzi do zredukowanej postaci równania (25)

	 [2 ( ) ( )] ( )
(2 )(2 )

s o d u u u d d o d u m o
v

d d o u u o

L D RT D RT C CJ
RT D RT D

σ ω δ σ ω δ σ σ

ω δ ω δ

− + − −
=

+ +
	 (28)

Grubości stężeniowych warstw granicznych (δma, δua, δdb, δmb) występujące w równaniu (22) można wyzna-
czyć w serii niezależnych eksperymentów, korzystając z procedur opisanych w pracach [10, 11] lub obliczyć ko-
rzystając z formalizmu matematycznego przedstawionego w kolejnym rozdziale. 

RÓWNANIE DLA GRUBOŚCI STĘŻENIWYCH WARSTW GRANICZNYCH

W celu obliczenia grubości δua, δma, δmd i δdb stężeniowych warstw granicznych lua, lma, lmb i ldb dla stanu 
ustalonego, przeprowadzimy rozważania, startując z definicji stężeniowej liczby Rayleigha [12]

	
3

C
g CR

D C
δ ρ
ρν
∆ ∂ =  ∂ 

	 (29)

gdzie: g – przyspieszenie ziemskie, δ – grubość stężeniowej warstwy granicznej, ΔC – różnica stężeń roztworów, 
ρ – gęstość roztworu, ν – współczynnik lepkości kinematycznej, D – współczynnik dyfuzji w roztworze oraz 
∂ρ/∂C – zmiana gęstości przypadająca na zmianę stężenia roztworu. Na podstawie równania (29) możemy 
napisać

	
1

3 ( ) ( )ua C ua ua u u ua uR D g C C
C
ρ

δ ρ ν
−

 ∂  = −  ∂  
	 (30)

	
1

3 ( ) ( )ma C ma ma m m m maR D g C C
C
ρ

δ ρ ν
−

 ∂  = −  ∂  
	 (31)

	
1

3 ( ) ( )mb C mb mb m m m mbR D g C C
C
ρ

δ ρ ν
−

 ∂  = −  ∂  
	 (32)

	
1

3 ( ) ( )db C db db d d db dR D g C C
C
ρ

δ ρ ν
−

 ∂  = −  ∂  
	 (33)

Różnice Cua – Cu, Cm – Cma, Cm – Cmb and Cdb – Cd można obliczyć odejmując stronami odpowiednie równa-
nia z zestawu (16)–(19). Po niezbyt skomplikowanych przekształceniach otrzymujemy

	
2

2
ma ma v ua v

ua u
u u v u v

G N J O JC C
K R J F J
− +

− =
+ +

	 (34)

	
2

2
ua ua v ma v

m ma
u u v u v

G N J O JC C
K R J F J
− +

− =
+ +

	 (35)

	
2

2
db db v mb v

m mb
d d v d v

G N J O JC C
K R J F J
− +

− =
+ +

	 (36)

	
2

2
mb mb v db v

db d
d d v d v

G N J O JC C
K R J F J
− +

− =
+ +

	 (37)
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gdzie

 ( )ma
ma u m u

ma

DG RT C Cω
δ

= − , 1 ( ) ( )
2

ma ma
ma u m u u m u

ma ma

D DN C C C C
RT RT

ω σ
δ δ

  
= + − − +  

  
, 

1
4 [(1 )( ) 2 ]ua u m u u uO C C Cσ σ= − − + , ( )ua

ua u m u
ua

DG RT C Cω
δ

= − , 

1 ( ) ( )
2

ua ua
ua u m u u m u

ua ua

D DN C C C C
RT RT

ω σ
δ δ

  
= + − + +  

  
, 1

4 [(1 )( ) 2 ]ma u m u u mO C C Cσ σ= − − − , 

( )db
db d m d

db

DG RT C Cω
δ

= − , 1 ( ) ( )
2

db db
db d m d d m d

db db

D DN C C C C
RT RT

ω σ
δ δ

  
= + − + +  

  
,

 1 ( ) ( )
2

mb mb
mb d m d d m d

mb mb

D DN C C C C
RT RT

ω σ
δ δ

  
= + − − +  

  
, ( )mb

mb d m d
mb

DG RT C Cω
δ

= − ,

 1
4 [(1 )( ) 2 ]mb d m d d mO C C Cσ σ= − − − , 1

4 [(1 )( ) 2 ]db d m d d dO C C Cσ σ= − − + .

Zakładając, że Dma = Dua, Ddb = Dmb, δma = δua and δdb = δmb, otrzymujemy prostszą postać równań (34)–(37)

	
2

2
ua ua v ua v

ua u
ua u v

G Q J O JC C
Z F J
+ +

− =
+

	 (38)

	
2

2
ma ma v ma v

m ma
ma u v

G Q J O JC C
Z F J
− +

− =
+

	 (39)

	
2

2
mb mb v mb v

m mb
mb d v

G Q J O JC C
Z F J
− +

− =
+

	 (40)

	
2

2
db db v db v

db d
db d v

G Q J O JC C
Z F J
+ +

− =
+

	 (41)

gdzie: 

1 ( ) ( )
2

ua ua
ua u m u u m u

ua ua

D DQ C C C C
RT RT

ω σ
δ δ

  
= + − − +  

  
, 2ua ua

ua u
ua ua

RTD DZ
RT

ω
δ δ

 
= + 

 
, 

1 ( ) ( )
2

ma ma
ma u m u u m u

ma ma

D DQ C C C C
RT RT

ω σ
δ δ

  
= + − + +  

  
, 2ma ma

ma u
ma ma

RTD DZ
RT

ω
δ δ

 
= + 

 
,

1 ( ) ( )
2

mb mb
mb d m d d m d

mb mb

D DQ C C C C
RT RT

ω σ
δ δ

  
= + − + +  

  
, 2mb mb

mb d
mb mb

RTD DZ
RT

ω
δ δ

 
= + 

 
, 

1 ( ) ( )
2

db db
db d m d d m d

db db

D DQ C C C C
RT RT

ω σ
δ δ

  
= + − − +  

  
, 2db db

db d
db db

RTD DZ
RT

ω
δ δ

 
= + 

 
.

Uwzględnienie równań (38)–(41) w równaniach (30)–(33) daje

	 5 4 2 0ua ua ua ua ua ua ua ua uaα δ β δ γ δ ϑ δ ξ+ − − − = 	 (42)

	 5 4 2 0ma ma ma ma ma ma ma ma maα δ β δ γ δ ϑ δ ξ+ − − − = 	 (43)
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	 5 4 2 0mb mb mb mb mb mb mb mb mbα δ β δ γ δ ϑ δ ξ+ − − − = 	 (44)

	 5 4 2 0db db db db db db db db dbα δ β δ γ δ ϑ δ ξ+ − − − = 	 (45)

gdzie

1 1( ) [(1 )( ) 2 ]
2 2ua v u m u v u m u u uJ RTg C C J C C C

C
ρ

α ω σ σ
∂  = − + − − + ∂  

, 

1{ ( ) [( ) ( )]}
2ua ua u m u v m u u m ug D C C J C C C C

C
ρ

β ω σ
∂

= − + − − +
∂

, 

21 ( ) (1 2 )
4ua v C ua ua u u uJ RT R Dγ ρ ν σ= − , 2 22( ) ( )ua C ua ua u u uRT R Dϑ ρ ν ω= , 3( )ua C ua u u uaR RT Dξ ρ ν= , 

1 1 [(1 )( ) 2 ] ( )
2 2ma v v u m u u m u m uJ RTg J C C C C C

C
ρ

α σ σ ω
∂  = − − − − − ∂  

, 

1{ ( ) [( ) ( )]}
2ma ma u m u v m u u m ug D C C J C C C C

C
ρ

β ω σ
∂

= − − − + +
∂

, 

21 ( ) (1 2 )
4ma v C ma ma m m uJ RT R Dγ ρ ν σ= − , 2 22( ) ( )ma C ma ma m m uRT R Dϑ ρ ν ω= , 

3( )ma C ma m m maR RT Dξ ρ ν= , 1 1 [(1 )( ) 2 ] ( )
2 2mb v v d m d d m d m dJ RTg J C C C C C

C
ρ

α σ σ ω
∂  = − − − − − ∂  

, 

2 1{( ) ( ) [( ) ( )]}
2mb mb d m d v m d d m dg D RT C C J C C C C

C
ρ

β ω σ
∂

= − − − + +
∂

, 

21 ( ) (1 2 )
4mb v C mb mb m m dJ RT R Dγ ρ ν σ= − , 2 22( ) ( )mb C mb mb m m dRT R Dϑ ρ ν ω= , 

3( )mb C mb m m mbR RT Dξ ρ ν= , 1 1( ) [(1 )( ) 2 ]
2 2db v d m d v d m d d dJ RTg C C J C C C

C
ρ

α ω σ σ
∂  = − + − − + ∂  

, 

2 1{( ) ( ) [( ) ( )]}
2db db d m d v m d d m dg D RT C C J C C C C

C
ρ

β ω σ
∂

= − + − − +
∂

, 

21 ( ) (1 2 )
4db v C db db d d dJ RT R Dγ ρ ν σ= − , 2 22( ) ( )db C db db d d dRT R Dϑ ρ ν ω= , 3( )bd C db d d dbR RT Dξ ρ ν= .

Jeśli w równaniach (38)–(41) pierwszy człon licz-
nika i mianownika jest dużo większy od następnych 
członów, to równania (42)–(45) uproszczą się do po-
staci

	 4 0u ua ua ua uaϕ δ θ δ κ− − = 	

	 4 0u ma ma ma maϕ δ θ δ κ− − = 	

	 4 0d mb mb mb mbϕ δ θ δ κ− − = 	

	 4 0d db db db dbϕ δ θ δ κ− − = 	
gdzie: 

( )u u m ugRT C C
C
ρ

ϕ ω
∂

= −
∂

, 

2 ( )ua C ua ua u u uRT R Dθ ρ ν ω= , 

2( )ua C ua ua u uR Dκ ρ ν= ,

2 ( )ma C ma ma m m uRT R Dθ ρ ν ω= , 

2( )ma C ma ma m mR Dκ ρ ν= , 

( )d d m dgRT C C
C
ρ

ϕ ω
∂

= −
∂

, 

2 ( )mb C mb mb m m dRT R Dθ ρ ν ω= , 

2( )mb C mb mb m mR Dκ ρ ν= , 

2 ( )db C db db d d dRT R Dθ ρ ν ω= , 

2( )db C db db d dR Dκ ρ ν= .
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UWAGI KOŃCOWE

Równanie (22) opisujące strumień osmotyczny, 
jest równaniem piątego stopnia i zawiera parametry 
transportowe membran, roztworów i grubości stęże-
niowych warstw granicznyych możliwe do wyzna-
czenia doświadczalnego, w serii niezależnych ekspe-
rymentów. Piątego stopnia jest też zestaw czterech 
równań (równania 42–45) opisujących grubości stę-
żeniowych warstw granicznych, występujących 
w  równaniu (22). Rozwiązanie równania (22) przy 
uwzględnieniu równań uprzedniego rozwiązania 
równań (42)–(45) jest możliwe tylko przy zastosowa-
niu metod numerycznych. 
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