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STEROWANIE OPARTE NA MODELU
DLA NIEHOLONOMICZNYCH

MANIPULATOROW MOBILNYCH

W monografii przedstawiono jednolite podejécie pozwalajace na znalezienie sterowa-
nia dla nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych w przypadku, gdy rézne zada-
nia podlegaja dekompozycji na podzadania definiowane osobno dla kazdego z sys-
temow sktadowych, jakimi sa kotowa platforma mobilna oraz ramie manipulacyjne
zamontowane na tej platformie. Sposrdd czterech typéw manipulatoréw mobilnych
rozwazono tylko takie, w ktorych kolowa platforma porusza sie w sposéb $cisle toczny,
bez poslizgu i buksowania koél, a wiec jest nieholonomiczna. Natomiast w przy-
padku manipulatora dopuszczono zaréwno bezposrednie napedy, jak i napedy nieholo-
nomiczne.

Réwnania ruchu ukladéw nieholonomicznych zawieraja réwnania ograniczen,
ktore musza by¢ spelnione w kazdej chwili, oraz réwnania dynamiki, polaczone
w strukture kaskadowa. 7 tego wzgledu do projektowania sterowania dla réznych
zadan zastosowano podejscie, ktore wymaga jednoczesnego rozwiazywania réwnania
ograniczen i uzycia otrzymanych rozwiazan do sterowania na poziomie dynamicznym.

Jednym z czestych brakéw spotykanych w wielu pracach jest nieuwzglednianie
btedéw pochodzacych z poziomu dynamiki i zaklécajacych dzialanie sterownika kine-
matycznego (uktadu rozwiazujacego réwnania ograniczeni), ktéry jest projektowany
w przypadku idealnym, a wiec bez wziecia pod uwage efektéw dynamicznych, takich
np. jak duza masa, czy bezwladnosé uktadu. W monografii przedstawiono takie roz-
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wiazania dla wszystkich rozwazanych zadan, w ktérych wspomniane bledy zostaly
sprowadzone do zera. W przeciwnym razie nie mozna zagwarantowaé poprawnego
dzialania uktadéw sterowania podczas procesu regulacji. Proponowane w pracy algo-
rytmy sterowania dziataja poprawnie, co potwierdzaja dowody zbieznosci i badania
symulacyjne.

Przedstawione algorytmy sterowania obejmuja wiekszosé¢ zadan, jakie mozna
sformutowaé dla kazdego z podsystemdéw skladowych nieholonomicznego manipula-
tora mobilnego: sterowanie do punktu, Sledzenie trajektorii oraz Sledzenie $ciezki.
Metoda postepowania w kazdym przypadku jest podobna: nalezy znalezé algo-
rytm kinematyczny zapewniajacy realizacje zadania dla danego poduktadu nieholo-
nomicznego, a nastepnie wykorzysta¢ otrzymane rozwiazanie do zaprojektowania
sterowania na poziomie dynamicznym. Wybor jednego sposréd zaprezentowanych
algorytméw dynamicznych jest dowolny, jednak algorytm dysypatywny i uniwersalny
moga w prosty sposéb zostaé zmodyfikowane do postaci adaptacyjnej, stosowanej
w przypadku parametrycznej niepewnosci co do modelu dynamiki.

Sformulowanie problemu sterowania w tak ogdlnej postaci pozwala réwniez na
realizacje zadan mieszanych dla poszczegdlnych podsysteméw, np. platforma moze
podaza¢ do ustalonej konfiguracji, natomiast manipulator w tym samym czasie
moze $ledzi¢ zadana trajektorie przegubowa. Jedynym warunkiem wymaganym do
poprawnej realizacji zadan jest uzycie algorytmu kinematycznego posiadajacego od-
powiednie wlasciwosci, na przyklad funkcje Lapunowa gwarantujaca globalng lub
polglobalna asymptotyczna stabilnosé dla uktadu z zamknieta petla sprzezenia zwrot-
nego.

Prezentowane wyniki moga by¢ zastosowane w procesie sterowania nieholonomicz-
nymi manipulatorami mobilnymi podczas realizacji wielu zadan, takich jak pobranie
tadunku z ustalonego punktu przestrzeni roboczej, podazanie wzdiuz zadanej tra-
jektorii w przestrzeni wewnetrznej lub zewnetrznej, roztadowywanie czesci tadunku

podczas operacji transportowych itp.



1. Wprowadzenie

1.1. Nieholonomiczne manipulatory mobilne

Ograniczenia w ruchu uktadéw mechanicznych mozna zaobserwowaé wowczas,
gdy nie wszystkie trajektorie moga byé¢ przez system zrealizowane. Niektére
ograniczenia wynikaja z konstrukcji ukladu, a wiec sa pochodzenia wewnetrznego
(np. przegub manipulatora nie moze osiagna¢ potozenia poza ogranicznikami me-
chanicznymi), inne za$ wynikaja ze sposobu realizacji ruchu, czyli pochodza od
otoczenia, w ktorym uklad sie przemieszcza. Przykladem ograniczenia drugiego
typu jest ruch samochodu po zboczu gory, czyli po pewnej powierzchni definiujacej
grunt. Ograniczenia takie sa przyktadami tzw. ograniczen holonomicznych,
w ktérych ruch ukladu jest ograniczony do gladkiej podrozmaitosci w przestrzeni
stanu @. Ograniczenia holonomiczne mozna przedstawi¢ lokalnie jako ogranicze-
nia postaci

$1(q)
P(q) = : = 0. (1.1)
or(q)

Kazde przeksztalcenie ¢; ogranicza ruch uktadu. W klasycznej literaturze z dzie-
dziny mechaniki ograniczenia postaci (1.1) sa czasem nazywane ograniczenia-
mi skleronomicznymi. Zaréwno slowo ,holonomiczne”, jak i ,skleronomiczne”
pochodzi z greki i oznacza odpowiednio ,razem stuszne, poprawne” oraz ,szty-
wne”, przy czym ograniczeniami skleronomicznymi nazywane sa ograniczenia,
ktore nie zawieraja czasu w jawnej postaci. Jednak w dziedzinie robotyki przyjeto
sie pierwsze okreslenie i dlatego w dalszej czesci bedziemy uzywaé nazwy ,ogra-
niczenia holonomiczne”.
Ograniczenia (1.1) sa stale w czasie, dlatego mozna je wyrazi¢ jako

to jest w tzw. postaci Pfaffa
A(g)g =0, (1.2)
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gdzie
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jest nazywana macierza ograniczen Pfaffa i jest pelnego rzedu.

Innym rodzajem ograniczen, ktore moga by¢ obserwowane w ruchu ukltadéw,
sa ograniczenia nieholonomiczne. Ograniczenia tego typu pojawiaja sie wowczas,
gdy predkosci uktadu sa ograniczone do (n — k)-wymiarowej podprzestrzeni, przy
jednoczesnym braku ograniczenn na dopuszczalne konfiguracje uktadu. Wyste-
powanie ograniczen nieholonomicznych mozna zaobserwowaé podczas proby za-
parkowania samochodu w zatoczce. Samochdéd wykonuje wowczas szereg ma-
newréw majacych przemiesci¢ go w zaplanowane miejsce, gdyz nie jest mozliwe
wygenerowanie skladowej predkosci w kierunku prostopadtym do powierzchni
kot. Najczedciej powodem pojawienia sie ograniczen nieholonomicznych jest brak
podlizgéw w ruchu tocznym w punkcie styku dwéch cial lub zasada zachowania
momentu pedu.

Ograniczenia nieholonomiczne pojawiaja sie w zachowaniu wielu obiektow
robotycznych. W przypadku kotowych robotéw mobilnych obecno$é ograniczen
nieholonomicznych wyrazonych w postaci Pfaffa (1.2) wynika z przyjecia zalozenia
o braku poslizgu w punkcie stycznosci kazdego kota z podilozem. Z kolei, ma-
nipulatory moga mieé ograniczenia nieholonomiczne, gdy zostana wyposazone
w palczasty chwytak lub gdy zostana skonstruowane z wykorzystaniem spec-
jalnych sprzegiel Nakamury, Chunga i Sgrdalena [68]. Réwniez wiele robotéw
projektowanych do specjalnych zastosowan, takich jak roboty latajace (samoloty,
sterowce, szybowce, helikoptery), roboty morskie (roboty podwodne, statki na-
wodne, batyskafy), roboty do zastosowan kosmicznych maja czesto ograniczenia
nieholonomiczne natozone na ruch, wynikajace na przyklad ze sposobu przekazy-
wania napedu. W ostatnich latach mozna zauwazy¢ rosnace zainteresowanie
uktadami nieholonomicznymi. Przyczyna tego stanu rzeczy jest fakt, ze wpraw-
dzie sterowanie takimi systemami jest znacznie trudniejsze, gdyz sa to uklady
z deficytem sterowan, jednak wymagaja zastosowania mniejszej liczby ukladéw
napedowych.

Prezentowana praca dotyczy zagadnien sterowania dla specjalnych obiektéw
robotycznych, jakimi sa nieholonomiczne manipulatory mobilne. Manipulator
mobilny sklada sie ze sztywnego manipulatora zamontowanego na platformie mo-
bilnej, zwanej w literaturze kotowym robotem mobilnym, wyposazonej w niepodle-
gajace deformacji kota. Umieszczenie manipulatora (ramienia robota) na plat-
formie powoduje znaczne powiekszenie jego przestrzeni roboczej (dzieki mobil-
nosci platformy) przy jednoczesnym zachowaniu zrecznosci i mozliwosci mani-
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pulacyjnych ramienia, jednak jest to okupione istotnymi utrudnieniami w pro-
cesie sterowania. Po pierwsze, polaczenie dwéch podsysteméw o réznej struk-
turze powoduje powstanie znacznych sprzezen dynamicznych miedzy obydwo-
ma czlonami, co moze na przyklad wywotaé¢ ruch platformy nawet woéwczas,
gdy wlaczone sa napedy tylko dla przegubéw manipulatora. Po drugie, moze
wystapi¢ niejednoznacznosé¢ rozwiazan projektowanych zadan dla obu podsys-
temow, na przyktad sledzenie Sciezki lub trajektorii moze by¢ realizowane tylko
przez jeden podsystem (manipulator lub platforme) lub poprzez skoordynowane
wspoldziatanie obu podsysteméw. W zwiazku z tym niezbedna jest precyzyjna
definicja sledzonej Sciezki lub trajektorii dla manipulatora mobilnego. Po trze-
cie, pojawienie sie ograniczen natozonych na ruch tylko jednego podsystemu musi
zosta¢ uwzglednione w sterowaniu dla calego uktadu zlozonego.

Ze wzgledu na rodzaj ograniczen nalozonych na poszczegdlne podsystemy,
manipulatory mobilne mozna podzieli¢ na nastepujace typy:

e typ (h,h) — holonomiczny manipulator na holonomicznej platformie,
e typ (h,nh) — holonomiczna platforma z nieholonomicznym manipulatorem,
e typ (nh, h) — nieholonomiczna platforma z holonomicznym manipulatorem,

e typ (nh,nh) — zaréwno platforma, jak i manipulator nieholonomiczne. Ten
typ manipulatora mobilnego nosi nazwe podwdjnie nieholonomicznego [86].

1.2. Przeglad zawartosci rozprawy

Niniejsza praca dotyczy problematyki sterowania w srodowisku wolnym od prze-
szkdd dla nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych dwdéch ostatnich typéw,
a wiec zawierajacych nieholonomiczna platforme mobilng oraz zamontowany na
niej manipulator o holonomicznym lub nieholonomicznym sposobie przekazywa-
nia napedéw. Ponizej zostanie pokrotce oméwiona zawartosé poszczegdlnych roz-
dzialéw monografii.

W rozdziale 2 przedstawiono ograniczenia nieholonomiczne, jakie moga po-
jawi¢ sie¢ w ruchu manipulatoré6w mobilnych. Ograniczenia te sa typu kine-
matycznego, poniewaz wiaza predkosci rozwazanych obiektéw. Pokazano, w jaki
sposéb wyprowadza sie ograniczenia wynikajace z braku poslizgéw dla kotowych
platform mobilnych wyposazonych w kota konwencjonalne oraz jak otrzymuje sie
ograniczenia predkosciowe dla napedu skonstruowanego przez Nakamure, Chunga
i Sgrdalena. Poniewaz rozwazane ograniczenia moga by¢ przedstawione w postaci
Pfaffa, oméwiono sposoby sprawdzania nieholonomicznosci ograniczen kinematy-
cznych z wykorzystaniem tzw. malej lub duzej flagi systemu. Ponadto podano
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metode transformacji otrzymanych ograniczen do jednej z tzw. postaci normal-
nych, jaka jest postaé¢ laicuchowa. Przeksztalcenie réwnan kinematyki do tej
postaci umozliwia wykorzystanie znanych algorytmoéw sterowania dla ukladow
tancuchowych.

Rozdzial 3 dotyczy sposobéw modelowania zachowania nieholonomicznych
manipulatoréw mobilnych. Poniewaz w pracy skupiono sie na manipulatorach
mobilnych typu (nh, h) i (nh,nh), oméwiono zaréwno réwnania kinematyki (réw-
nania ograniczen), jak i réwnania dynamiki dla obu wspomnianych typéw mani-
pulatoréw mobilnych wyrazone w réznych wspétrzednych. Wybér wspolrzednych,
a wiec postaci modelu, jest zdeterminowany przez rodzaj zadan, jakie manipula-
tor mobilny ma realizowaé¢ podczas swojej pracy.

Problem sterowania zostat sformutowany w rozdziale 4. Ze wzgledu na kaska-
dowa strukture réwnan ruchu, do celow sterowania manipulatorem mobilnym
stosowany jest algorytm calkowania wstecznego. Wymaga on réwnoczesnego
rozwiazania réwnan opisujacych ograniczenia nieholonomiczne (jest to tzw. ste-
rowanie kinematyczne) i sterowania na poziomie dynamicznym, zaréwno przy
pelnej znajomosci modelu dynamiki manipulatora mobilnego, jak i w przypadku
parametrycznej nieznajomosci tego modelu (podano algorytm sterowania ada-
ptacyjnego oraz uniwersalnego).

Sterowanie kinematyczne ma na celu rozwigzanie réznych zadan dla pod-
systeméw nieholonomicznych, tj. kotowych platform mobilnych z ograniczona
mobilnoscia oraz manipulatoréw z nieholonomicznym przeniesieniem napedow.
W rozdziale 5 przedstawiono wybrane algorytmy kinematyczne, zaréwno pracuja-
ce w petli otwartej, jak i w petli zamknietej. Rozwazono algorytmy zapewniajace
Sledzenie trajektorii, sledzenie $ciezki oraz sterowanie do punktu.

W rozdziale 6 przedstawiono algorytmy sterowania do punktu gwarantujace
osiagniecie ustalonej konfiguracji dla manipulatoréw typu (nh,h) i (nh,nh). Na
przykladzie algorytmu wielomianowego dla zadania sterowania do punktu dla
uktadéw tancuchowych pokazano, jak dynamika wpltywa na trajektorie ukladu
i dlaczego dla dokladnej realizacji wybranego celu niezbedne jest zastosowanie
algorytméw ze sprzezeniem zwrotnym. W przypadku kaskadowego potaczenia
sterowania na poziomie kinematycznym i dynamicznym nalezy rozwazy¢ do-
datkowe bledy pochodzace z poziomu dynamicznego i zakldcajace rozwigzania
teoretyczne, jakimi sa algorytmy kinematyczne. Przy odpowiednim doborze
parametréw regulacji mozna pokazaé¢ asymptotyczna zbieznosé do zera bledow
pochodzacych z poziomu dynamicznego. W ten sposéb mozna udowodnié¢ po-
prawna koordynacje dziatann obu podsystemoéw, tj. platformy i manipulatora,
sprzezonych dynamicznie.

Kolejnym zadaniem dla manipulatora mobilnego, przedstawionym w rozdzia-
le 7, jest Sledzenie zadanej trajektorii definiowanej w przestrzeni wewnetrznej
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manipulatora. Pokazano algorytmy sterowania dla obu rozpatrywanych typow
nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych oraz dowody ich poprawnego dzia-
tania. W obu typach obiektéw w roli sterowania kinematycznego zastosowano
algorytmy $ledzenia trajektorii ogdlnego przeznaczenia, jakimi sa linearyzacja
dynamiczna oraz algorytm Jianga i Nijmeijera dla ukladéw tancuchowych.

W rozdziale 8 oméwiono problematyke sledzenia trajektorii zdefiniowanej
w przestrzeni zewnetrznej. Podstawowa metoda wykorzystywana w tak sformu-
towanym zadaniu jest odsprzeganie transformacji wejsciowo-wyjsciowej, a nas-
tepnie sterowanie ukladem odsprzezonym w celu realizacji zadania postawio-
nego przed manipulatorem mobilnym. Punktem wyjscia do uzyskania uktadu
odsprzezonego jest podejscie zaproponowane przez Yamamoto i Yuna, polegajace
na odpowiednim wyborze wspétrzednych efektora w zaleznosci od liczby wejsé
w podukladzie nieholonomicznym. Poniewaz metoda Yamamoto i Yuna cechuje
sie pewnymi ograniczeniami, zaproponowano rozszerzenie wyboru funkcji wyjscio-
wych koniecznych do przeprowadzenia procedury odsprzegania do postaci, ktora
umozliwitaby jednoczesne przemieszczanie platformy i poruszanie manipulatorem
wzgledem podstawy. Taki sposéb definiowania wydaje sie przydatny w procesie
roztadowywania przewozonych towarow podczas operacji transportowych. Roz-
szerzone funkcje wyjsciowe znajduja takze zastosowanie podczas Sledzenia tra-
jektorii zadaniowej dla podwdjnie nieholonomicznego manipulatora mobilnego.

Ostatnie zadanie dla nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych, czyli Sle-
dzenie Sciezki, przedstawiono w rozdziale 9. Dla kazdego z dwdéch typéw obiektow
zadanie jest definiowane w odmienny sposéb. Asymptotyczne Sledzenie Sciezki
dla poduktadu nieholonomicznego (kotowej platformy mobilnej lub manipulatora
z nieholonomicznym napedem) moze by¢ przeksztalcone za pomoca parametryza-
¢ji Freneta do zadania sterowania do punktu dla bezdryfowego uktadu sterowa-
nia. 7 kolei dla holonomicznego manipulatora, bedacego czescia manipulatora
mobilnego typu (nh, h), §ledzenie $ciezki jest rozumiane jako przemieszczanie sie
wzdhuz ograniczonej krzywej sparametryzowanej odlegloscia krzywoliniowa, z za-
trzymaniem na jej koncu.

Rozdzial 10 zawiera podsumowanie zawartosci rozprawy i uwagi koncowe.
W szczegdlnosci podkreslono oryginalne rozwigzania przedstawione w monografii
w dziedzinie sterowania nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych. W roz-
dziale tym oméwiono réwniez otwarte kierunki badan i tematyke przysztych prac.

Podstawowe definicje i twierdzenia o stabilnosci dla réznych typow ukladéw
sterowania przedstawiono w rozdziale 11. Twierdzenia te sa podstawowym na-
rzedziem do badania stabilno$ci nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych.

W tabeli 1.1 zestawiono kinematyczne i dynamiczne algorytmy sterowania
uzyte do realizacji réznych zadan formulowanych dla nieholonomicznych mani-
pulatoréw mobilnych, ktérych dowody zamieszczono w monografii.
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Tabela 1.1. Algorytmy sterowania realizujace rézne zadania
dla nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych, ktérych dowody

zamieszczono w pracy

Table 1.1. Control algorithms solving different tasks for nonholonomic mobile
manipulators which proofs of convergence are included in the monography

H Zadanie ‘ Obiekt ‘ Algorytm H
kinematyczny dla platformy:
(nh,h) algorytm Pometa z parametryzacja Freneta
sterowanie dynamiczny: dysypatywny
do punktu kinematyczny dla platformy:
(rozdz. 6) algorytm Pometa z parametryzacja Freneta
(nh,nh) kinematyczny dla manipulatora:
algorytm Nakamury, Chunga i Sgrdalena
dynamiczny: dysypatywny
kinematyczny dla platformy:
(nh,h) linearyzacja dynamiczna
dynamiczny: adaptacyjny dysypatywny
$ledzenie z kompensacja bltedéw na poziomie dynamicznym
trajektorii kinematyczny dla platformy:
wewnetrznej linearyzacja dynamiczna
(rozdz. 7) | (nh,nh) kinematyczny dla manipulatora:
algorytm Jianga i Nijmeijera
dynamiczny: dysypatywny z kompensacja
bledéw na poziomie dynamicznym
$ledzenie wyjscia Yamamoto i Yuna
trajektorii (nh,h) wyjscia rozszerzone
zewnetrznej odsprzeganie i linearyzacja we—wy
(rozdz. 8) | (nh,nh) wyjscia rozszerzone
odsprzeganie i linearyzacja we—wy
kinematyczny dla platformy:
(nh,h) algorytm Samsona z parametryzacja Freneta
Sledzenie dynamiczny: dysypatywny z modyfikacja Galickiego
Sciezki kinematyczny dla platformy:
(rozdz. 9) algorytm Samsona z parametryzacja Freneta
(nh,nh) kinematyczny dla manipulatora:
odsprzeganie dla parametryzacji Freneta
dynamiczny: dysypatywny




2. Kinematyka ukladow
nieholonomicznych

Niniejszy rozdzial prezentuje kinematyke uktadéw nieholonomicznych. Szczegdl-
na uwage zwrdcono na réwnania kinematyki nieholonomicznych kotowych plat-
form mobilnych, a takze manipulatoréw o nieholonomicznym sposobie przeno-
szenia napedéw, poniewaz takie systemy robotyczne stanowia czesci skladowe
nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych typu (nh, h) oraz (nh,nh), rozwa-
zanych w tej pracy.

Istnieje kilka powodéw do specjalnego potraktowania obu wspomnianych ty-
péw obiektéw robotycznych. Pierwszym z nich jest fakt, ze zaréwno kolowe
platformy mobilne, jak i manipulatory nieholonomiczne maja ograniczenia nieho-
lonomiczne wynikajace z zatozenia o braku poslizgéow stykajacych sie powierzchni
podczas realizacji ruchu. Po drugie, warto przedstawi¢ metode wyprowadza-
nia ograniczen kinematycznych w systematyczny sposéb, poniewaz artykulty pub-
likowane w czasopismach czesto prezentuja je w sposéb uproszczony. Po trzecie,
nieholonomiczne manipulatory mobilne byly obiektem badan autorki przez ostat-
nie lata, co znalazto wyraz w szeregu publikacji [47]-[56].

Zwrot ,,uktady nieholonomiczne” oznacza uklady z pewnym typem ograniczen
natozonych na realizowane przez nie trajektorie. Podstawowe Zrédla ograniczen
nieholonomicznych to zalozenie o braku poslizgu (zerowym wektorze predkosci
chwilowych) w punkcie kontaktu pomiedzy stykajacymi sie powierzchniami ele-
mentéw mechanicznych, a takze zasada zachowania pedu. Ograniczenia po-
chodzace z pierwszego zrédla sa to ograniczenia kinematyczne, natomiast drugi
rodzaj ograniczern musi by¢ rozwazany na poziomie dynamicznym. W tej pracy
omawiane beda wylacznie ograniczenia nieholonomiczne pochodzenia kinematy-
cznego, czyli ograniczenia predkosciowe.

Rozwazania dotyczace nieholonomicznosci ograniczen nalezy poprzedzi¢ pew-
nymi uwagami terminologicznymi. W wielu podrecznikach do robotyki [84], [15]
kinematyka nazywa sie przeksztalcenie miedzy dwiema przestrzeniami polozen.
Przestrzen zawierajaca sterowane zmienne stanu jest nazywana przestrzenia wew-
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netrzna (przegubowa, konfiguracyjna), natomiast przestrzen, w ktérej definiuje
sie ruch, nosi nazwe przestrzeni zewnetrznej (zadaniowej, roboczej). W klasy-
cznej robotyce kinematyka prosta to transformacja z przestrzeni przegubowej do
roboczej, transformacja zas z przestrzeni roboczej do przegubowej to kinematyka
odwrotna. Jesli rozwazane sa nie tylko polozenia, ale réwniez pochodne po czasie
(predkosci) zdefiniowane w obu przestrzeniach, to transformacja taczaca je jest
macierz Jacobiego. Z kolei, kinematyka uktadu nieholonomicznego jest nazywane
réwnanie ograniczen nalozonych na ruch takiego uktadu, wyrazone nastepujaca
zalezno$cia miedzy predkoscia ¢ a potozeniem ¢ uktadu

A(q)q = 0.
Jak wspomniano we wstepie, taka posta¢ kinematyki nazywa sie postacia Pfaffa.
Nalezy zwroéci¢ szczegdlna uwage na fakt, ze w postaci Pfaffa mozna wyrazié
zaréwno ograniczenia nieholonomiczne, jak i holonomiczne. 7 tego wzgledu ist-
nieje konieczno$¢ wprowadzenia kryterium pozwalajacego zweryfikowa¢ nieholo-
nomicznos¢ ograniczen nalozonych na ruch ukladu.

2.1. Nieholonomiczno$¢é ograniczen

Rozwazmy uktad mechaniczny, ktérego zachowanie jest opisane przez n uogdl-
nionych wspélrzednych ¢ € R™ i predkosci ¢ € R", spehiajacych [ (I < n)
niezaleznych ograniczen fazowych o postaci Pfaffa

Aq)q =0, (2.1)
gdzie:
A(q) — macierz (I x n) pelnego rzedu,
q(t) — trajektoria uktadu.

Obecnoséé¢ ograniczen (2.1) moze, ale nie musi, wplywaé na ograniczenie do-
puszczalnych stanéw ukladu. Zalezy to od wlasciwosci ograniczen nazywanej
holonomicznosciq.

Ograniczenia holonomiczne oznaczaja, ze macierz Pfaffa pomnozona z lewej
strony przez pewna nieosobliwa macierz M (q) bedzie macierza Jacobiego pewnego
odwzorowania ¢ : R® — R!, tzn.

M(q)A(g) = 22

= %(Q)
Woéwczas (2.1) oznacza, ze %gf)(q(t)) =0, czyli ¢(q) = const, a zatem trajektorie

uktadu sa zawarte w (n — [)-wymiarowej rozmaitosci. Innymi stowy, ograniczenia
holonomiczne powoduja zmniejszenie przestrzeni konfiguracyjnej uktadu.
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Inaczej sie przedstawia sytuacja w przypadku ograniczen nieholonomicznych.
Jedli ograniczenia spelniaja wlasnos¢ nieholonomicznosci, to oznacza, ze nie jest
mozliwe scalkowanie réwnan (2.1), a co za tym idzie, nie ulega zmniejszeniu
przestrzen stanu ukladu, natomiast sposéb uzyskiwania pewnych konfiguracji
moze ulec istotnemu utrudnieniu. W dalszych rozwazaniach ograniczenia be-
dziemy nazywali nieholonomicznymi, jezeli wszystkie sposréd [ ograniczen beda
nieholonomiczne (sa to tzw. ograniczenia catkowicie nieholonomiczne).

Zatézmy, ze wszystkie ograniczenia sa nieholonomiczne. 7 réwnania (2.1)
wynika, ze dopuszczalne predkosci ¢ ukladu w konfiguracji ¢ naleza do jadra
(przestrzeni zerowej) macierzy Pfaffa

g € Ker A(q).

Oznacza to, ze predkosci dopuszczalne mozna wyrazi¢ jako kombinacje pewnych
wektoréow rozpinajacych jadro macierzy A(q), jak nastepuje

i=> gil@u = Glou, (22)
=1

przy czym macierz G(q) oblicza sie z réwnania A(q)G(q) = 0. Z niezaleznosci
ograniczen fazowych wynika, ze w kazdym punkcie przestrzeni stanu rzad macierzy
G(q) jest pelny i réwny

Vg rank G(q) =n—1=m.

Pola wektorowe g1, g2, ..., gm (kolumny macierzy G) tworza w przestrzeni stanu
obiekt geometryczny

g = spal oo {glng) ,gm}

noszacy nazwe dystrybucji stowarzyszonej z uktadem (2.2). Ograniczenia fazowe
(2.1) beda spemione wéwezas, gdy w kazdym punkcie nalezacym do przestrzeni
stanu predko$é uktadu bedzie nalezala do dystrybucji, czyli bedzie kombinacja
pdl wektorowych zdefiniowanych przez kolumny macierzy G(q). Pojecie dystry-
bucji G stanowi punkt wyjécia do sformutowania kryterium nieholonomicznoéci
ograniczen [65].

Twierdzenie 1. Niech G = spance {91, 92, ..., 9m}. Zdefiniujmy ciag dystry-
bucji

Go=6, G1=6G+160,%)], -, G=G-1+[Gi-1,.%)], .. i=12..
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w ktorym operacja [ , ] oznacza nawias Liego dwdch pdl wektorowych, zdefinio-
wany w nastepujacy sposob

f.al(g) = gg (@) - §£g<q>.

Jezeli dla pewnego i = r zachodzi

dim gr(Q) =n,

to ograniczenia (2.1) sa nieholonomiczne. Najmniejsza liczba r o tej wtasciwosci
nosi nazwe stopnia nieholonomicznosci dystrybucji G.

Ciag dystrybucji Gy C G C ...G; C ... nazywamy filtracja dystrybucji G (mala
flaga systemu (2.2)). Pojecie flagi dystrybucji pojawilo sie np. w pracy [63],
natomiast termin mata flaga wprowadzono za Mormulem.

Jezeli kazda z dystrybucji G; ma staly wymiar w kazdym punkcie przestrzeni
stanu, tzn.

Vqge R" dimG;(q) = r; = const,

to filtracja jest regularna. Dla filtracji regularnej wymiary kolejnych wzrasta-
jacych dystrybucji sa niemalejace 1o < r; < --- < r; < --- 1 po pewnej liczbie
iteracji p < n osiagaja wartos¢ ustalona r,. Ciag utworzony z wymiaréw kolejnych
dystrybuciji (9,71, ..., 7p) nazywamy wektorem wzrostu dystrybucji G.

Jezeli spelniony jest warunek

rp(‘]) =n V Qa

to ograniczenia sa w pelni nieholonomiczne i uklad (2.2) jest sterowalny. Jezeli
natomiast 7, < n, to oznacza, ze wsréd ograniczenl Pfaffa wystepuja ograniczenia
holonomiczne, a wiec warunek catkowitej nieholonomicznosci nie jest spelniony.

2.2. Ograniczenia nieholonomiczne dla kolowych
platform mobilnych

Kotowe platformy mobilne (roboty mobilne) sa jednymi z najczesciej rozwazanych
systeméw nieholonomicznych [16], [17], [77]. Platformy mobilne sa to pojazdy
wyposazone w niedeformowalne kota, ktore poruszaja sie po plaszczyznie ekwipo-
tencjalnej (poziomej). Zalozenie o ruchu plaskim zostalo wprowadzone jedynie
dla uproszczenia opisu i nie ogranicza wlasnosci strukturalnych robota mobilnego.
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Ograniczenia nieholonomiczne w opisie kotlowych platform mobilnych pojawia-
ja sie w przypadku przyjecia zalozenia o tocznym, bezposlizgowym charakterze
ruchu két. W dalszych rozwazaniach przyjeto zalozenie, ze kola, w jakie jest
wyposazona platforma, poruszaja sie bez poslizgéw. Takie wyidealizowane kota
sa nazywane kotami konwencjonalnyms.

Kola konwencjonalne, czyli bezposlizgowe, mozna podzieli¢ na nastepujace
rodzaje [8]:

e koto ustalone (umocowane do sztywnej osi) — jest to kolo, ktérego orientacja
wzgledem ukladu lokalnego stowarzyszonego z platforma jest stata,

e koto sterowane (kierownica) — jest to kolo, ktérego ruch wzgledem ukladu
lokalnego stowarzyszonego z platforma jest obrotem wokodl osi pionowej
przechodzacej przez srodek kola,

e koto Castora — jest to kolo, ktorego ruch wzgledem ukladu lokalnego sto-
warzyszonego z platforma jest obrotem wokot osi pionowej nie przechodzace;j
przez $rodek kota.

Kazdy typ kota konwencjonalnego moze poruszaé sie bez podlizgu, co jest row-
nowazne z przyjeciem zalozenia, ze predkosé¢ chwilowa w punkcie kontaktu kota
z podlozem moze przyjmowaé wartos¢ zerowa, co pokazano na rys. 2.1.

a) X b)

Rys. 2.1. Predkos¢ kota w punkcie kontaktu z podlozem: a) sktadowa
poprzeczna, b) skltadowa wzdhluzna
Fig. 2.1. Velocity of a conventional wheel at the contact point with a surface:
a) orthogonal to the wheel plane, b) parallel to the wheel plane

W pracy [28] pokazano, ze polozenie uktadu lokalnego X;Y;Z; (stowarzyszo-
nego z i-tym kotem) wzgledem uktadu podstawowego mozna wyrazi¢ za pomoca
nastepujacej transformacji



16 2. Kinematyka ukladoéw nieholonomicznych

AF = Trans(X,z)Trans(Y,y)Rot(Z, §)Rot(Z, ;) Trans(X, I;)Rot(Z, ;)
‘Trans(X, d;)Rot(Z, v;)Rot (X, ¢;). (2.3)

Parametry a4, 0;,7; sa katami opisujacymi geometrie i-tego kota, I; i d; sa to
parametry opisujace umiejscowienie i-tego kota wzgledem srodka masy nadwozia,
a ¢; jest katem obrotu i-tego kota.

Znajac parametry macierzy Algi, mozna wyprowadzi¢ warunki na brak poslizgu
dla i-tego kota:
— brak poslizgu bocznego

T
[ cos(a; + B + i) sin(a; + B +v:)  disin~y; + l;sin(y; + 5i) } RO)| 9
0
+ d; sin3; = 0, (2.4)
— brak poslizgu wzdhiznego (buksowania i blokowania)
T
[ —sin(a; + B + i) cos(a; + Bi +7i) dicosvy; + Ui cos(yi + i) } RO) [ v
0
+ d; cos ;3 + i = 0, (2.5)

gdzie macierz R(6) = Rot(Z, —0) opisuje orientacje uktadu podstawowego wzgle-
dem uktadu lokalnego robota, zas r; jest promieniem i-tego kota.

Ograniczenia dla wszystkich koét, w jakie jest wyposazona platforma, mozna
przedstawi¢ w postaci ogdlnej

T

Cl (/857 6C)R(9) y + 0250 = 07 (2'6)
0
:i: .

Jl (/88> ﬂc)R(e) y + J2¢ = 07 (27)
0

przy czym symbolem (s oznaczono wektor katéw orientacji dla wszystkich két
sterowanych, zas (. oznacza wektor katow orientacji dla wszystkich két Castora.

Rozwazmy teraz ograniczenia dane wzorem (2.6). W pracy [8] pokazano,
ze mozliwo$¢ wykonania ruchu przez kolowa platforme mobilna jest zwiazana
z rzedem macierzy C1(0s, B.). Aby podzieli¢ kolowe platformy mobilne ze wzgledu
na mozliwosci poruszania sie, Campion, Bastin i d’Andrea-Novel w pracy [6]
wprowadzili nastepujace pojecia:
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e stopien mobilnosci o, — wymiar dostepnej przestrzeni predkosci w punkcie
kontaktu kot z podlozem

om = 3 —rank C1,

e stopien sterowalnosci os — liczba kot sterowanych (kierownic) w platformie,
ktore moga niezaleznie zmieniaé orientacje.

Badajac wartosci, jakie moga przyjmowaé parametry o, i og, widac, ze:
a) stopienn mobilnosci spetnia nieréwnosé
1<o, <3,

co oznacza, ze rozpatrujemy tylko przypadki, w ktorych ruch w przestrzeni
tréjwymiarowej jest mozliwy do wykonania,

b) stopien sterowalnosci spetnia nieréwnosé
0<0,< 2,

¢) zachodzi nastepujacy zwiazek
2<o0om+o0s<3.

Spelnienie tej nieréwnosci oznacza, ze robot jest niezdegenerowany, czyli
w przypadku zbyt duzej liczby két, ich ruch jest odpowiednio skoordynowany
(moze by¢ zastapiony jednym kotem).

Z powyzszych nieréwnosci wynika, ze jest 5 klas kotowych robotéw mobilnych [8],
co przedstawiono w tabeli 2.1. Definiujac typ platformy, nalezy podac jej parame-
try (om,0s). Sposréd platform wymienionych w tabeli 2.1, wszystkie platformy,
oprécez klasy (3,0), sa nazywane platformami z ograniczona mobilnoscia.

Tabela 2.1. Podzial na klasy kotowych platform mobilnych
Table 2.1. Possible classes of wheeled mobile platforms

om | 312211
os |010]1]2|1

Warto zauwazy¢, ze dla kot ustalonych i sterowanych warunki na brak poslizgu
bocznego i wzdtuznego, przeliczone wedtug oznaczen z rys. 2.1, maja postac:
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e brak poslizgu wzdluznego

icosf +gsind — Rp = 0, (2.8)

e brak poslizgu bocznego

sin® — ycosd = 0, (2.9)

gdzie zmienne (x,y) oznaczaja wspéhrzedne punktu kontaktu kota z podlozem,
0 jest orientacja kota, kat ¢ jest katem obrotu kota, a R oznacza promien kota.

2.3. Ograniczenia nieholonomiczne dla manipulatoréw

W przypadku robotéw manipulacyjnych pojawienie sie ograniczen nieholonomicz-
nych zalezy od konstrukcji robota. Do potowy lat 90. XX wieku terminem
,manipulator nieholonomiczny” okreslano manipulator z chwytakiem wielopal-
czastym o specjalnej budowie palcow, w ktérym ograniczenia nieholonomiczne
pojawiaty sie przy zatozeniu punktowego bezposlizgowego kontaktu pomiedzy
palcami a manipulowanym obiektem [65].

W polowie lat 90. ubieglego wieku Nakamura, Chung i Sgrdalen przedsta-
wili specjalny naped, w ktorym za pomoca dwdéch niezaleznych silnikéw mozna
napedza¢ dowolna liczbe obrotowych stopni swobody manipulatora. W pracy [68]
zaprezentowano prototyp planarnego manipulatora z takim napedem. Sposéb
przekazywania napedu jest w nim nieholonomiczny, oparty na zalozeniu o bez-
poélizgowym kontakcie pomiedzy zespotem kot i kul tworzacych specjalne sprzegta
umieszczone w przegubach robota. Schemat budowy nieholonomicznego sprzegla
pokazano na rys. 2.2.

Nieholonomiczne sprzeglo sktada sie z kota wejéciowego IW, kuli oraz dwéch
kot wyjsciowych — OW; i OWs. Kolo wejsciowe o promieniu r; jest umieszczo-
ne na biegunie kuli o promieniu R i styka sie z nia w jednym punkcie, przy
czym zaklada sie, ze wszystkie kontakty w sprzegle sa bezposlizgowe. Koto
wejsciowe jest zamocowane w pierwszym przegubie, a kota wyjsciowe w przegubie
nastepnym. Kolo IW obraca sie wokét nieruchomej osi o z predkoscia katowa
uo, ktora spelnia role sterowania. Obracajace sie koto IW powoduje obrét kuli,
przy czym w punkcie kontaktu predkos¢ liniowa kuli ma taka sama wartoéé¢ jak
predkosé liniowa kota IW, lecz z odwrotnym znakiem

riug = — R,

Kolejnym elementem sprzegla sa dwa kola wyjsciowe o promieniach rp, i ro,
umieszczone w plaszczyznie réwnika kuli. Pierwsze kolo OW; obraca si¢ wokdt osi



2.3. Ograniczenia nieholonomiczne dla manipulatoréw 19

aee

KULA

a) b)

Rys. 2.2. Nieholonomiczny naped: a) widok ogélny, b) rzut z géry
Fig. 2.2. Nonholonomic gear: a) schematic of the gear, b) view from above

o, ktéra tworzy z osia kola wejsciowego zmieniajacy sie kat 61, bedacy zmienna
przegubows manipulatora. Predko$é katowa 6, = wuy jest drugim sterowaniem
dla manipulatora. O$ obrotu drugiego kota wyjsciowego OWy jest umieszczona
pod katem prostym w stosunku do osi ap.

Roéwnania kinematyki sa sformutowane w sposob rekurencyjny, poczawszy od
przegubu pierwszego, dlatego wprowadZzmy oznaczenie w; ; dla predkosci katowe;
i-tego kota wyjéciowego w j-tym przegubie. W pierwszym przegubie predkosé
katowa wy 1 kota OW; oraz predkos$¢ katowa ws 1 kota OW5 sa réwne

R R T

wl,l - _Qli COS 01, (,U271 = —Qli CcoS ( _ 01> .
7'01 TOQ 2

Po wyeliminowaniu predkoéci katowej kuli €2; rownania te przyjmuja postaé

rr rr .
wi,1 = — cos fhug, wo 1 = — sin Oy us.
ro, 7Oy
Jak wida¢, sterowanie i-tym przegubem wymaga zmiany dwéch wielkosci:

predkosci katowej kola wejsciowego IW w danym przegubie oraz predkosci katowe;
zmiennej przegubowej ;. Transmisja predkosci z przegubu o numerze (i — 1) do
kota wejsciowego w przegubie ¢ odbywa sie poprzez kolo OW1 przegubu o numerze
(i — 1) z pewnym wspdlczynnikiem przelozenia 1 ;

Pi = M,iWii-1-

Natomiast transmisja predkosci z przegubu o numerze (i — 1) do zmiennej prze-
gubowej 0; odbywa sie poprzez kotlo OWs w przegubie o numerze (i — 1) ze
wspolczynnikiem przelozenia réwnym 72 ;
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0; = N2 wai—1.

Majac podang regule rekurencyjna, mozna otrzymacé nastepujace réwnania kine-
matyki dla nieholonomicznego manipulatora o n przegubach (planarnego n-wa-
hadla)

0, = u, (2.10)
i—2

0; = aisin&i_chosHqu, i€{2,..,n}. (2.11)
j=1

Jak wynika z podanych réwnan, za pomoca dwoéch sterowan u; i ug mozna
sterowaé¢ wieloma przegubami nieholonomicznego manipulatora o ogniwach ro-
tacyjnych ze sprzeglami konstrukcji Nakamury, Chunga i Sgrdalena.

2.4. Uklady lancuchowe

Ograniczenia nieholonomiczne wystepuja w ruchu wielu uktadéw mechanicznych.
W dotychczas rozwazanych obiektach, tj. kotowych platformach mobilnych i ma-
nipulatorach z nieholonomicznymi sprzegtami, postaci kinematyki réznia sie. Mo-
zliwe jest jednak sprowadzenie wielu ograniczert do jednej z tzw. postaci normal-
nych. Sposréd postaci normalnych najczesciej stosowana jest postaé¢ tancuchowa.

Postaé¢ tancuchowa jest to posta¢ normalna, do ktérej mozna sprowadzié
nieholonomiczne ograniczenia kinematyczne wielu ukladéw mechanicznych, zwtasz-
cza uktadéw mobilnych. Mozliwo$¢ modelowania réwnan kinematyki kotowych
robotéw mobilnych w tzw. postaci jednotaiicuchowej pokazano w pracy [66], nato-
miast dla samochodu z wieloma przyczepami konwersje do postaci tancuchowej
przedstawiono w [83].

Posta¢ jednolancuchowa ukladu nieholonomicznego wydaje sie atrakcyjna,
poniewaz wiele uktadéw mobilnych, w tym dwie klasy kolowych platform mobil-
nych, mianowicie klasa (2,0) i (1, 1), a takze kinematyka manipulatora z nieholo-
nomicznym napedem, daja sie sprowadzi¢ do takiej postaci.

Uklad tancuchowy mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

1 = Ui,
To = Uz,
T3 = Toul,

:tn = Ip-1U1 (2.12)
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lub w réwnowaznej postaci bezdryfowego uktadu sterowania jako

T = g1(x)uy + gaua, (2.13)
gdzie
1 0
0 1
i) 0
gl pry xS s 92 pr 0 pry 62'
Tn—1 0

Dla uktadu (2.13) mozna obliczy¢ mala flage systemu

gO == {91792}7

gl = {917927 [92791] = 63}7

Go = {91,92,€3,[92, €3] = ea},
gn—2 = {917927 ey [927 en—l] = en}'

Wektor wzrostu ukladu taicuchowego wynosi (2,3,4,...,n), a stopieni nieholo-
nomicznosci jest réwny n— 2. Widaé, ze mata flaga uktadu taricuchowego rozpina
cala przestrzen stanu, a wiec uklad tancuchowy jest sterowalny.

2.4.1. Postac¢ lancuchowa dla nieholonomicznych
kotowych platform mobilnych

Jak wspomniano poprzednio, spo$réd nieholonomicznych kotowych platform mo-
bilnych jedynie dwie klasy mozna przeksztalci¢ do postaci laicuchowej. Sa to
klasy, ktorych réwnania kinematyki maja dwa wejscia sterujace: klasa (2,0)
i klasa (1,1).

Klasa (2,0), do ktérej zalicza sie najprostsza platforme mobilna, czyli tzw.
monocykl, ma nastepujace réwnania kinematyki

T cosf 0
gm=| 9y | =] sing 0 < v > (2.14)
0 0 1 «

gdzie v jest predkoscia liniowa, za$ w predkoscia katowa platformy. Aby powyzsze
réwnania przeksztalci¢ do postaci tancuchowej, nalezy zastosowaé globalny dyfeo-
morfizm
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zZ1 = (9,
z9g = —xcosh —ysinb,
z3 = —xsinf + ycosh

oraz statyczne sprzezenie zwrotne
uy = w,
Uy = —V—wzs.

Przeksztalcenie to pozwala na globalna transformacje réwnan kinematyki (2.14)
do postaci tanicuchowej

21 = u,
Zo = ug,
23 = 22U1.

Natomiast klasa (1,1) o kinematyce réwnej

T v,

y = tanfv,

: t

f = a]l“ﬁ v, (2.15)
B = w

po zastosowaniu lokalnej (| 6 |< 7/2,| § |< 7/2) zmiany wspélrzednych [65]
zZ1 = X,
tan 3

29 = ——

2 [cos26’
z3 = tan,
Z4 =Y

oraz zdefiniowaniu nowych wejsé

uy = v,
tan? 3 tan 0 1
v w
12 cos? 6 lcos2 3cos? 0

Ug =

przyjmuje posta¢ tancuchows

21 = ur,
Zo = Uz,
Z3 = 29u1,

Z4 = Z3uq.
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2.4.2. Postaé¢ lancuchowa dla manipulatoré6w nieholonomicznych

Aby sterowa¢ manipulatorem nieholonomicznym, nalezy przeksztalcié¢ jego kine-
matyke do postaci tancuchowej. Taki zabieg pozwala na uzycie wszystkich ist-
niejacych algorytméw sterowania dedykowanych uktadom laricuchowym, np. al-
gorytmu Jianga i Nijmeijera [33] gwarantujacego $ledzenie trajektorii, czy tez
algorytmu sterowania sinusoidalnego [66] przeprowadzajacego uktad do zadanego
stanu koncowego w okreslonym horyzoncie czasowym.

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do nieholonomicznego manipula-
tora typu tréjwahadlto, choé¢ prezentowana procedura, podana przez Sgrdalena
w pracy [68], moze by¢ uogélniona do manipulatora o n przegubach. Kine-
matyke nieholonomicznego tréjwahadla opisana réwnaniem (2.10) mozna przed-
stawi¢ nastepujaco

él = u,

Oy = azsinfiuy, (2.16)
fs = agsinfy cosHiuo,

¢ = cosbcosbrus,

gdzie ¢ jest orientacja kota OWq w drugim przegubie tréjwahadta. W pracy [68]
pokazano, ze nie jest mozliwe przeksztalcenie kinematyki niecholonomicznego ma-
nipulatora do postaci tanicuchowej, jezeli zmienna ¢ nie jest dodana do przestrzeni
stanu tréjwahadla, zlozonej z katéw g, = (01, 62, 03). Wspdlrzedne transformacji
z = h(¢,qr) 1 sprzezenie zwrotne v = F(¢, q,) zaproponowane w [68] sa lokalne

(obowiazuja jedynie dla 0; € (=5, 5),7 = 1,2) i moga by¢ zdefiniowane jako
1 = ¢7
_ tan 01
z2 = Q2a3 cos3 01’ (217)
z3 = agtanfs,
24 = 937
z nowymi wejsciami
1 = cosbycosbus,
2 .
_ ul sin“ 01 sin f2us
V2 = Q203 (0052 01 cos3 02 + 3az cos 01 cos? 05 )

Kinematyka nieholonomicznego tréjwahadta przedstawiona w postaci taricuchowej
przyjmuje wowczas postaé

2.;1 = U,
z9 = la, (2 18)
23 = z2l1,

24 = Zz3l7.
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Jak widaé, zar6wno kinematyka manipulatora z nieholonomicznymi sprzegtami,
jak i kinematyka wybranych klas kotowych platform mobilnych, dadza sie prze-
ksztalci¢ lokalnie lub globalnie do postaci fancuchowej.



3. Modelowanie
nieholonomicznych
manipulatoré6w mobilnych

Kinematyka nieholonomicznych uktadéw robotycznych przedstawiona w poprzed-
nim rozdziale opisuje sposéb, w jaki zmienne stanu zaleza wzajemnie od siebie;
innymi stowy, przez kinematyke rozumie sie rownania ograniczen. W sterowa-
niu kinematyka zaklada sie, ze mozliwa jest bezposrednia zmiana predkosci, tak
aby realizowana byta pewna trajektoria ukladu. W rzeczywistosci jednak zmiane
stanu ukladu mozna uzyskaé jedynie poprzez sterowanie silnikami (elektrycznymi,
pneumatycznymi lub hydraulicznymi), ktére przenosza momenty sit lub sity w ele-
mentach mechanicznych robota. Réwnania opisujace zachowanie (ruch) uktadu
w odpowiedzi na sygnaly pochodzace z napedow bedziemy nazywali dynamika
uktadu.

Istnieje wiele metod otrzymywania réwnan dynamiki uktadu mechanicznego,
spoérod ktérych formalizm Hamiltona i formalizm Lagrange’a znalazty najwieksze
zastosowanie w robotyce. Roéwnania Hamiltona ciesza si¢ duza popularnoscia
[4], [22], gdyz wychodzac z rowazan energetycznych, pozwalaja w prosty sposéb
uzyskiwaé¢ nowe algorytmy sterowania, przede wszystkim algorytmy dysypatywne
wykorzystujace pojecie biernosci uktadu [81], [87]. Z kolei formalizm Lagrange’a
ma pewne zalety, dzieki ktérym jest czesto spotykany w zastosowaniach roboty-
cznych [36], [48]. Wynika to z kilku przestanek. Po pierwsze, wspélrzednymi
uktadu sa polozenia i predkosci uogdlnione, ktére sa bardziej intuicyjne, niz
pojecie pedéw uogdlnionych stosowane w formalizmie Hamiltona. Po drugie,
réwnania Lagrange’a pozwalaja na wykorzystanie pewnych strukturalnych wia-
Sciwosci modelu dynamiki. Do wyprowadzenia réwnan dynamiki uktadu z ogra-
niczeniami nieholonomicznymi nalezy zastosowaé zasade d’Alemberta.

Nalezy réwniez wspomnieé o jeszcze jednym podejéciu do otrzymywania row-
nan ruchu uktadéw z ograniczeniami, zwanym mechanika wakonomiczna. Takie
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podejscie zostalo zaproponowane przez Kozlova w pracy [35]. Rézni sie ono
od klasycznej mechaniki nieholonomicznej sposobem uwzglednienia ograniczen
w ruchu. W podejsciu wakonomicznym ruch uktadu mechanicznego z ogranicze-
niami jest rozwazany jako standardowy problem wariacyjny, a réwnania ruchu
otrzymuje sie z rachunku wariacyjnego przy zalozeniu, ze w funkcjonale nalezy
uwzglednié¢ ograniczenia nalozone na system. Poréwnujac metode wakonomiczna
i zasade d’Alemberta, mozna zauwazy¢, ze dla uktadéw nieholonomicznych obie
metody daja rézne rownania ruchu. Réwnania te pokrywaja sie dla uktadow holo-
nomicznych. Warto podkresli¢, ze weryfikacja eksperymentalna réwnan ruchu
otrzymywanych obiema metodami wykazuje zgodnosé trajektorii ruchu otrzy-
manych z zasady d’Alemberta z wynikami praktycznie przeprowadzonych ekspery-
mentéw [41], co przesadza o zastosowaniu tej wlasnie metody do celéw modelo-
wania ruchu uktadéw nieholonomicznych.

Znajomosé modelu dynamiki nieliniowego ukladu sterowania, jakim jest nie-
holonomiczny manipulator mobilny, ma decydujacy wplyw na jakos¢ realizo-
wanych zadan. Przy nieznanym modelu opisujacym zachowanie sterowanego
uktadu nieliniowego nie jest mozliwa stabilizacja systemu, a realizowane trajekto-
rie lub Sciezki sa obarczone duzym bledem w stosunku do trajektorii lub Sciezek
zadanych. Jesli wiec chcemy zastosowaé algorytm sterowania zapewniajacy po-
prawne dziatanie systemu i wysoka jakos¢ realizowanych zadan, np. poprzez
osiagniecie duzej doktadnosci pozycjonowania, niezbedne staje sie¢ poznanie mo-
delu dynamiki rozwazanego nieholonomicznego ukiadu sterowania.

3.1. Zasada d’Alemberta

Rozwazmy uklad mechaniczny, ktérego zachowanie jest opisane przez uogoélnione
wspélrzedne ¢ € R"™ i predkosci ¢ € R"™, spelniajace | (I < n) niezaleznych
ograniczen fazowych, majacych posta¢ Pfaffa

Alg)q = 0. (3.1)

Ograniczenia oddzialuja na system poprzez sity wiezéw o takiej postaci, aby
réwnania byly zawsze spelnione. D’Alembert przedstawil swoja zasade w postaci
formuty:

Sity wiezow F, wymuszajgce spetnienie ograniczen nieholonomicznych,
nie wykonujq pracy na dopuszczalnych trajektoriach uktadu.

W mysl powyzszej zasady zachodzi nastepujaca zaleznosé

FTdg=o0. (3.2)
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7 kolei rownanie ograniczen Pfaffa mozna przedstawi¢ w rownowaznej postaci
jako
A(q)dq = 0. (3.3)

Z réwnan (3.3) i (3.2) wynika, ze FT musi byé kombinacja liniowa kolumn
macierzy A(q), a wiec zachodzi zwiazek

FT=)TA(q) —  F=AT(gA

gdzie A € R! jest wektorem mnoznikéw Lagrange’a.

Aby otrzymaé réwnania dynamiki uktadu z ograniczeniami (3.1), nalezy naj-
pierw zdefiniowaé lagranzian dla ukladu swobodnego, a wiec bez ograniczen fa-
zowych

L(g,q) = K(q,49) — V(q), (3.4)

przy czym poszczegdlne symbole maja nastepujacy sens fizyczny:

K(q,q) = %QTQ(q)q — energia kinetyczna ukladu swobodnego,

V(q) — energia potencjalna uktadu swobodnego.

Réwnania ruchu dla uktadu z ograniczeniami nieholonomicznymi otrzymuje sie
z zasady d’Alemberta, czyli z uwzglednieniem sit przyczepnosci F', co prowadzi
do réwnan postaci

d oL OL

——— — = = AT\ 3.5

R0 (35)
Jezeli natomiast na pewne wspotrzedne ukladu oddziatuja uogélnione sity zewne-
trzne 7, to réwnania ruchu (3.5) przyjmuja postaé¢ zmodyfikowana

d oL OL
—— - = =AT(¢)\+B 3.6
203 9 (@ + B(g), (3.6)
gdzie:
T € R™ — wektor uogdlnionych sit zewnetrznych, m =n — 1,
B(q) — macierz wejsciowa n X m.

3.2. Model dynamiki we wspolrzednych uogdlnionych

Przed przystapieniem do wyprowadzenia réownan dynamiki nieholonomicznego
manipulatora mobilnego przyjmijmy nastepujace zalozenia:
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1. Holonomiczny manipulator ma bezposrednie napedy dla wszystkich stopni
swobody.

2. Liczba napedéw dla nieholonomicznej platformy jest réwna n — [.

3. Réwnania ruchu manipulatora mobilnego obejmuja model dynamiki oraz
réwnanie ograniczen nieholonomicznych, natomiast nie wymagaja réwnan
wyjscia opisujacych wspoétrzedne chwytaka. Wynika to z faktu, ze zaklada
sie, iz zadanie sformulowane w przestrzeni zewnetrznej moze byé¢ prze-
ksztalcone do przestrzeni wewnetrznej (przegubowej) ramienia manipula-
tora.

Przy takich zalozeniach, korzystajac z postaci funkcji Lagrange’a (3.4) i postaci
ograniczen (3.1), mozna wyrazi¢ réwnania dynamiki uktadu nieholonomicznego
(3.6) we wspélrzednych uogdlnionych jako

Q(q)i+ C(q,4)q + D(q) = AT(q@)A + B(q)T, (3.7)

gdzie poszczegdlne elementy modelu oznaczaja:
Q(q) — symetryczna, dodatnio okreslona macierz inercji rozmiaru n x n,

C(q, ¢) — macierz sit Coriolisa i sil od$rodkowych

10 .

Clavi) = 5Qa) ~ 5 5 (@),

D(q) — wektor oddzialywan potencjalnych, najczesciej wektor sit grawitacji.

Wektor A € R!, nazywany wektorem mnoznikéw Lagrange’a, jest najtrudniejsza
do okreslenia czes$cia modelu, przy czym model we wspélrzednych uogdlnionych
wymaga znalezienia jawnej postaci tych wyrazen. Mnozniki Lagrange’a A mozna
obliczy¢ rozwiazujac réwnania (3.1), (3.7) i wiedzac, ze w kierunkach zabro-
nionych przez ograniczenia nie moze pojawi¢ sie ruch, czyli ze réwnanie (3.1)
obowiazuje w kazdej chwili czasu. Uzywajac réwnania (3.7) i rézniczkujac po
czasie réwnanie ograniczen (3.1), otrzymujemy

i=Q(a)" (~Cla,d)i - D(g) + A"(9)A + Br),

A(q)i+ A(q)g = 0.

Po wstawieniu pierwszego rownania do drugiego i pogrupowaniu wyrazen dosta-
jemy formule okreslajaca posta¢ mnoznikéw Lagrange’a jako
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(AQ™'AT) A= AQ™ (Cq+ D — Br) + Aq,

przy czym macierz stojaca przed wektorem mnoznikéw Lagrange’a jest macierza
pelego rzedu, jesli ograniczenia sa niezalezne.

Widaé, ze mnozniki Lagrange’a sa funkcjami uogdélnionych potozen ¢ i pred-
kosci ¢, a takze uzytych sterowan 7, co dodatkowo utrudnia ich obliczenie [36].
Ponadto model dynamiki we wspéhrzednych uogélnionych ma znacznie mniej
sterowan, niz wynosi wymiar przestrzeni stanu gq.

3.2.1. Model manipulatora mobilnego (nh,h) we wspélrzednych
uogolnionych

Niech wektor wspolrzednych uogdlnionych manipulatora mobilnego bedzie ozna-
czony jako ¢ = (qL,q¢")T, gdzie ¢, oznacza wektor wspéhrzednych platformy mo-
bilnej, a g, to wektor wspétrzednych przegubowych manipulatora. Przy zalozeniu
jednorodno$ci koél, energia potencjalna platformy mobilnej poruszajacej sie po
plaszczyznie ekwipotencjalnej jest stala, nie wplywa zatem na réwnania ruchu
ukladu. Przy takim zalozeniu funkcja Lagrange’a dla manipulatora mobilnego
jest rowna

L(Q»Q) = Km(‘]ma Qm) + Kr(‘]a Q) - V;“(q)a (3'8)

gdzie:

K (Gmsy Gm) = %qﬁ@m(qm)qm — energia kinetyczna platformy mobilnej,

K,.(g,9) = %qTQT(q)q — energia kinetyczna manipulatora,

V,(q) — energia potencjalna manipulatora.

Energia kinetyczna manipulatora zalezy zaré6wno od wspétrzednych przegubowych
qr ramienia manipulacyjnego, jak i od wspoélrzednych platformy mobilnej, na
ktorej zamontowano manipulator. Wynika to z faktu, ze energia kinetyczna ma-
nipulatora jest wyrazana wzgledem nieruchomego uktadu globalnego, a wiec ma-
nipulator moze by¢ rozwazany jako uktad dotaczony do czesci mobilnej. Z kolei
réwnania ograniczen (3.1) w manipulatorze mobilnym (nh, h) odnosza sie jedynie
do wspétrzednych platformy mobilnej, jednak wplywaja na zachowanie calego
uktadu.

Wstawmy wyrazenie na funkcje Lagrange’a (3.8) do réwnan dynamiki (3.7)
otrzymanych z zasady d’Alemberta. Roéwnania dynamiki manipulatora mobil-
nego typu (nh, h) przyjma wéwczas postaé
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Q11 Q2 Gm
Q21 Q22]<d7‘ )+

Crni1 0 im 0\ | ATX B 0 Tm
+00]<4T+D_0+01 5 ) B9
gdzie
Qr = gn 812 ] macierz bezwladnosci manipulatora,
21 (22
Qm = [ @mu1 ] macierz bezwladnosci platformy,
o 11 012 . 0 T PR , .
C, = C — macierz sit Coriolisa i sit odsrodkowych manipulatora,
Co1 Cx
Chn = l CTSH 0 ] macierz sit Coriolisa i sit odérodkowych platformy,
D= —86—‘2 — wektor grawitacji manipulatora,

Tm — wektor sterowan dla platformy,
7 — wektor sterowan dla manipulatora.

3.2.2. Model manipulatora mobilnego (nh,nh) we wspélrzednych
uogolnionych

Ograniczenia nieholonomiczne natozone na ruch manipulatora mobilnego (nh, nh)
sa niecatkowalne, dlatego do wyprowadzenia réwnan dynamiki nalezy zastosowaé
zasade d’Alemberta. Takie postepowanie prowadzi do réwnan postaci

Q(a)i+ C(g:4)d + D(q) = An1(gm) M + A21(gr) A2 + B(q)T, (3.10)

gdzie:
Q(q) = Qr(q) + Qm(gm) — macierz bezwladnos$ci manipulatora mobilnego,
C(q,49) = Cr(q,4) + Cn(gm, dm) — macierz sit Coriolisa i sit odsrodkowych ma-
nipulatora mobilnego,
D(q) — wektor grawitacji,
A;1 — macierz ograniczen Pfaffa dla i-tego podsystemu,
Ai — wektor mnoznikéw Lagrange’a dla i-tego podsystemu,
B(q) — macierz wejsciowa,
7 — wektor sterowan.
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Widaé, ze ograniczenia sa nalozone na ruch kazdego z podsysteméw z osobna.
Macierze A11(gm) 1 A21(gr) sa macierzami ograniczen Pfaffa odpowiednio dla
platformy i manipulatora, natomiast B(q) jest macierza wejsciowa uktadu

A11(gm) = [ AlTE)qm) ] . Aoi(qr) = [ Ag(zqr) ] , Blg) = [ Bll(()Qm) BzS(Q) ] '

Podmacierze B11(gm) i Ba2(q) opisuja, ktére wspétrzedne platformy i manipula-
tora sa bezposrednio napedzane przez silniki.

3.3. Model dynamiki we wspoéirzednych pomocniczych

Jak pokazano w poprzednim podrozdziale, model dynamiki wyrazony we wspot-
rzednych uogoélnionych zawsze wymaga obliczenia mnoznikéw Lagrange’a A. Jed-
nak do celow sterowania nie jest to niezbedne. W rozdziale 2.1 wykazano, ze
nieholonomiczne réwnania ograniczen Pfaffa mozna wyrazi¢ w réwnowaznej po-
staci bezdryfowego ukladu sterowania (2.2) jako kombinacje wektoréw rozpina-
jacych jadro macierzy Pfaffa

q=G(q)n- (3.11)

Zmienne 7, majace sens predkosci, bedziemy nazywaé za d’Andrea-Novel, Basti-
nem i Campionem [6], [16] predkosciami pomocniczymi uktadu nieholonomicznego,
a zmienne (7, ¢,) bedziemy nazywali wspéhlrzednymi pomocniczymi.

W dalszej czesci rozdziatu pokazemy, jaka posta¢ beda mialy réwnania ruchu
nieholonomicznych manipulatoréw wyrazone we wspétrzednych pomocniczych.

3.3.1. Model manipulatora mobilnego (nh,h) we wspélrzednych
pomocniczych

Jak pokazano w podrozdziale 3.2.1, réwnania dynamiki manipulatora mobilnego
typu (nh,h) wyrazone we wspéhrzednych uogélnionych przyjmuja postaé (3.9)
z ograniczeniami rownymi

A(Qm)‘]m = 0.
Ograniczenia Pfaffa mozna zapisaé¢ jako bezdryfowy uklad sterowania w nastepu-
jacej postaci

Gm = G(qm)n- (3.12)

W réwnaniach dynamiki mozna wéwczas wyeliminowaé wyraz zawierajacy mnoz-
niki Lagrange’a poprzez lewostronne przemnozenie rownan platformy mobilnej
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(pierwszego wiersza macierzowych réwnan (3.9)) przez macierz G7 (gy,). Otrzy-

mujemy wtedy
L GTQmG 0 1
Gr 0 0 Gr

[GTQllG GTQ1o
GTONG + GTQ1G GTO ] ( 1 )

QG Q22
+ .
Q211G + Cn G Cao

GTC,G+GTQ,,G 0 ) (0 GTBr,,
0 0 Gr D | T

lub po pogrupowaniu wyrazen

[GT(QH—FQm)G G Q1 ] ( n >

_l’_

QG Q22 Gr

+

GT(Cn + Cm)G + GT(Qu1+ Q)G GTCyy 7
Q211G+ CnG Ca2 Gr

+<B>=[GZB ?](Tg) (3.13)

Z réwnan (3.13) wynika, ze w modelu wyrazonym za pomoca wspdhrzednych po-
mocniczych nie tylko znikaja mnozniki Lagrange’a, ale takze wymiar zmiennych
(n,qr) jest réwny liczbie sterowan (7, 7).

3.3.2. Model manipulatora mobilnego (nh,nh) we wspéirzednych
pomocniczych

W przypadku manipulatora mobilnego (nh,nh) ograniczenia nieholonomiczne sa
nalozone niezaleznie na ruch kazdego z podsysteméw skladowych. Przyjmuja one
wtedy postaé

Al(Qm)dm =0, AQ(QT)QT =0,

przy czym Ajp jest macierza Pfaffa dla platformy, natomiast As jest macierza
Pfaffa dla manipulatora. Kazda grupe ograniczen Pfaffa mozna wyrazi¢ jako
bezdryfowy uktad sterowania i opisa¢ za pomoca jednego rownania kinematyki
w nastepujacy sposob

(5)[5 8w ee(2) o
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gdzie ( jest wektorem predkosci pomocniczych dla obu podsysteméw. Po pod-
stawieniu réwnania (3.14) do modelu dynamiki (3.10) wyrazonego we wspoirzed-
nych uogélnionych otrzymujemy

Q*(+C*(+ D" =B'r (3.15)

z elementami zdefiniowanymi nastepujaco
Q*=6TQe, " =G6GTQG+cG), D*=G'D, B*=GTB.

Roéwnanie (3.15) opisuje dynamike podwdjnie nieholonomicznego manipulatora
mobilnego wyrazona we wspolrzednych pomocniczych. Podobnie jak dla mani-
pulatora typu (nh,h), znikaja w nim mnozniki Lagrange’a i dynamika staje sie
w pelni sterowana.

3.4. Model dynamiki we wspoélrzednych
linearyzujacych

Jak wspomniano w poprzednich podrozdzialach, zazwyczaj modele opisujace za-
chowanie nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych wyrazane sa we wspoél-
rzednych uogdlnionych badz pomocniczych. Dla kolowych robotéw mobilnych,
do ktérych naleza platformy jezdne manipulatoréw mobilnych, istnieje réwniez
mozliwo$¢ wybrania innych wspétrzednych pochodzacych z teorii linearyzacji,
tzw. wspolrzednych linearyzujocych. Wspotrzedne te zostaly wprowadzone po
raz pierwszy w pracy [6], w ktdrej pokazano, ze sposréd nieholonomicznych
kotowych platform mobilnych tylko klasa (3,0) daje sie w pei zlinearyzowaé
statycznie, natomiast dla pozostatych klas kotowych platform mobilnych jest
mozliwa wylacznie czesciowa statyczna linearyzacja w przestrzeni stanu (chodzi
o linearyzacje przez sprzezenie zwrotne). Ponadto pokazano, ze liczba wspdhrzed-
nych, ktére moga zostaé¢ zlinearyzowane w sposob statyczny, jest réwna wymia-
rowi dostepnych sterowan w bezdryfowym uktadzie sterowania.

Aby uzyskaé¢ linearyzacje statyczna réwnan kinematyki platformy mobilnej,
dla wspotrzednych platformy wprowadzmy lokalny dyfeomorfizm przestrzeni stanu

&1 h(gm) € R™
= = @ m) = n—m .
: (52 @) =\ k(gn) € R
Pierwsza grupa wspoéhrzednych h(g,,) € R™ nosi nazwe wyjsé linearyzujacych

(funkcji linearyzujacych). Sposéb wyboru tych zmiennych dla wszystkich klas
kotowych robotéw mobilnych mozna znalezé w pracy [8]. Zmienne te zazwyczaj
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opisuja polozenie pewnego punktu w obrebie robota, nie obejmuja one natomiast
orientacji platformy.

Druga grupa wspéhrzednych k(g,,) € R"~" sa zmienne wybrane w taki sposéb,
aby transformacja ®(g,,) byla lokalnym dyfeomorfizmem. Te zmienne, bedace
w istocie niezlinearyzowanymi wspolrzednymi uktadu, obejmuja orientacje plat-
formy mobilne;j.

Wyrazmy teraz réwnania kinematyki za pomoca nowych wspétrzednych

_ b, oh

= 1
Gm = 5 (3.16)

Macierz wiazaca wspélrzedne pomocnicze 7 ze wspdtrzednymi linearyzujacymi &;

on ]1 (3.17)

R(g) - |:aqﬂ’LG g=d-1(¢)

jest kwadratowa, jej odwrotnos$¢ za$ istnieje, gdy spelniony jest warunek regu-
larnosci

det R(€) # 0.

Wspétrzedne punktéw w obrebie platformy, dla ktérych warunki regularnosci nie
sg spelnione, nie moga zosta¢ wybrane jako wyjscia linearyzujace, np. dla klasy
(2,0) nie mozna zlinearyzowaé wspéhrzednych polozenia punktéw lezacych na osi
laczacej kota.

Nastepnie obliczamy

: ok . Ok ok . .
o= F—Gm = @GU = aqimGRfl = 52(5)51- (3-18)

Ostatecznie kinematyka platformy mobilnej przyjmuje postaé

()14
& ) | S2() o

gdzie
v o= R,
ok
(9 = [5.0] . 7O (3.19)

Dla modelu kotowego robota mobilnego wyrazonego we wspotrzednych linearyzu-
jacych réwnanie (3.18) jest réwnaniem ograniczen (kinematyka).
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3.4.1. Model manipulatora mobilnego (nh,h) we wspélrzednych
linearyzujacych

Dla manipulatoréw mobilnych z ograniczeniami nieholonomicznymi cze$ciowa li-
nearyzacja modeli nie byta dotychczas rozwazana w literaturze, mozna natomiast
uzyskaé¢ model manipulatora mobilnego (nh, h) wyrazony za pomoca wspéhrzed-
nych linearyzujacych w czesci opisujacej platforme. Taki model bedzie miat
postaé

RTGT(Q11 + Qm)GR RTGTQ12 &
Q21GR Q22 Gr

+

RTGT[(C11 + Cp)GR+ (Qu1 + Qm)(GR+ GR)] RTGTCyy | [ &
C21GR + Q21 (GR + GR) Coo Gr

()= () e

przy czym kinematyka platformy w tych wspdirzednych jest dana réwnaniem
(3.18)

& = Salgu—sr( &1

opisujacym zwiazek pomiedzy wyjsciami linearyzujacymi a zmiennymi niezli-
nearyzowanymi w ukladzie.

W praktyce przydatnos¢ modelu wyrazonego we wspdtrzednych linearyzuja-
cych w czesci dotyczacej platformy jest niewielka. Jest to konsekwencja braku
mozliwoséci wybrania lacznie polozenia i orientacji platformy jako wyjéé¢ lineary-
zujacych. Wskutek tego platforma mobilna moze realizowaé trajektorie, ktore
beda niedopuszczalne z punktu widzenia zadan realizowanych przez manipulator
mobilny, np. moze wjecha¢ na zadana trajektorie tylem, co uniemozliwi ramieniu
manipulacyjnemu wykonanie zadania okreslonego dla tego podsystemu.

3.4.2. Model manipulatora mobilnego (nh,nh) we wspélrzednych
linearyzujacych

Jak wspomniano w poprzednim podrozdziale, czesciowa linearyzacja modeli nie-
holonomicznych manipulatoréw mobilnych, a zwlaszcza nieholonomicznych ma-
nipulatoréw, nie byla przedmiotem badan w literaturze. Mozna jednak przed-
stawi¢ ogélna postaé¢ dynamiki manipulatora mobilnego (nh,nh) z réwnaniami
ograniczen platformy wyrazonymi we wspéirzednych linearyzujacych
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RTGT(Qu1 + Qm)GiR RTGTQ12G &
GIQuGiR GTQ2Gs U

N RIGT[(C114Cy) G1RH(Q11+Qm ) (G1 R+G1 R))] RTGIT(Q12G2+012G2)K & )

GTQ2(G1R + G1R) + C1 G R] GT(Qa2Ga + CGo) U

0 RTGTB 0 Tin
+<G§D>_[ 0 G{](n)' (3.21)

Warto przypomnieé, ze kinematyka (réwnanie ograniczen nieholonomicznych) dla
platformy jest opisana réwnaniem (3.18).

3.5. Podsumowanie

Jak wielokrotnie wspominano w tym rozdziale, znajomo$¢ modelu dynamiki nie-
holonomicznych manipulatoréw mobilnych pozwala na uzyskanie algorytméw
sterowania o wysokiej jakosci. Zastosowanie zasady d’Alemberta prowadzi do
uzyskania réwnan opisujacych zachowanie rozwazanych obiektéw robotycznych,
jednak w zaleznosci od wybranych zmiennych stanu uzyskiwane sa roézne typy
modeli. Warto rozwazy¢ przydatnosé poszcezegélnych modeli do celéw sterowania
manipulatorami mobilnymi.

Model dynamiki wyrazony we wspétrzednych uogdlnionych cechuje sie bardzo
duza liczba zmiennych stanu, z reguly duzo wieksza, niz wynosi liczba dostepnych
sterowan. Wplywa to na duza zlozonos$¢ obliczeniowa projektowanych algo-
rytméw sterowania, nawet w przypadku algorytméw wymagajacych tylko czes-
ciowej znajomosci modelu. Kolejna wada tego modelu jest konieczno$é obliczenia
sit przyczepnosci, a w konsekwencji jawnej postaci mnoznikéw Lagrange’a, ktore
zaleza nie tylko od czasu i zmiennych stanu, ale réwniez od uzytego sterowania.
Wspomniane cechy powoduja, ze model wyrazony we wspdlrzednych uogdlnionych
nie jest na ogdl stosowany do celéw sterowania.

Najczesciej spotykanym w literaturze modelem jest model dynamiki wyrazony
we wspotrzednych pomocniczych. Cechuje sie on mniejsza ztozonoscia obliczenio-
wa ze wzgledu na zredukowany wymiar przestrzeni stanu — liczba wspolrzed-
nych pomocniczych jest réwna liczbie predkosci pomocniczych platformy i licz-
bie dostepnych sterowan manipulatora. Ponadto wybér wspdlrzednych pomoc-
niczych powoduje, ze w modelu nie wystepuja mnozniki Lagrange’a. W tym
modelu pojawia sie jednak pewna trudnosé¢, mianowicie réwnania ograniczen



3.5. Podsumowanie 37

(kinematyka) wyrazone w postaci bezdryfowego ukladu sterowania wymagaja
sygnaléw sterujacych, ktére w sensie fizycznym sa predkosciami.

Kolejny model rozwazany w niniejszym rozdziale to model z czeSciowo zli-
nearyzowanymi réwnaniami platformy. W odniesieniu do platform mobilnych
traktowanych jako samodzielne urzadzenia transportowe wyboér wspolrzednych
linearyzujacych, majacych na ogdt sens wspélrzednych polozenia pewnego punktu
nalezacego do platformy, jest intuicyjny, gdyz utatwia sterowanie systemem. W ta-
kim wypadku przynalezno$¢ orientacji uktadu do zmiennych niezlinearyzowanych
nie odgrywa istotnej roli, poniewaz podczas transportu nie jest wazne czy plat-
forma wjedzie na przyklad na zadana trajektorie przodem, czy tez tylem. Nato-
miast z inng sytuacja mamy do czynienia przy sterowaniu manipulatorami mo-
bilnymi. Poniewaz manipulator moze by¢ umieszczony w réznych miejscach na
platformie mobilnej, wiec mozliwos¢ sterowania orientacja platformy odgrywa
kluczowa role podczas realizacji zadan manipulatora. To decyduje o ograniczonej
przydatnosci modelu wyrazonego we wspdlrzednych linearyzujacych do sterowa-
nia nieholonomicznymi manipulatorami mobilnymi.

Podsumowujac rozwazania na temat modeli nieholonomicznych manipula-
torow mobilnych, nalezy wspomnieé, ze model dynamiki takiego ztozonego obiektu
robotycznego, wyrazony w ktérychkolwiek z wymienionych wspoélrzednych, posia-
da pewne szczegdlne wlasnosci, ktére nie obowiazywatly dla podsystemow sktado-
wych rozwazanych oddzielnie:

e Dla manipulatora mobilnego na kolowej platformie mobilnej nie zachodzi
skosna symetria [22] dla macierzy Q—2C. Jedli algorytm sterowania wymaga
skosnej symetrii, to staje sie niezbedne wprowadzenie pewnej niezerowej
macierzy korekcji Ci spetiajacej warunek

Q= (C+Ck)+(C+Cr)T, Cx #0. (3.22)

Poniewaz dowolna macierz spehiajaca réwnanie (3.22) moze by¢ macierza
korekcji, wiec najczesciej wyznacza sie symetryczna macierz C'x ze wzoru

Cx =CFL = % {@-(+ch}. (3.23)

e Nie mozna jednoznacznie zdefiniowa¢ niektérych rozwiazan, na przykiad
zadana trajektoria lub Sciezka moze by¢ zrealizowana poprzez ruch tylko
jednego podsystemu (samej platformy lub samego ramienia manipulacyjne-
go) lub jako skoordynowany ruch obu podsysteméw rozpatrywanych tacznie.
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o Istnieja duze wzajemne interakcje dynamiczne — wlaczenie sterowania tylko
w jednym podsystemie powoduje ruch réwniez drugiego podsystemu ma-
nipulatora mobilnego.

Warto zwroéci¢ uwage na fakt, ze ograniczenia nieholonomiczne pojawiajace sie
w ruchu tylko jednego podsystemu wplywaja na zachowanie catego uktadu i musza
zosta¢ uwzglednione w modelu dynamiki uktadu zlozonego.



4. Sformulowanie problemu
sterowania

Rozwazmy zadanie, jakim jest znalezienie algorytmu sterowania dla nieholo-
nomicznego manipulatora mobilnego, gwarantujacego prawidlowa kooperacje po-
miedzy platforma mobilna a sztywnym manipulatorem zamontowanym na tej
platformie. Jak wspomniano w rozdziale 1, manipulator mobilny zbudowany
jest ze sztywnego ramienia manipulacyjnego, ktére ma realizowaé zadanie, oraz
platformy mobilnej, ktorej rola sprowadza sie do operacji transportowych, czyli
przemieszczenia manipulatora w znacznie wiekszej przestrzeni roboczej, niz mia-
loby to miejsce w przypadku manipulatora o nieruchomej podstawie. Takie
potaczenie dwdch strukturalnie réznych systeméw mechanicznych powoduje pow-
stanie kilku probleméw podczas sterowania. Jednym z nich jest wielo$é¢ rozwiazan
realizowanego zadania, gdyz czesto w praktyce zadanie moze by¢ zrealizowane
np. poprzez ruch samego manipulatora, ruch samej platformy lub jednoczesne
przemieszczanie obu podsystemoéw [85], [86]. W dalszej czesci pracy przyjeto
zalozenie, ze zadanie dla manipulatora mobilnego mozna zdekomponowaé na
niezalezne zadania dla podsystemoéw [91], [92]:

Kazdy podsystem ma realizowaé¢ odrebne zadanie polegajace na osia-
gnieciu zadanej konfiguracji gg, sledzeniu pewnej Sciezki gq(s) (krzy-
wej w przestrzeni) lub trajektorii gq(t) (krzywej sparametryzowanej
czasem). Jesli zadanie polega na $ledzeniu Sciezki lub trajektorii, to
zaklada sie, ze Sciezka lub trajektoria musi by¢ dopuszczalna, czyli
mozliwa do realizacji przez uklad przy nalozonych na niego ograni-
czeniach.

Innym problemem wynikajacym z zastosowania manipulatora mobilnego za-
miast manipulatora stacjonarnego jest konieczno$é¢ zapewnienia prawidtowej orien-
tacji platformy mobilnej. W operacjach transportowych, do ktérych uzywa sie
kolowych woézkéw mobilnych, zazwyczaj nie jest istotna orientacja platformy,
lecz jej polozenie. Jesli platforma dojedzie do zadanego punktu nieprawidiowo
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zorientowana, np. tylem, na ogdl nie wplywa to na sposéb realizacji jej zada-
nia, czyli mozliwos¢ zatadunku lub roztadunku. Dlatego stosowanie kolowych
platform mobilnych czesto nie wymaga sterowania ich orientacja. Z inna sytu-
acja mamy jednak do czynienia w przypadku manipulatoréw mobilnych, np. gdy
manipulator nie moze zmieni¢ swojej orientacji wzgledem platformy. Realiza-
cja zadania przez podsystem manipulatora zalezy wéwczas wprost od mozliwoéci
sterowania orientacja platformy mobilnej. 7Z punktu widzenia projektowanych
algorytméw sterowania oznacza to konieczno$é¢ sterowania nie tylko polozeniem
platformy, lecz takze jej orientacja. Jest to tzw. sterowanie posturq kolowej
platformy mobilnej [8], co wymaga uzycia znacznie bardziej wyszukanych algo-
rytmow sterowania kinematyka, niz w przypadku sterowania uwzgledniajacego
jedynie potozenie platformy.

Przy projektowaniu sterowania dla nieholonomicznego manipulatora mobil-
nego nalezy zwrdéci¢ uwage na fakt, iz kompletny opis takiego uktadu, zawierajacy
zaréwno réwnania ograniczenn nieholonomicznych, jak i rownania dynamiki, np.
dla manipulatora typu (nh,nh)

¢ = G(q)¢,
Q(q)¢ + C(g,d)¢ + D(q) = B(q)r,

ma budowe kaskadowa. Do poszukiwania algorytméw sterowania dla ukladow
kaskadowych stuzy metoda zaproponowana w pracy [38], nazywana algorytmem
catkowania wstecznego (z ang. backstepping). Metoda ta, ktdrej istote przedsta-
wiono ponizej, prowadzi do specjalnej struktury uktadu sterowania, a mianowicie
podziatu sterownika na dwie réwnolegle realizowane i wspdlpracujace ze soba
czescei:

e sterownik kinematyczny,

e sterownik dynamiczny.

Sposéb realizacji powyzszych uktadéw sterowania przedstawiono w dalszej czedci
rozdziahu.

4.1. Algorytm catkowania wstecznego

Rozwazmy uktad dynamiczny o strukturze kaskadowej

1 = fi(x1) + g1(z1)w2,
o = fa(z1,22) + g2(x1, x2)x3, (4.1)

':bn = fn(xla*u;mn)+gn(x1,...,f1:n)’u.
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Uktad kaskadowy cechuje sie tym, ze poszczegdlne podsystemy mozna potrak-
towaé oddzielnie, czyli w i-tym podsystemie funkcje f; i g; nie moga zalezeé¢ od
zmiennych z; dla j > 4 + 1, natomiast zmienne o wyzszych numerach, niebe-
dace zmiennymi stanu tych podsystemoéw, moga odgrywaé role sterowan, o ile
wyrazenia g; beda odwracalne. Algorytm catkowania wstecznego polega na za-
projektowaniu sterownika dla ukladu (4.1) w sposéb rekurencyjny, poprzez po-
traktowanie pewnych zmiennych jako ,wirtualnych wej$é¢”, i zaproponowaniu dla
nich sterowan stabilizujacych zmienne x; w zerze.

Aby pokazaé sposéb dziatania algorytmu calkowania wstecznego, rozwazmy
pierwszy podsystem ukladu (4.1) dany réwnaniem

&1 = fi(w1) + g1(z1)7e. (4.2)

Zalézmy, ze zmienna xo, niebedaca zmienng stanu tego uktadu, spetia role
sterowania. W celu ustabilizowania ukladu (4.2) wybierzmy nastepujaca funkcje
Lapunowa

1
Vi(zy) = §$1T$1 (4.3)

Niech o = «j(x1) bedzie funkcja stabilizujaca ten podsystem, tzn. pochodna
po czasie funkcji Vi danej wzorem (4.3) liczona wzdluz trajektorii uktadu (4.2)
wynosi

Vi =z1(fi + gron). (4.4)

Widag¢, ze jesli bedzie spelniony warunek
J1+g1a1 = — Koz,
to V4 bedzie mozna oszacowaé nastepujaco

Vi = —2T Kozy = —Wi(21) <0 (4.5)

Poniewaz W1 (z1) jest pewna funkcja dodatnia, wiec na mocy zasady niezmien-
niczosci LaSalle’a (tw. 5, rozdz. 11) zmienna z; asymptotycznie dazy do 0.

W nastepnym kroku algorytmu skupimy sie na wigkszym podsystemie skta-
dajacym sie z dwéch réwnan

i1 = fil@1) + g1(z1)z2,
g = fa(z1,22) + g2(x1, x2)x3, (4.6)

gdzie role ,wirtualnego wejécia” spetnia zmienna x3. Aby znalezé sterowanie dla
podsystemu (4.6), rozwazmy funkcje Lapunowa

V2($1,£L'2) = Vl(iL‘l) + % (xg — Odl)T (.1‘2 — 041) . (4.7)
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Z postaci funkcji (4.7) widaé, ze zapewnia ona zaréwno stabilizacje pierwszego
podsystemu, jak i asymptotyczne spelnienie ograniczenia zo = «; nalozonego
na zmienna zy, gdy traktowano ja jako chwilowe wejscie do podsystemu (4.2).
Obliczmy pochodna po czasie funkcji Vo wzdtuz trajektorii uktadu (4.6). Otrzy-
mamy wowczas

Vo= Vit (2 —a1)’ (@2 —é1) = Vit (2 —ar)” <f2 + g2w3 — ?2(]”1 + 9156‘2)) :
Widag¢, ze jesli x3 bedzie spelniaé rownanie

f2+92333—?:i(f1 +g122) = — K1 (22 — a1), Ky =K| >0,
lub réwnowaznie

w3 = (g2)7" (—f2 + gz(fl + g172) — Ki (22 — al)) = ag(r1, 72),

to pochodna funkcji Lapunowa Vs liczona wzdiuz trajektorii uktadu (4.6) bedzie
rowna
V Vi — (22 — o) Ky (22 — o)
~Wi(z1) — (x2 — a1) Ky (2 — ay)
—Wg(l‘l,xQ) < 0. (4.8)

IN A

Rozwazajac kolejne podsystemy ukladu kaskadowego (4.1), mozna znalezé stero-
wanie u dla calego uktadu. W tym celu przyjmijmy, ze funkcja Lapunowa dla
pelego systemu (4.1) ma postaé

1

V21, ooy Tn) = Vo1 (21, ooy 1) + 5 (xp — an,l)T (n — ap—1) . (4.9)

Pochodna funkcji Lapunowa V,, liczona wzdluz trajektorii uktadu kaskadowego
(4.1) jest réwna

Vn = Vn—l + (xn - an—l)T (xn - O‘Cn—l)
= Voot + (2 — an,l)T (fn + gnu — dip—1) - (4.10)
Widag¢, ze jesli u bedzie spelia¢ réwnanie
fn + gnt — dn—l - _Kn—l(wn - an—1)7 Kn—l - KT > 07

n—1

lub réwnowaznie

U = (gn)il (_fn + Qp_1 — Kn—l(xn - an—l)) = an(«r)y
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to pochodna funkcji Lapunowa Vi, wzdhuz trajektorii ukladu kaskadowego (4.1)
bedzie miata postaé
Vn Vn—l - (Jf'n - an—l)TK — (wn
_Wn—l(xh ) xn—l) - (wn - Oén—l)TKn—l(xn - an—l)
—Wh(z) <O0. (4.11)

|
3
—
|
Q
7
—
~

IN A

Poniewaz zbiér niezmienniczy zawarty w W, (x) = 0 sklada sie tylko z punktu 0,
oznacza to, ze na mocy zasady niezmienniczosci LaSalle’a punkt 0 € R™ jest
asymptotycznie stabilnym punktem réwnowagi uktadu (4.1).

Jak wynika z procedury catkowania wstecznego, w przypadku ukiadu kaskado-
wego, a taka strukture maja rownania opisujace model matematyczny nieholo-
nomicznych manipulatoréw mobilnych, najpierw nalezy znalez¢ algorytm sterowa-
nia dla mniejszego podsystemu (sa to réwnania nieholonomicznych ograniczen
predkosciowych), a nastepnie uzyskane rozwiazanie wykorzystaé przy projektowa-
niu sterowania dla calego modelu zawierajacego zaréwno opis ograniczen (kine-
matyke), jak i dynamike ukladu. Z tego wzgledu sterownik jest podzielony na
dwa réwnolegle realizowane i wspolpracujace ze soba algorytmy sterowania:

1. Sterownik kinematyczny (, — rozwiazuje zadanie dla matematycznie sfor-
mulowanych réwnan ograniczen w taki sposéb, jakby dynamika nie byta
obecna. Taki sterownik generuje pewien ,profil predkosciowy” (., ktory
zapewnia przejscie od aktualnej konfiguracji podsystemu do realizowanego
zadania z jednoczesnym spelieniem ograniczen w kazdym momencie czasu.

2. Sterownik dynamiczny 7 — wskutek kaskadowej struktury modelu, predkosci
systemu nie sa sterowane bezposrednio, jak to bylo przyjete przy planowa-
niu sterownika kinematycznego, ale sa uzyskiwane z rownan dynamiki ste-
rowanych sygnalem 7. Oznacza to, ze zadaniem sterownika dynamicznego
jest wymuszenie na fizycznym obiekcie predkosci rzeczywistych ¢ dazacych
do sygnaléw pochodzacych ze sterownika kinematycznego (.

Poniewaz w praktyce istnieje roznica pomiedzy rzeczywistymi predkosciami sys-
temu nieholonomicznego ( a predkosciami projektowanymi w sterowniku kine-
matycznym ¢, konieczne staje si¢ sprawdzenie, jak bledy e, = ¢ — ¢, wplywaja
na zachowanie calego nieholonomicznego manipulatora mobilnego. Innymi stowy,
w dowodzie zbieznosci algorytmu nalezy wykaza¢ zbieznos¢ bledéw e; do zera.
Zmienne ¢ maja sens predkosci pomocniczych dla kazdego z podsystemdéw nieholo-
nomicznych.
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4.2. Sterownik kinematyczny

Zadania realizowane przez sterownik kinematyczny mozna sformutowaé nastepu-
jaco:

— sterowanie do punktu (asymptotyczne lub w zadanym czasie T'),
— $ledzenie trajektorii, czyli krzywej parametryzowanej czasem ¢,

— $ledzenie Sciezki, czyli krzywej parametryzowanej odlegloscia krzywolinio-
wa s od wybranego punktu.

W dalszej czesci rozdziatu szczegdtowo zostang omowione problemy pojawiajace
sie podczas realizacji wspomnianych zadan sterowania.

4.2.1. Sterowanie do punktu

W ostatnich latach XX wieku rozpoczely sie¢ bardzo intensywne poszukiwania
algorytméw sterowania dla uktadéw mechanicznych z ograniczeniami nieholo-
nomicznymi, do ktérych naleza réwniez nieholonomiczne manipulatory mobilne.
Jednym z najtrudniejszych zadan stawianych ukladom nieholonomicznym okazato
sie sterowanie do punktu zapewniajace osiggniecie przez uklad zadanej statej kon-
figuracji.

Problemy pojawiajace sie przy probach znalezienia takiego sterowania znalazty
wytlumaczenie dzieki przelomowemu wynikowi podanemu przez Brocketta [5].

Twierdzenie 2 (Brockett). Rozwaimy uklad sterowania opisany réwnaniem

x’:f(x,u), f(0,0):O,

gdzie x € R™, zas uw € R™. Warunkiem koniecznym na to, aby istniato stabi-
lizujace statyczne sprzezenie zwrotne u = u(x) klasy C™ jest, zeby przeksztalcenie

(x,u) — f(x,u) R"x R™" — R"
byto typu ,,na” pewien otwarty podzbior R" zawierajacy 0.

Konsekwencje twierdzenia Brocketta dla sterowania uktadami nieholonomiczny-
mi sa daleko idace, gdyz okazalo sie, ze kinematyka uktadéw w pelni nieholo-
nomicznych, mimo sterowalnosci, nie jest stabilizowalna przez gltadkie sprzezenie
zwrotne zalezne od stanu. Warunek Brocketta okazal sie réwniez konieczny dla
stabilizacji poprzez sprzezenie zwrotne zalezne od stanu u(z) € C!, co pokazata
praca Sontaga [82].
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Pierwsze préby rozwiazania problemu stabilizacji w punkcie ukladéw z ogra-
niczeniami niecatkowalnymi polegaly na poszukiwaniu gltadkiego sterowania za-
leznego od czasu dla wybranych klas ukladéw nieholonomicznych. T tak, dla
kotowych platform mobilnych z ograniczona mobilnoscia (monocykl i samochdd
kinematyczny) rozwiazanie podat Samson [75], [77]. Prace Samsona staly sie in-
spiracja do poszukiwania ogélnej metody projektowania sterowania stabilizujacego
dla szerszej klasy uktadéw nieholonomicznych, co zostalo przedstawione w pra-
cach Corona i Pometa [13], [14], [72]. Jednak gladkie sterowanie zalezne w spos6b
jawny od czasu nie cechuje sie szybka zbieznoscia [27]. To stalo sie przyczyna
poszukiwania alternatywnych sposobéw stabilizacji uktadéw nieholonomicznych.

Inna mozliwodcia spelnienia warunku koniecznego podanego przez Brocketta
jest zastosowanie sterowania nieciagltego [1], [9], [60], ktére cechuje szybka zbiez-
nosé, na ogdt eksponencjalna, lub kombinacja obu prezentowanych podej$é [61],
[62] — niegladkie sterowanie zalezne od czasu.

Sterowanie poprzez sprzezenie zwrotne jest najlepszym rozwiazaniem w prak-
tyce, gdyz cechuje sie duza odpornoécia na zaklécenia, a ponadto umozliwia wyko-
rzystanie biezacych pomiaréw zmiennych stanu do celéw regulacji. W literaturze
pojawilo sie réwniez inne podejscie, polegajace na sterowaniu w petli otwartej
[56], [66], [68], [88], [89], ktére zapewnia doj$cie ukladu nieholonomicznego do
zadanej konfiguracji w skoniczonym horyzoncie czasowym 7. Niestety, sterowanie
takie ma wady sterowania w petli otwartej, czyli jest nieodporne na jakiekolwiek
zaklécenia i nie zalezy od biezacego stanu ukladu nieholonomicznego. Jest ono
przydatne przede wszystkim do planowania ruchu takiego ukladu.

4.2.2. Sledzenie trajektorii

Innym zadaniem, ktére moze by¢ realizowane przez podsystemy manipulatora
mobilnego, jest asymptotyczna stabilizacja do zadanej trajektorii. Takie zadanie
w teorii sterowania robotéw jest nazywane $ledzeniem trajektorii. W przypadku
kotowych platform mobilnych klasy (2, 0) rozwiazanie gwarantujace sledzenie tra-
jektorii zostalo przedstawione w pracach [34], [79]. Nastepne lata przyniosty
préby poprawienia uzyskanych wynikéw poprzez oslabienie przyjetych zalozen
[7], [32] lub poprzez rozszerzenie klas systeméw, dla ktérych podobne rozwiazania
obowiazuja [90], [40]. W celu zapewnienia asymptotycznego $ledzenia, wspomnia-
ne sterowniki wymagaly zazwyczaj, aby zadana trajektoria cechowala sie okreslo-
nymi wladciwosciami, nazywanymi w literaturze warunkiem trwatego wzbudzenia
[80]. Warunek taki byl odmiennie definiowany w réznych pracach, jednak gene-
ralnie zawsze wykluczal Sledzenie trajektorii stalej (czyli stabilizacje do punktu).
Wszystkie wspomniane sterowniki zaleza od czasu w sposéb posredni, poprzez
zalezno$¢ od sledzonej trajektorii.
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Istnieje kilka innych podejs¢ prébujacych potraktowaé w jednolity sposéb
zaréwno stabilizacje do punktu, jak i Sledzenie trajektorii. Jedna z metod mozna
znalez¢ w pracach Jianga i Nijmeijera [21], [31], w ktérych sterowanie jest funkcja
zalezna od czasu. Wsrédd technik uzywajacych sterowania zaleznego od czasu do
réwnoczesnego rozwiazywania obu zadan (stabilizacji i §ledzenia) nalezy wymienié
prace Dixona i Dawsona [20], ktérzy operuja pojeciem oscylatora dynamicznego,
jak 1 wyniki uzyskane przez Samsona i Morina [64] za pomoca tzw. funkcji
transwersalnych bedacych uogdlnieniem oscylatora dynamicznego, co pokazali
Koztowski i Pazderski [37]. Nalezy jednakze wspomnieé, ze zaréwno metoda
funkcji transwersalnych, jak i metoda oscylatora dynamicznego dla przypadku
braku zatozen co do $ledzonej trajektorii, zapewniaja zbieznos¢ bledu $ledzenia
do pewnej kuli w otoczeniu 0, ktorej promien jest okreslany przed przystapieniem
do regulacji.

W dziedzinie Sledzenia trajektorii dla ukladéw nieholonomicznych istnieje
twierdzenie, ktére spelnia podobna funkcje, jak twierdzenie Brocketta dla sta-
bilizacji w punkcie. Twierdzenie to zostalo podane przez Lizarrage [42].

Twierdzenie 3 (Lizarraga). Rozwazmy uktad sterowania

&= f(x,u), (4.12)

gdzie x € R",u € R™, 1 < m < n. NiechU bedzie zbiorem kawatkami ciaglych
funkcji zaleznych od czasu, zdefiniowanych na pewnym otwartym podzbiorze U C
R™ zawierajacym punkt 0. Zatoimy, Ze E1 @ Eo jest dekompozycjq R™, ktora
spetnia nastepujacy warunek: w przestrzeni stanu istniejg pewne rozmaitosci
S1,59 C R™, takie ze dla i = 1,2 zachodzi

(i) S; jest niezmiennicze ze wzgledu na B;(-),
gdzie B; = {f(,u) € £:u € UNE;}, £ jest algebrq Liego gladkich pdl
wektorowych, zas Bi(p) = spanr{X(p) : X € B;},

(i) dim(B;(-)) jest staty na S;,
(iii) istnieje punkt p € SN So, taki ze

A~ A~

Bi(p) + Ba(p) = Bi(p) @ Ba(p), (4.13)

Bi(p) + Ba(p) C TpS1 + TpSo. (4.14)

Wowczas nie istnieje ciagle sprzezenie zwrotne zalezne od czasu, ktore zapewni
zbieznosé trajektorii x do kazdej trajektorii dopuszczalnej, uzyskanej za pomocq
sterowar nalezgcych do klasy U.
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7 podanego twierdzenia mozna wyciagnaé¢ praktyczne wskazéwki odnognie
do mozliwoéci znalezienia ciaglego prawa sterowania zaleznego od stanu lub od
czasu, ktore zapewniloby sSledzenie zadanej trajektorii. Zauwazmy, ze warunek
0 € U pozwala na laczne potraktowanie stabilizacji do punktu i Sledzenia trajek-
torii. Ponadto inny wybdr zbioru U (np. sterowan nieciagtych) spowoduje, ze
twierdzenie 3 nie bedzie obowiazywac i uda sie uzyska¢ odpowiednie sterowanie
stabilizujace system do zadanej trajektorii. Z drugiej strony jednak twierdze-
nie Lizarragi pokazuje, ze dla systeméw nieholonomicznych, dla ktérych zadane
trajektorie dopuszczalne nie sa trwale wzbudzane!, nie mozna uzyskaé sterowa-
nia kawaltkami ciaglego, zapewniajacego $ledzenie trajektorii nawet wtedy, gdy
sterowanie jest zalezne od czasu.

Rozwazajac istniejace algorytmy sterowania, zapewniajace $ledzenie trajek-
torii, nie mozna pomina¢ metod pochodzacych z teorii linearyzacji. Pierwsze
préby linearyzacji nieholonomicznych platform mobilnych za pomoca statycznego
sprzezenia zwrotnego przyniosty tylko czesciowy sukces [43]. Okazalo sie, ze tylko
klasa (3,0) kotowych platform mobilnych moze by¢ caltkowicie zlinearyzowana za
pomoca statycznego sprzezenia zwrotnego, natomiast pozostate klasy wymienio-
ne w tabeli 2.1, czyli klasy nieholonomiczne, moga by¢ zlinearyzowane jedynie
czesciowo, przy czym orientacja platformy nie wchodzi do zmiennych zlineary-
zowanych dla zadnej z klas (patrz rozdzial 3.4). W zwiazku z niemoznoscia
przeprowadzenia catkowitej statycznej linearyzacji przestrzeni stanu kolowych
robotéw mobilnych (platform mobilnych) z ograniczona mobilnoscia, podjeto pré-
by zlinearyzowania ukladéw nieholonomicznych za pomoca dynamicznego sprze-
zenia zwrotnego. Wryniki uzyskane w [10], [11], [19] pokazaly, Ze calkowita
linearyzacja przestrzeni stanu dla nieholonomicznych kotowych robotéw mobil-
nych jest mozliwa do osiagniecia za pomoca dynamicznego sprzezenia zwrotnego.
Uklady w pelni linearyzowalne przez dynamiczne sprzezenie zwrotne nosza nazwe
rézniczkowo plaskich?®. Pojecie ukladu rézniczkowo plaskiego zostalo wprowadzo-
ne przez Fliessa i wspdlpracownikéw [24] jako wazna whasnosé strukturalna nieli-
niowych uktadow sterowania, ktéra pozwala na przyklad na rozwiazanie problemu
Sledzenia trajektorii, $ciezki itp.

4.2.3. Sledzenie $ciezki

Do otrzymywania réwnani ruchu kotowej platformy mobilnej w przestrzeni za-
daniowej wyrazonych wzgledem zadanej krzywej P (zaleznej od odleglosci krzy-

W literaturze takie trajektorie sa nazywane persistently exciting.
2Uklady takie w literaturze sa nazywane differentially flat systems.



48 4. Sformutowanie problemu sterowania

woliniowej od ustalonego punktu), ktéra uklad ma §ledzié¢ [51], wykorzystuje sie
tzw. wspéhrzedne Freneta. Przykladowa platforma mobilna, poruszajaca sie po
plaskiej powierzchni, wraz z zadana $ciezka zostala pokazana na rys. 4.1.

Yo

I

Rys. 4.1. Tlustracja problemu $ledzenia $ciezki dla platformy mobilne;j
Fig. 4.1. Illustration of the path tracking problem for a mobile platform

Rozwazmy poruszajacy sie punkt M i stowarzyszony z nim uklad Freneta
zdefiniowany na krzywej P przez wektor jednostkowy styczny do krzywej ozna-
czony jako 3—2 i wektor jednostkowy normalny do krzywej oznaczony symbolem
ZTn. Punkt M reprezentuje srodek masy platformy mobilnej, natomiast punkt
M’ jest rzutem prostokatnym punktu M na Sciezke P. Wspdhrzedne punktu
M wzgledem uktadu Freneta wynosza (0,1), za$ wzgledem nieruchomego uktadu
podstawowego sa réwne (x,y), przy czym [ jest odlegtoscia punktu M od punktu
M'. Uklad Freneta jest obrécony wzgledem osi Zy uktadu podstawowego o kat
0.(s), a jego odlegtos¢ krzywoliniowa od ustalonego punktu poczatkowego na
Sciezce jest rowna s.

Przez Sciezke bedziemy rozumieli plaska krzywa opisana para wspétrzednych

r(t) = (ru(t), r2(t)".



4.2. Sterownik kinematyczny 49

Zdefiniujmy nastepnie parametr s, ktory jest odlegtoscia mierzona wzdtuz sciezki
P miedzy pewnym ustalonym punktem krzywej a biezacym punktem M’

s-/\/ dry d”) dT_/ | #(7) || dr-

Uzywajac powyzszej parametryzacji, mozna krzywa P wyrazi¢ we wspolrzednych
r(s) zamiast dotychczasowych wspétrzednych r(t). Sciezka P opisana jest krzy-

d dr d*r d?ri\?  (d%ry\?
ols) =Nl =5 1=l S5 = \/(d) +(2) (415)

ktéra jest odwrotnosciag promienia okregu stycznego do krzywej w punkcie od-
legtlym o s od poczatku $ciezki. 7 zaleznosci geometrycznych wiadomo, ze

wizna c(s)

dry dr dro dr .
— - ZE 22 . 4.1
ds | ds || cos 6 Is I T || sin 6 (4.16)
Poniewaz zachodzi
dr dr dt 7 dr
— 2.2 — =1 4.17
ds dt ds | 7] I ds I=1, ( )

czyli wektor definiujacy kierunek uktadu Freneta jest jednoczesnie wektorem jed-
nostkowym, mamy wiec
d2’l"1 . d@r d27’2

= —sinf

ds? "ds’ ds? "ds’

Uzywajac powyzszych wzorow, mozna wyrazi¢ krzywizne w postaci

C o deN? do, b,
c(s):\/<—sm0rd8) +<cosc9 ds) =] 2 |

W punkcie M’ zadana orientacja platformy 6, spelia wiec nastepujace réwnanie

(5) = a6, d&rll B
A= s T di

Znak wyrazenia c(s) opisujacego krzywizne Sciezki zalezy od tego, jak wektor
normalny do $ciezki w punkcie s jest skierowany wzgledem krzywej P.

Nastepnie nalezy wyrazi¢ potozenie punktu M nie we wspdlrzednych kartez-
janskich (x,y) wzgledem uktadu podstawowego XoYyZy, lecz wzgledem zadanej
Sciezki P. Zauwazmy najpierw, ze

= +c(s)s. (4.18)
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ry —x =l[sinf,, y—19 =1cosb,.
Po zrézniczkowaniu tych zaleznoéci po czasie otrzymujemy
fl—i:isin9r+lcos0rér, g)—fgzicoser—lsinGTér.

Nastepnie nalezy powyzsze rownania przemnozy¢ przez odpowiednie funkcje try-
gonometryczne, by otrzymac

[ = (71 — &) sin 6, + (§ — 72) cos b,

16, = (71 — @) cos O, — (y — 72) sin ;.
Poniewaz z réwnan (4.16) i (4.17) wynika, ze

dri ds  cos 0 . dro ds . sin d
=— —=3 , o= —— - — = §sin
YT ds dt TP T ds dt "
wiec ostatecznie otrzymujemy nastepujaca zalezno$é pomiedzy predkosciami pun-
ktu M wyrazonymi we wspoirzednych kartezjanskich i krzywoliniowych

. . ‘97", . 97. .
l=(—sinb, , cosb,) r 7 S:M Y
Y 1Fc(s)l 7

Podstawowym problemem podczas parametryzacji krzywoliniowej jest zapewnie-
nie odpowiednich wlasciwosci $ciezki P(s). Aby punkt M’ istniat i byt jednozna-
cznie zdefiniowany, musza by¢ spelnione nastepujace warunki [25], [78]:

e Promien dowolnego okregu stycznego do krzywej P(s) w dwéch lub wiecej
punktach musi by¢ ograniczony od dotu pewna liczba dodatnia ryi, > 0,
natomiast wnetrze tego okregu nie moze zawiera¢ zadnego punktu nalezacego
do tej krzywej.

To zalozenie oznacza w szczegdlnosci, ze krzywizna Sciezki c(s) jest nie
wieksza niz 1/rpi.

e Przy tym zalozeniu, jezeli odleglo$¢ pomiedzy $ciezka P a punktem M jest
mniejsza niz ryi,, to istnieje jedyny punkt na krzywej P oznaczony jako
M’. Innymi stowy, parametryzacja wzgledem ukladu Freneta jest lokalna
i obowiazuje jedynie w poblizu Sciezki.
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Podsumowujac, wida¢ ze potozenie punktu M moze by¢ opisane wzgledem uktadu
podstawowego za pomoca pary wspéhzednych kartezjanskich (z,y) lub réwno-
waznie (lokalnie) wzgledem zadanej Sciezki za pomoca pary wspélrzednych (s, 1)
[25].

4.3. Sterownik dynamiczny

Jak wspomniano w rozdziale 4.1, kaskadowa struktura réwnan ruchu nieholo-
nomicznego manipulatora mobilnego powoduje, ze predkosci nie sa sterowane
bezposrednio, jak przyjeto przy syntezie sterownika kinematycznego, ale sa uzyski-
wane z rownan dynamiki sterowanych sygnatem 7. Zadanie, jakie sterownik
dynamiczny ma realizowaé¢, to zbieznosé¢ rzeczywistych predkosci podsystemu
nieholonomicznego do predkosci uzyskiwanych ze sterownika kinematycznego,
a dla podsystemu holonomicznego zbiezno$¢ btedéw potozenia pojawiajacych sie
podczas wykonywania réznych zadan, np. $ledzenia trajektorii lub $ciezki, do
zera.

W dalszych rozwazaniach przedstawimy algorytmy sterowania dynamika, czyli
sterowniki dynamiczne, projektowane dla nieholonomicznego manipulatora mo-
bilnego typu (nh,h), ktérego model jest wyrazony we wspéirzednych pomoc-
niczych dla platformy oraz wspoétrzednych uogdlnionych dla manipulatora. Taki
obiekt jest najtrudniejszy do sterowania ze wzgledu na rézne rodzaje wspoirzed-
nych opisujacych oba podsystemy. Sterownik dynamiczny dla manipulatora mo-
bilnego typu (nh,nh) moze byé¢ potraktowany jako szczegdlny przypadek stero-
wnika dla manipulatora mobilnego (nh,h) z zerowym wektorem wspéhrzednych
uogolnionych, dlatego tez sterowanie dla takiego obiektu nie bedzie rozwazane
oddzielnie w tym rozdziale.

4.3.1. Przypadek pelnej znajomo$ci modelu

Rozwazmy dynamike nieholonomicznego manipulatora mobilnego typu (nh,h)
wyrazong w postaci

Q*<;>+C*<;>+D*:B*(:T>, (4.19)

gdzie poszczegilne macierze sa dane wzorem (3.13) jako

O = GT(Qu1 +Qm)G GTQr2 B — G'B 0
Q211G Q22 ’ 0o I’
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o — | GO+ Cn)G +GT(Qu+Qm)G GTCr e[ 0
Q21G + G Co |’ D |

Dla modelu dynamiki (4.19) manipulatora mobilnego typu (nh,h) zaproponu-
jemy kilka algorytmow sterowania: algorytm dokladnej linearyzacji, algorytm
dysypatywny oraz algorytm uniwersalny.

Algorytm dokladnej linearyzacji

Algorytm dokladnej linearyzacji dla manipulatora mobilnego typu (nh,h) [49]
projektuje sie tak jak podobny algorytm dla sztywnego manipulatora [69].
Do modelu (4.19) dolaczamy sterowanie postaci

< 77_-7: ) _ (B*)_l(q) {Q*(Q) < i ﬁr[;dgm&}{per > + C*(Cb q) ( CZ” )

0
NN a»

przy czym bledy sa zdefiniowane nastepujaco
Ep="0N—"Th, €r = qr — 4rd, €r = ¢r — Grd-

Wartosci zmiennych stanu ¢! = (gm. qr), wymagane do obliczenia macierzy mo-
delu, uzyskiwane sa zaréwno z réwnan dynamiki, jak i z réwnan kinematyki.
Symbolem e;, oznaczono réznice pomiedzy rzeczywistymi predkosciami podsyste-
mu nieholonomicznego 7 a predkosciami 7, projektowanymi w sterowniku kine-
matycznym. Z kolei btad e, jest to blad pomiedzy zadana trajektoria (zadana
konfiguracja) a rzeczywista trajektoria (rzeczywista konfiguracja) manipulatora.
W przypadku gdy manipulator jest podsystemem holonomicznym, sterowanie do
punktu jest szczegélnym przypadkiem $ledzenia trajektorii stalej g.4(t) = const.
Z kolei macierze K,,, K; i K,

Km=K} >0, K;=Kj>0, K,=K]>0

to symetryczne i dodatnio okreslone macierze regulacji. Z tak zdefiniowany-
mi parametrami sterowania, wykorzystujac odwracalno$é¢ rzeczywistej macierzy
bezwladnosci Q*, otrzymujemy nastepujace réwnania bledéw

ey + Kmey =0,

&+ Kgér + Kpep =0,

ktére sa eksponencjalnie stabilne.
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Algorytm dysypatywny

Rozwazmy model manipulatora mobilnego (4.19) wyrazony we wspéhrzednych
(n,q-). Mozemy zaproponowaé nastepujacy algorytm sterowania dynamika, za-
pewniajacy realizacje zadan przez oba podsystemy

()=t () e )+ (5) -oeven ()
(4.21)

gdzie wielkosci e, i s zdefiniowane jako

€n o n—"n . n—="nr . _
<5>_<QT_Qref>_<ér+Aer>7 r = dr = drd;

oznaczaja odpowiednio blad pomiedzy rzeczywistymi predkosciami podsystemu
nieholonomicznego 1 a predkodciami projektowanymi w sterowniku kinematy-
cznym 7, (dla platformy) oraz zmienna §lizgu s (dla manipulatora). Jak widadé,
zmienna s jest zdefiniowana analogicznie do zmiennej §lizgu w algorytmie Slo-
tine’a i Li [81]. Z kolei macierze K i A réwne

| K1 0 AT
K_lo KQ]’ A=A >0

sa symetrycznymi i dodatnio okre$lonymi macierzami regulacji. Réwnanie uktadu
(4.19) z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (4.21) ma postaé

o () s ron () () -0

Macierz Ci jest macierza korekcji zapewniajaca spelnienie warunku skosnej sy-
metrii (3.22) pomiedzy macierzami Q* i C*, ktéry dla manipulatoréw umieszczo-
nych na kolowych platformach mobilnych nie jest spemiony [22].

Algorytm uniwersalny

Uniwersalny algorytm sterowania dynamika manipulatora mobilnego jest w rze-
czywistosci dynamiczna wersja algorytmu dysypatywnego [44], [50]. Sterowanie
w tym algorytmie jest zdefiniowane wzorem

(2)-r o (2 (2)-(2)-oo-on )}
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gdzie wszystkie zmienne i parametry sa takie jak w algorytmie dysypatywnym,
jedynie macierze sterowania maja wzmocnienia zalezne od czasu, adaptowane jak
w ukladzie uniwersalnym

Ki(t) = Kidiag{ku(t)}, Fku(l) = /Ot eri(r)dr,  k1i(0) >0,

Kg(t) = Ksdiag {]{fgj(t)}, k‘gj(t) = /Ot 8?(7’)d7‘, /6‘2]‘ (0) > 0,

gdzie K; i Ky sa pewnymi skalujacymi wspoélczynnikami dodatnimi. Dowdd
zbieznosci algorytmu uniwersalnego jest analogiczny do dowodu algorytmu dysy-
patywnego, nalezy jednakze wykazaé¢ réwniez zbieznosé sygnatéw Ky (t) i Ka(t),
czyli wzmocnien w petli sprzezenia zwrotnego, do skonczonej granicy. Dowdéd ten
mozna znalezé w [48].

4.3.2. Przypadek parametrycznej nieznajomosci modelu

W przypadku nieznanego modelu dynamiki nieholonomicznego manipulatora mo-
bilnego moga wystapi¢: nieznajomos¢ parametryczna oraz nieznajomosé struktu-
ralna. Z nieznajomoscia parametryczna modelu mamy do czynienia, gdy znane
sa sily dzialajace na obiekt (znana jest postaé¢ funkcyjna oddzialtywan), lecz nie
sa znane wspolczynniki stojace przed tymi funkcjami. W takiej sytuacji naj-
czesciej stosuje sie w praktyce algorytmy adaptacyjne wymagajace biezacej esty-
macji nieznanych parametréw [2], [4], [70], a takze algorytmy odporne, wyko-
rzystujace znajomosé przedzialéw, w ktérych parametry te sa okreslone [81],
[87]. Dla nieznajomosci strukturalnej zarezerwowane sa algorytmy odporne na
okreslony rodzaj zaburzen [23] lub algorytmy uniwersalne [46], [50]. W dalszych
rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku nieholonomicznych manipulatoréow
mobilnych (nh, h) z parametryczna nieznajomoscia modelu dynamiki.

7 teorii sterowania adaptacyjnego dla sztywnych robotéw manipulacyjnych
wiadomo, ze model dynamiki mozna sparametryzowa¢ liniowo [74], [87]. To oz-
nacza, ze przy odpowiednim wyborze nieznanych parametréw dynamike mozna
przedstawié¢ jako iloczyn macierzy regresji Y utworzonej przez znane funkcje
potozenia, predkosci i przyspieszen oraz wektora nieznanych statych parametrow
a, ktore zaleza od parametréw mechanicznych, takich jak masy, momenty bez-
wiladnosci tadunku, przegubéw, platformy mobilnej, két itp.

Q*(Qv CL)Z + C*(q) 2, CL)Z + D*(Q7 a) - CK(qv 2, a)e = Y(Z, Z,€, 2, Q)av (422)

gdzie dla uproszczenia notacji symbolem z oznaczono wektor predkosci

=(0)
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Pierwszy argument macierzy Y jest przyspieszeniem, przez ktore mnozona jest
macierz bezwladnosci Q*, drugi argument to predkosé stojaca za macierza Corio-
lisa C*, trzeci argument to wektor, przez ktéry mnozona jest macierz korekcji C'x .
Pozostale elementy w macierzy Y to polozenia i predkosci bedace argumentami
wszystkich macierzy modelu. Warto zauwazy¢, ze macierz korekcji Cg, ktora jest
liniows kombinacja macierzy Q* i C*, moze by¢ wyrazona jako funkcja zalezna
od tych samych argumentéw, co obie wspomniane macierze.

Dla przypadku parametrycznej nieznajomosci modelu dynamiki mozna zas-
tosowal adaptacyjne wersje algorytmow sterowania dynamiks podanych poprzed-
nio dla pelnej znajomosci modelu. Poniewaz jednak algorytm doktadnej linea-
ryzacji w wersji adaptacyjnej cechuje sie duza zlozonoscia obliczeniows i niesta-
bilnoécia numeryczna, gdyz wymaga odwracania estymowanej macierzy bezwilad-
nosci (patrz [4]), wiec w dalszych rozwazaniach zostanie on pominiety ze wzgledu
na mala przydatnosé¢ praktyczna.

Adaptacyjny algorytm uniwersalny

Rozwazmy nastepujace sterowanie dla nieholonomicznych manipulatoréw mobil-
nych (nh, h), zaproponowane w pracy [51]

(3):=@mm1{@@®<£;>+“@%®<£;>+”“m

%k@%®<?>—K@<?>}

= (B*(q) "' {Y (34, 2r €, 2, q)a(t) — K (t)e}, (4.23)
gdzie bledy sa zdefiniowane nastepujaco

— nm—"r — €n — en €r = d4r — Q4rd, 4.94
¢ <C..I7”_QIef> ( S ) (éT+AeT>7 A:AT>O ( )
Wyrazenie a(t) jest wektorem biezacych estymat nieznanych parametréw. Ma-

cierz K (t) jest macierza wzmocnien lokalnych dynamicznych sterownikéw uni-
wersalnych, obliczanych w nastepujacy sposéb

_ | Ka®) 0 () = diael K. _
K<t) - [ 0 Kg(t) 1 ) Kz(t) - dlag{Kw(t)}, 1= 1727 (425)
przy czym K;;(0) musza by¢ wieksze niz 0. Kazdy z lokalnych sterownikéw

uniwersalnych ma wzmocnienie adaptowane zgodnie z reguta

K@) =] eqe(®) 2, k=1,...m,  Ky(t)=|si(t) 2, 1=1,..p. (4.26)
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Prawo adaptacji nieznanych parametréw jest dane réwnaniem

a(t) = at) = -T7YT (3, 20, €, 2, e, (4.27)

gdzie symbol a(t) = a(t) — a oznacza blad estymacji nieznanych parametréw,
za$ macierz I' = I'T" > 0 jest nazywana macierza wzmocnieni adaptacyjnych i ma
stalg wartosé.

W kolejnych rozdzialach pokazemy, ze proponowane algorytmy sterowania dy-
namika spelniaja swoja role, gwarantujac asymptotyczna zbieznoéé bltedéw pow-
stalych podczas regulacji do zera.



5. Wybrane algorytmy
sterowania kinematyka

W rozdziale 4.1 oméwiono metode projektowania algorytmoéw sterowania dla
ukladéw z ograniczeniami nieholonomicznymi — catkowanie wsteczne. Wymaga
ona jednoczesnego zastosowania dwoch sterownikéw, mianowicie sterownika kine-
matycznego i dynamicznego. Zaprojektowanie algorytmu sterowania na poziomie
kinematycznym jest zadaniem trudnym, dlatego w wielu pracach podejmowany
jest ten temat. W tym rozdziale zostana przedstawione wybrane algorytmy
sterowania kinematyka ukitadéw nieholonomicznych, bedace czescia zlozonych
sterownikéw przedstawionych w kolejnych rozdziatach, realizujacych rézne zada-
nia dla nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych.

5.1. Algorytmy Sledzenia trajektorii

Wiéréd wielu algorytmow sledzenia trajektorii dla réznych uktadéw sterowania ist-
nieje tylko jeden ogdlny algorytm sledzenia trajektorii dla uktadéw tancuchowych
[33], ktéry mozna zastosowaé do sterowania manipulatorem z nieholonomicznymi
sprzegltami. 7 kolei do sterowania zapewniajacego $ledzenie trajektorii przez
kotowe platformy mobilne moga byé¢ uzyte zaréwno algorytmy ogdlnego przez-
naczenia, takie jak algorytm linearyzacji dynamicznej [8], jak i algorytmy spe-
cjalizowane, przeznaczone dla wybranych klas nieholonomicznych platform mo-
bilnych [39], [77].

5.1.1. Sledzenie trajektorii uktadéw lanicuchowych

Algorytm ten zostal podany w 1999 roku przez Jianga i Nijmeijera w pracy [33].
Ze wzgledu na jego obszernos¢ w rozwazaniach ograniczymy sie do algorytmu dla
ukladu 4-wymiarowego, jednak jest on rekurencyjny i moze by¢ zastosowany do
uktadu laricuchowego o dowolnym skonczonym wymiarze.
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Rozwazmy system nieholonomiczny przedstawiony w postaci lancuchowej

21 = uy,

2 = U (5.1)
Z3 = 22Uy,

Z4 = z3uq,

ktéry ma $ledzi¢ zadana trajektorie z4(t) = (214(t), 224(t), 234(t), 24a(t))T. Trajek-
toria zadana musi by¢ dopuszczalna, czyli taka, aby w kazdej chwili byto mozliwe
przemieszczanie manipulatora z réwnoczesnym spelnieniem ograniczen nieholo-
nomicznych. To oznacza, ze sledzona trajektoria zy musi byé generowana przez
réwnania ograniczen

21 = Uid,

2d = Uz, (5.2)
234 = Z2qU1d,

Z4d = Z3dU1d,

gdzie ug = (u14, uaq) jest pewnym zadanym sterowaniem, niezbednym do realiza-
cji ruchu na trajektorii z4.

Aby do kinematyki danej réwnaniem (5.1) zastosowaé algorytm zapropono-
wany przez Jianga i Nijmeijera, zdefiniujmy najpierw podstawowe bledy $ledzenia
trajektorii jako

Te =2 — 24

WprowadZmy nastepnie zmodyfikowane bledy sledzenia rowne

€1 = T4e — 23T1e,

€2 = T3¢ — 22T1e, (53)
€3 = XT2e,

€4 = Tle-

Przeksztalcenie pomiedzy podstawowymi bledami §ledzenia x, a zmodyfikowany-
mi bledami sledzenia e jest globalnym liniowym, ale zaleznym od stanu, dyfeomor-
fizmem dla kazdej trajektorii zadanej, dlatego asymptotyczna zbiezno$é¢ bledéw
e — 0 implikuje asymptotyczna zbieznosé¢ bledéw sledzenia x, — 0, co zapewnia
realizacje Sledzenia trajektorii.

W nowych wspétrzednych réwnania kinematyki (5.1) mozna wyrazi¢ jako

€1 = uigez — ze4(ul — Uiq),
€2

U14€3 — €4U2, (5 4)
€3 = U2 — Uq,

é4 = Ul — Uid-



5.1. Algorytmy sledzenia trajektorii 59

Procedura projektowania sterownika kinematycznego dla réwnan (5.4) jest oparta
na algorytmie catkowania wstecznego.
Rozwazmy pierwszy podsystem ukladu (5.4)

é1 = uigez — zee4(U1 — U1q),

dla ktérego eo spelnia role wirtualnego sterowania, a w14 i €4 sa pewnymi funk-
cjami czasu. Przyjmijmy é; = e;. Dla tego podsystemu wybierzmy nastepujaca
funkcje Lapunowa

1,

Vi(er) = et (5.5)

Wzdhiz trajektorii pierwszego podsystemu (5.4) otrzymujemy wéwczas
Vl = U1q€16 — ZQ(’LLl — uld)e4él. (5.6)

Widaé, ze es = ay(e;) = 0 stabilizuje uklad, jesli e, = 0. WprowadZzmy wiec
nowa zmienna
€y = €9 — 041(61).

Uzywajac wprowadzonej definicji, mozna pochodna funkcji Lapunowa wyrazié¢
w postaci

Vi = uyqéi1e2 — Zg(ul - uld)e4é1. (57)
Postepujac analogicznie dla kolejnych podsysteméw ukladu (5.4) i definiujac
rekurencyjnie funkcje Lapunowa jako

1 1
V_ 61+ +2’L7

mozna pochodne kolejnych funkcji Lapunowa przedstawi¢ w ogdlnej postaci
Vi = wiq€ileir1 — o) — hile, 2) (w1 — uig)en,
gdzie h;(e, z) sa funkcjami zaleznymi od stanu, réwnymi
; .
e):Zéjzn_j_1 ZZGJ_H Zn k1, 2<i<n-—3.
j=1 j=1k=1

Ostatecznie, jako sterowanie kinematyczne dla ukladu (5.4) nalezy wybraé naste-
pujace sygnaly wejsciowe

Uy = U1d + = 04,

vy—2z2(2e1+e€3)
(5.8)

ugr = ugq — c3(e1 + e3) — 2ujger = s,
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gdzie
2
[ = —caeq + equag — czea(er + e3) — 2uyq€3,

stale c3,cq4 > 0 sa parametrami regulacji, natomiast v > 0 definiuje lokalnie
obszar zbieznodci (zalezy od wartosci poczatkowych bledéw).

Wzdhuz trajektorii uktadu (5.4) z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (5.8)
pochodna po czasie funkcji Lapunowa réwnej

1, 1, 1, ~vo 1, 1, 1
‘/4256%+§€%+§€§+§€Z:§€%+§€%+§(€1+€3)2+

spetnia nieréwnosé
Vi = —cs(er +e3)? — cuet <0. (5.10)

Poniewaz funkcja Vj jest nierosnaca, wiec e; sa ograniczone. Na mocy lematu
Barbalata (patrz lemat 1, rozdz. 11) mozna pokazaé, ze €3 — 01 eq — 0. Z ana-
lizy réwnan na &; wynika, ze

lim ui4€; = 0, 1<e<3,
t—o00

a wiec wyrazenie u?,Vy dazy do zera. Poniewaz Vj jest malejaca wzdhuz trajektorii
uktadu z zamknieta petla, oznacza to, ze V4 zbiega do pewnej nieujemnej stalej
Vi. Skoro uy4 z definicji nie dazy do zera, oznacza to, ze V;* musi by¢ réwne 0,
czyli zachodzi e; — 0,1 =1,2,3 oraz eq — 0, a wiec takzee; — 0,7 =1,...,4. To
koniczy dowdd pélglobalnej zbieznosci algorytmu.

5.1.2. Sledzenie trajektorii kotlowych platform mobilnych

Jak wspomniano we wstepie, sposréd algorytmow Sledzenia trajektorii dla plat-
form mobilnych mozna wyréznié¢ algorytmy ogdlnego przeznaczenia, np. lineary-
zacje dynamiczna, oraz algorytmy dedykowane konkretnym klasom kolowych
platform mobilnych z ograniczona mobilnoécia. Pierwszy z prezentowanych algo-
rytméw to algorytm o najszerszym zakresie zastosowan — linearyzacja za pomoca
dynamicznego sprzezenia zwrotnego.

Linearyzacja dynamiczna

Rozwazmy kinematyke kotowej platformy mobilnej wyrazona w postaci bezdry-
fowego uktadu sterowania

i = Glam)n = > gilam) (5.11)
=1
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gdzie zmienne ¢, € R"™ to wspélrzedne uogdlnione platformy, predkosci pomoc-
nicze n € R™ spelniaja role sterowan, zas pola wektorowe g; sa gladkie.

Jesli uklad nie jest calkowicie linearyzowalny przez zmiane bazy (dyfeomor-
fizm) i statyczne sprzezenie zwrotne, to mozna osiagnac pelna linearyzacje poprzez
uzycie bardziej ogdlnego prawa sterowania o postaci

n= a(Qma X nref)a

X = b(Gms X ref),

gdzie 1.r jest pomocniczym wejsciem do systemu. Aby otrzymaé dynamiczne
sprzezenie zwrotne, nalezy najpierw wybra¢ m odpowiednich wyjs¢ linearyzuja-
cych

yi = hi(gm), i=1,...,m. (5.12)

Nastepnie do ukltadu (5.11) z wyjsciami (5.12) nalezy zastosowaé tzw. algorytm
rozszerzenia dynamicznego®, wykorzystujacy tzw. kompensator Brunovsky’ego
[11]. Idea tego algorytmu polega na ,opdznianiu” sygnaléw wejsciowych poprzez
podlaczenie integratoréw do pewnej kombinacji wejs¢ oraz rozszerzeniu przestrzeni
stanu, aby uzyskaé rozszerzony i odsprzezony system

yl(:’“) = Tref k k=1,..,m, (5.13)

gdzie y](f) oznacza i-ta pochodna wyjscia yi. po czasie, za$ ry jest stopniem wzgled-

nym wyjscia yi. Ponadto, aby uzyskaé¢ pelna linearyzacje, nalezy rozszerzyc
przestrzen stanu o tyle zmiennych, aby spelniony byt warunek

> i =ne, (5.14)
=1

gdzie ne jest wymiarem przestrzeni stanu g. po rozszerzeniu go o zmienne x

%:<?>.

Jesli warunek (5.14) jest spelniony, to mozliwe jest przeksztalcenie transformujace

L Algorytm ten w literaturze jest nazywany dynamic extension algorithm.
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rozszerzony wektor stanu ¢, do postaci

¢= \II(Qe) - ) (5'15)

%g—n

przy czym ¥ jest lokalnym dyfeomorfizmem. W pracy [8] pokazano, ze dla kazdej
klasy kotowych platform mobilnych jest spelniona nastepujaca zaleznosé

y(r) = P(qe) + Kd(Qe)nrefy (516)

gdzie poszczegdlne symbole oznaczaja

Ui Tlref,1
y(r) = ) Tref = ’
y%m) Mref,m

K4(ge) jest kwadratowa macierza odsprzegania, a wektor P(g,) jest dryfem.
Jesli K4(qe) spelia warunek regularnosci (K jest odwracalna), to mozna za-
gwarantowa¢ eksponencjalnie szybkie §ledzenie trajektorii wyjs¢ linearyzujacych
dla kazdej klasy nieholonomicznych platform mobilnych poprzez zastosowanie
nastepujacego sterowania

et = K (4e) (—P(ge) + ) (5.17)

z nowym wejsciem do odsprzezonego uktadu liniowego w, réwnym

i . )
wi=yy) =Y ol —y) i=lim
=0

Sterowanie (5.17) gwarantuje, ze blad $ledzenia trajektorii e, = y — yq dazy do
zera eksponencjalnie, o ile parametry regulacji ocg sa wybrane w taki sposéb,
aby bieguny uktadu liniowego, powstalego z systemu (5.16) z zamknieta petla
sprzezenia zwrotnego (5.17), lezalty w otwartej lewe]j pdiptaszczyznie plaszezyzny
zmiennych zespolonych.
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Najwazniejsza zaleta algorytmu linearyzacji dynamicznej jest mozliwosé wy-
brania orientacji platformy jako jednego z wyjs¢ y;, co oznacza, ze jest ona
sterowalna. Dla klas, dla ktérych orientacja nie jest zmienna wyjsciowa, mozliwosé
sledzenia orientacji platformy wynika z istnienia dyfeomorfizmu [8] pomiedzy roz-
szerzona przestrzenia stanu g, a zmiennymi (.

Kolejne algorytmy dotycza nieholonomicznych platform mobilnych klasy (2, 0).
Platforma jezdna klasy (2,0) jest przedstawiona na rysunku 5.1.

Rys. 5.1. Schemat kotowej platformy mobilnej klasy (2,0) (monocykla)
Fig. 5.1. Schematic of a wheeled mobile platform of (2,0) class (unicycle)

Stan platformy opisuja wspdtrzedne (x,y, 6, 1, d2), gdzie ¢; jest katem obrotu
i-tego kola. Zgodnie ze wzorami (2.8) i (2.9) na brak poslizgu wzdluznego i bocz-
nego kot konwencjonalnych otrzymujemy ograniczenia

icosf + ysinf — Ry = 0,
icosf+ gsinf — Roo = 0,
Zsinf — gycosf = 0.

Prowadza one do nastepujacych réwnan kinematyki dla platformy (2,0)

T cosf cosf

Y sinf siné

o =] + -1 ( n ) (5.18)
1 % 0 12

2 0 3
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Jak widaé¢, réwnanie (5.18) ma pie¢ zmiennych stanu, przy czym dwa ostatnie
réwnania 5 5

¢ = 7 $2 = 72
pokazuja, ze predkosci pomocnicze 7); sa tylko przeskalowanymi predkosciami
obrotu poszczegélnych két. Wynika stad, ze réwnania kinematyki mozna zapisaé
w réwnowaznej postaci jako

T cosf@ 0 v
y | =| sind O < " ) , (5.19)
0 0 1

gdzie v =mn + 12 = %(le + ¢2) jest predkoscia ruchu postepowego monocykla,
aw=L(n —mn)=2L(d1 — d2) jest jego predkoscia katowa.

Jak wspomnieliémy we wstepie, aby zapewni¢ sledzenie trajektorii dla calego
manipulatora mobilnego, niezbedne jest znalezienie algorytmu sterowania zapew-
niajacego zbieznos¢ wszystkich wspoétrzednych do odpowiadajacych im trajek-
torii zadanych. Niestety, wiekszosé znanych algorytméw sterowania gwarantuje
sledzenie jedynie dla wspélrzednych polozenia (z,y). Sterowanie orientacja dla
platformy (2,0) wymaga uzycia bardziej wyszukanych algorytméw sterowania.
Przedstawimy trzy algorytmy sterowania kinematyka dla platformy klasy (2,0):
algorytm Lee, Lee i Tenga [39] oraz dwie wersje algorytmu Samsona.

Algorytm Lee, Lee i Tenga

Rozwazmy réwnanie kinematyki dla platformy klasy (2,0) dane wzorem (5.18).
Zadaniem platformy jest $ledzenie pewnej trajektorii dopuszczalnej, tj. speia-
jacej réwnania kinematyki wynikajace z istnienia ograniczen nieholonomicznych
nalozonych na uklad

{t‘d V4 COS 9,1
Ya | = | vasinbqg |- (5.20)
04 Wy

Predko$é¢ vy 1 wy jest to predkosé liniowa i katowa, jaka musi mieé¢ uktad, aby
realizowaé ruch doktadnie po trajektorii zadanej (x4, yq, 0q)-

Aby przedstawié algorytm sterowania, zdefiniujmy najpierw referencyjne bledy
Sledzenia wyrazone wzgledem uktadu ciala

Te €y cosf sinf O Tg— T
Yye | =Rot(Z,-0)| e, | =| —sinf cosf 0 va—y |. (5.21)
0. et 0 0 1 0q— 06
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Algorytm Lee, Lee i Tenga zapewnia asymptotyczna zbieznos$¢ bledéw (ze, ye, 0.)
do zera. Ze wzgledu na nieosobliwos¢ macierzy rotacji w powyzszym réwnaniu
widaé, ze z asymptotycznej zbieznosci bledéw odniesienia do zera wynika asym-
ptotyczna zbieznosé¢ bledéw sledzenia trajektorii (es, ey, e¢) do zera. Sterowania
kinematyczne v,,w, zapewniajace zbieznos¢ btedéw odniesienia do zera, przed-
stawione w [39], sa nastepujace

v, = koxe + vgcos b,
B B eyeh
Wy = wd+a+k1(06+ 1+A),
hye — hwgze + hvgsin 6, hye . 9
= - e 96 —k )
b c { 14+ A (1+ A)QA(y vasin 0%e)

_ chz, ehleye
1+A  (1+A)2AN

A = )02+ a2 +2, (5.22)

gdzie ko, k1 > 0 sa parametrami regulacji, h(t) = 1 + ycos(t —tp), 0 < v < 1,
al<e< ﬁ Jak wida¢, do celéw sterowania nalezy odpowiednio wybraé
parametry v i e.

a = 1

Zlinearyzowany algorytm Samsona

Rozwazmy model kinematyki robota mobilnego klasy (2,0) dany réwnaniem
(5.18). Niech trajektoria zadana spelia ograniczenia niecholonomiczne (5.20)
i niech bedzie spelnione nastepujace zalozenie

Zalozenie 1. Predkosci zadane monocykla vg 1 wg spetniaja warunk:
lim vg(t) # 0, lim wy(t) # 0.
t—o0 t—o00

Gdy zrézniczkujemy (5.21), wéwcezas réwnania bledéw mozna zapisaé jako

Te 0 w O Te vgcosbe — v
Ye |=|-w 0 0 Ye |+ Vg sin O, . (5.23)
0 0 0 O 0 Wy — w

Zdefiniujmy nowe wejscia do uktadu (5.23) jak nastepuje
up = vgcosb, — v, Uy = Wy — W.

Po zastosowaniu sprzezenia zwrotnego réwnania przyjmuja postaé
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Te 0 w O Te 0 1 0 u
Qe =| —w 0 0 Ye |+ | sinf. |vg+ 1|0 0 ( ul > . (5.24)
0, 0 0 0 0, 0 0 1 2

Zlinearyzujmy teraz réwnania (5.24) wokét punktu (z. = 0,y. = 0,60, = 0,u = 0).
Otrzymamy woéwczas nastepujacy uklad zalezny od czasu

Te 0 wq(t) 0 Te 10 "
Jo | =] —walt) 0  wa(t) Ye |+10 O <u1 ) (5.25)
0, 0 0 0 0 0 1 2

Jedli vy 1 wy sa stale, to otrzymamy stacjonarny uklad liniowy, ktérego macierz
sterowalnoéci Kalmana jest réwna

10 0 0
C=[B AB|=[0 0 -wq v |, (5.26)
01 0 0

Widaé, ze uklad liniowy jest sterowalny (macierz sterowalnosci jest pelnego rzedu),
jesli vg 1 wg sa niezalezne od czasu i nie sa jednocze$nie rowne 0.
Zaproponujmy sterowanie w nastepujacej postaci

w1 = —k1Te, ug = —kosgn(vg)ye — k10e, ki,ks > 0.

Dla tak wybranego sterowania réwnanie zamknietej petli ukladu jest lokalnie
asymptotycznie stabilne.

Algorytm ten zostal przedstawiony przez Samsona w pracy [76]. Moze by¢ on
stosowany tylko do $ledzenia trajektorii, dla ktérych vy i wy sa stale, a zwlaszcza
do $ledzenia okregéw i linii prostych, ktérymi czesto aproksymuje sie planowana
droge platform mobilnych.

Algorytm Samsona i Ait-Abderrahima

Istnieje mozliwo$é zaprojektowania sterowania dla uktadu (5.25), ktére rozsze-
rza obszar przestrzeni stanu cechujacy sie lokalna asymptotyczna zbiezno$cia,
a ponadto obejmuje przypadek, gdy zadane predkodci zaleza od czasu. Jest to
tzw. algorytm Samsona i Ait-Abderrahima [79]. Réwnania kinematyki wyrazone
za pomocy referencyjnych bledéw sledzenia maja postaé
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Te WYe + vgcos B — v
Ue | = —WTe + vgsin b, ) (5.27)
0. Wy — w

Sterowanie kinematyczne gwarantujace sledzenie zadanej trajektorii dopuszczal-
nej jest dane wzorem

vy = kixe+ vgcosb,,
sin 0
Wr = Wwq-+ k296 + 'UdyeTe, (528)
e
gdzie k1, ke > 0 sa parametrami regulacji. Widaé, ze sterowanie to jest dobrze
zdefiniowane, gdyz dla #. — 0 wyrazenie %&06 — 1.
Wybierzmy nastepujaca funkcje Lapunowa
L,

1 1
a2 + -y + 593.

V($67y6796) = 5 9

Pochodna funkcji V' liczona wzdluz trajektorii ukladu (5.27) z zamknieta petla
sprzezenia zwrotnego (5.28) wynosi

V(me,ye,ﬁe) = —k:lxg — kgﬁg < 0.

Na mocy lematu Barbalata (patrz lemat 1, rozdz. 11) mozna pokazaé, ze wszyst-
kie btedy referencyjne daza do zera, czyli algorytm jest globalnie asymptotycznie
stabilny.

5.2. Algorytmy sterowania do punktu

Sposrod algorytmow zapewniajacych stabilizacje wokot zadanej konfiguracji moz-
na wyréznié¢ algorytmy sterowania w petli zamknietej (ze sprzezeniem zwrotnym)
oraz w petli otwartej (bez sprzezenia). Sterowanie przez sprzezenie zwrotne
jest najlepszym rozwiazaniem ze wzgledow praktycznych, gdyz cechuje sie duza
odpornoscia na zaklécenia. Wynika to z wykonywania biezacych pomiaréw zmien-
nych stanu i uzycia zmierzonych wartosci do celow regulacji. W literaturze
pojawilo sie réwniez inne podejscie, w ktérym wykorzystano tzw. sterowanie
w petli otwartej [56], [66], [68], [88], [89], zapewniajace dojscie ukladu nieholo-
nomicznego do zadanej konfiguracji w skoniczonym czasie T'. Niestety, sterowanie
takie ma wady sterowania w petli otwartej — jest nieodporne na jakiekolwiek
zakldcenia, gdyz nie jest zalezne od biezacego stanu uktadu nieholonomicznego.
Jedna z metod sterowania w petli otwartej jest metoda endogenicznej przestrzeni
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konfiguracyjnej [85], ktéra stosuje sie do planowania ruchu. W metodzie tej pewne
uzaleznienie obliczen od stanu uktadu uzyskuje sie poprzez polaczenie metody
z idea sterowania predykcyjnego [67].

Algorytmy stabilizacji w punkcie projektowane dla manipulatoréw nieholo-
nomicznych sa algorytmami sterowania w petli otwartej, natomiast algorytmy
sterowania do punktu dla kotowych platform mobilnych sa najczesciej wybierane
sposrod algorytmoéw ze sprzezeniem zwrotnym.

5.2.1. Sterowanie do punktu dla ukladéw tanicuchowych

Przedstawione zostana trzy algorytmy stabilizacji w punkcie dla ukladéw tancu-
chowych, ktére moga byé wykorzystane dla nieholonomicznych manipulatoréw:
algorytm wielomianowy Nakamury, Chunga i Sgrdalena [68], algorytm wielo-
mianowy z zatrzymaniem w zadanej konfiguracji, wprowadzony przez autorke
w pracy [56], oraz algorytm sterowania sinusoidalnego sformutowany przez Mur-
raya i Sastry’ego [66]. Wszystkie wspomniane algorytmy sa algorytmami sterowa-
nia w ukladzie otwartym.

Algorytm Nakamury, Chunga i Sgrdalena

Rozwazmy kinematyke ukladu tanicuchowego

Z = v,
2':2 = ]/27 (5 29)
Z3 = 21, '
2.54 = Zz3li1.
Niech sygnaly sterujace maja posta¢ wielomianu
n = b, _ (1) — 21(0)
vy = co+eit + eot?, bo = T (5.30)

Wejscia wielomianowe sa stosowane ze wzgledu na gtadkosé¢ uzyskiwanych trajek-
torii i tatwos$é praktycznej realizacji. Sterowanie przeprowadzajace uktad (5.29)
ze stanu poczatkowego z(0) do stanu konicowego z(7T') w skonczonym czasie T
jest dane réwnaniem (5.30), natomiast wspdlczynniki ¢; drugiego wielomianu
sterujacego mozna obliczy¢ bezposrednio poprzez scatkowanie réwnan stanu ukta-
du tancuchowego. Otrzymuje sie wowczas zaleznosé

Mc+ Nz(0) = 2(T)

lub bardziej szczegdltowo



5.2. Algorytmy sterowania do punktu 69

T 3T? 3T% 7 /¢ 10 0] [2(0) 22(T)
bOTT2 boTT3 bo% c |+ | boT 1 0 z3(0) | = | 2(T)
RL R R | \e BL BT 1] \ ) 24(T)

Jesli z1(0) # z1(T) (czyli by # 0), to macierz M jest nieosobliwa i wspdlczynniki
¢; mozna obliczy¢ jako

c= M1 (2(T) — Nz(0)). (5.31)

Sterowanie wielomianowe (5.30) ma postaé rekurencyjna i poprzez podnosze-
nie stopnia drugiego wielomianu v, pozwala na wysterowanie uktadu tanicuchowego
o dowolnym skonczonym wymiarze.

Algorytm osiagania zadanej konfiguracji z zatrzymaniem

Algorytm przedstawiony poprzednio pozwala na osiagniecie w chwili T' zadanej
konfiguracji przez uklad lancuchowy, jednak ze wzgledu na niezerowa predkosé
w chwili koncowej po wyltaczeniu sterowania nastepuje dalsze przemieszczanie
systemu. W wielu praktycznych zastosowaniach niezbedne jest jednak uzyskanie
algorytmu pozwalajacego na osiagniecie zadanej konfiguracji z jednoczesnym za-
trzymaniem ruchu, np. przy ustawianiu palcéw nieholonomicznych w konfiguracji
umozliwiajacej pobranie przedmiotu, podejéciu do przeszkody itp. Z tego powodu
sygnaly sterujace nalezy zmodyfikowaé¢ w taki sposéb, aby w chwili T" nastapito za-
trzymanie. Podobnie jak w algorytmie Nakamury, Chunga i S¢rdalena, sterowa-
nia maja posta¢ wielomianowa

vi(t) = bo+ bit,

.32
n(t) = co + c1t + cot? + c3td. (5-32)

Aby uktad taicuchowy (5.29) zatrzymal sie w chwili T, predkosci poszczegdlnych
zmiennych stanu w chwili konicowej 2;(1T') musza by¢ réwne 0. Ze wzoru (5.29)
wynika, ze uktad zatrzyma sie w chwili T', gdy v1(T') = vo(T') = 0.
Wspdlczynniki pierwszego wielomianu sterujacego musza by¢ réwne
2(21(T) — 21(0)) 2(21(0) — z1(T))

bo = T ; b = T2 ;

natomiast wspétczynniki ¢; drugiego wielomianu sterujacego mozna obliczyé¢ po
scalkowaniu réwnan stanu uktadu laricuchowego jako
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Mc+ N = z(T)
lub bardziej szczegdltowo
My Mia Mz My o Ny z9(T)
Moy Moy Moz Moy a | Ny | _ z3(T) (5.33)
M3z Msza Mzz Msy ) N3 2(T) |’ '
My My Mgz My c3 0 0

gdzie poszczegélne elementy réwnania (5.33) sa réwne

My = T,
T2
My = 737
T
Mz = ?4,
T
My = e
Moo = Tgbo—i-];b
My = T450+11ﬂ§b17
My = Zgbo—i-ibb
Mz = 7:b2 52ﬂ4bob1+f5b
Mz = @zﬂ 1§2T06b0b1+1T05b
Ma = gl g+ it
My = 1,

My = T,
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M43 - T27
My = T°,
N1 = 22(0),

T2
Ny = 2’3(0) + ZQ(O)bDT + 722(0)()1,

T2 T2 T3 T4
N3 = 24(0) + Z3(0)(b0T + 7()1) + 22(0) (26(2) + 750()1 + 8b%> .

Macierz M jest nieosobliwa, jesli z1(0) # z1(T), czyli by # 0. Wspdlezynniki ¢;
sterowania wielomianowego v, mozna wowczas obliczy¢ ze wzoru

c=M"1(2(T)~N).

Podobnie jak w przypadku algorytmu Nakamury, Chunga i Sgrdalena, sterowa-
nie ma postaé rekurencyjna — podnoszac stopien drugiego wielomianu mozna
wysterowaé uktad tancuchowy o dowolnym wymiarze.

Sterowanie sinusoidalne

Idea sterowania sinusoidalnego pochodzi od Murraya i Sastry’ego [66]. Prezen-
towany algorytm nalezy, podobnie jak algorytm Nakamury, Chunga i Sgrdalena
oraz algorytm z zatrzymaniem, do algorytméw sterowania w ukladzie otwartym.

Aby pokazaé¢ przydatnosé sterowania okresowego, ograniczymy sie do naj-
prostszego uktadu tancuchowego, a mianowicie

21 = u,
232 =  u2, (534)
23 = 22Uj.

Zadanie polega na znalezieniu w przedziale czasu [0, T'] takiego sterowania u(t) =
(u1(t),ua(t))?, ktére przeprowadzi uklad ze stanu poczatkowego z(0) do zadanego
stanu koncowego z(T') oraz bedzie zuzywalo minimum energii, tzn. bedzie mini-
malizowaé caltke

T T
/)Juﬁ:/(ﬁ+@ﬁw (5.35)
0 0

Roéwnania ukladu (5.34) mozna potraktowaé¢ jako réwnania zmiennych stanu
z speliajacych dodatkowe ograniczenie

23 — Z29U1 = 2’3 - ZQZ"l =0. (536)
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W celu znalezienia optymalnego sterowania dla uktadu (5.34) tworzymy la-
granzian postaci

2
L(z,2) =Y 4 + A(t) (33 — 2241), (5.37)
=1

gdzie A(t) jest niezdeterminowanym mnoznikiem Lagrange’a. Po podstawieniu
podanego funkcjonatu L(z, 2) do réwnan Eulera—Lagrange’a

4oLy oL
dt \ 0z 0z
otrzymujemy nastepujace rozwiazanie

ui(t) = wuy(0)cos %t + u2(0) sin %t,

A A
ug(t) = —wuy(0)sin Et + u2(0) cos §t, (5.38)

gdzie A = const.
Po wstawieniu sterowan (5.38) do réwnaii ukladu (5.34) mozna obliczy¢ tra-
jektorie uktadu tancuchowego jako

2u1(0) . A QUQ(O) A

Z1 (t) = Cl + T Sin Et — T COS Et,
B 2u1(0) A 2us(0) . A
zo(t) = Cy+ A cos §t + A sin §t’ (5.39)

z3(t) = Cj +/Ot zo(T)ua (1) dr,

gdzie C, Cy i (5 sa stalymi catkowania. Jesli rozwazymy przypadek szczegdlny

z21(0) = z(T),
Z9 (0) = Z9 (T), (5.40)
z3(0) # 23(7),

to mozemy pokazac, ze

4km
A=— k #£0,
T #
przy czym k jest liczba calkowita. Wida¢ wiec, ze sterowanie minimalnoenergety-
czne jest okresowe. Wykorzystujac powyzsza wlasno$é, mozna okresli¢ strategie

sterowania dla ukladu tancuchowego o n-wymiarowej przestrzeni stanu.



5.2. Algorytmy sterowania do punktu 73

Krok 1.

Krok 2.

Krok 3.

Dzielimy horyzont sterowania na (n — 1) réwnych przedzialéw

0,7, [n27], .., [(n—2)7,T], T =

Na odcinku czasu [0,7] za pomoca stalego sterowania przeprowadzamy
uklad ze stanu z1(0),22(0) do stanu z1(7T), 22(T). Sterowanie takie dla
t € [0, 7] musi by¢ réwne

ui(t) = M:const,

T) — 22(0
ug(t) = () = 2(0) = const. (5.41)
T
Efektem dzialania sterowania (5.41) jest takze zmiana pozostatych wspét-
rzednych zs, ..., z,, ktore nie sa rowne swoim wartosciom koncowym. I tak

na przyktad

23(T) = 23(0) + u122(0) + %7’2u1u2 # 23(T).

W przedziale czasu [r, 27] przeprowadzamy wspdhrzedna z3(7) do jej zadane]
wartosci koricowej z3(7') za pomoca sterowania okresowego

ui(t) = agsinwt,
ug(t) = aggcoswt, (5.42)
gdzie
2r Arw
W= —=—.
T T

Jednoczesnie wszystkie dotychczas wysterowane wspdtrzedne w chwili koni-
cowej wracaja do poprzednio osiagnietej wartosci zadanej

21(27') = Zl(T),
20(21) = 2o(T),

z3(27) # 23(7)+

2
a21G22T

4

~—

= Z3(T), (5.43)

z2n(27) # 2, (T).
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W celu wyznaczenia wartosci amplitud sterowan ag; nalezy okresli¢ wartosé
liczbowa jednego parametru, np. ase, w taki sposob, aby sterowanie w chwi-
li 7 bylo ciagte, a nastepnie wyznaczy¢ drugi parametr as; spelniajacy
warunek (5.43).

Krok i. Postepujac analogicznie, tj. za pomoca sterowan dla t € [(i — 2)7, (i — 1)7]
réwnych
ui(t) = a;sinwt,
ug(t) = a2 coswt, (5.44)

mozna wysterowac i-ta zmienna od wartosci z;((i—1)7) do zadanej wartosci
konicowej z;(7T).

5.2.2. Sterowanie do punktu dla kolowych platform mobilnych

Dla kotowych platform mobilnych istnieje algorytm sterowania ogdlnego prze-
znaczenia, ktéry za pomoca sprzezenia zwrotnego zaleznego od czasu stabilizuje
w zadanej konfiguracji wszystkie klasy nieholonomicznych platform mobilnych.
Algorytm ten, podany przez Pometa w pracy [72], nalezy do grupy algorytméw,
w ktoérych warunek konieczny Brocketta sformutowany w tw. 2 jest spelniony
poprzez zastosowanie gladkiego sprzezenia zwrotnego zaleznego w sposéb jawny
nie tylko od stanu, ale i od czasu. Jak wspomniano w rozdziale 4, takie algorytmy
sa wolnozbiezne.

Twierdzenie 4 (Pomet). Rozwazmy uktad sterowania postaci

&= G(x)n =" gr(z)m, (5.45)
k=1

gdziex € R™ n € R™, m < n jest liczbq predkosci pomocniczych, a g sa gladkimi
polami wektorowymi. Zatézmy, Ze powyzszy uktad speinia warunki:

1.Vx#0

rank {adglgk |k=1,...,m, j>0}(z)=n, (5.46)

gdzie

dla j7>1 adglgk(x) = [gl,adgl_lgk](:v), ad(g)lgk(:v) = gr(x),
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2. pole wektorowe g1(x) mozna wyprostowaé w otoczeniu punktu 0 € R™ (mozna
wiec zatozyé, ze gi(x) = e1),

3. jest okreslona pewna funkcja Lapunowa V (t,x)

1 1 1
V(t,z) = §(x1 + h(t, 29, ..., 20))° + =22 + ixi, (5.47)

gdzie h(t,z) = h(t, z2,...,xn) = (Z :L'f) cost, (5.48)
i=2

4. pola wektorowe gy, i funkcja V' sq takie, Ze zachodzq warunki

L, V(ta)=0 k=2,
aV (,2) m}:>$:() (5.49)

0T h(t, .
aijx) =0 j=1

gdzie LAz Z 8:101

Wowczas 0 jest globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilnym punktem réwno-
wagi uktadu (5.45) z zamknieta petla nastepujacego sprzezenia zwrotnego

m =200 L, V(L)

= —k1L,,V(t,x),
" 1Lg, V(1 2) ky >0, (5.50)

m = —k1Lg V(t,z).

Jak wspomniano wczeéniej, algorytm ten jest wprawdzie asymptotycznie zbie-
zny do zera, jednak zbiezno$¢ ta jest powolna. Ponadto podczas stosowania
tego algorytmu wystepuje zjawisko gwaltownego przelaczania kierunkéw ruchu,
co moze mie¢ niekorzystny wptyw na mechanike platformy.

5.3. Algorytmy sledzenia Sciezki

Algorytmy $ledzenia Sciezki dla manipulatoréw nieholonomicznych do tej pory
nie byly publikowane w literaturze, dlatego w tym podrozdziale zostana przed-
stawione jedynie znane z literatury algorytmy sledzenia Sciezki dla kotowych plat-
form mobilnych z ograniczona mobilnoscia. Sledzenie $ciezki wszystkich nieholo-
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nomicznych platform mobilnych moze by¢ zrealizowane na podstawie tw. 4 po-
danego przez Pometa, co pokazala autorka w pracy [51], lub za pomoca algo-
rytmoéw przeznaczonych dla poszczegdlnych klas. Takim algorytmem jest na
przyklad algorytm Samsona gwarantujacy $ledzenie Sciezki dla platformy klasy
(2,0).

5.3.1. Sledzenie $ciezki kolowych platform mobilnych

Jesli zadaniem zdefiniowanym dla nieholonomicznej kotowej platformy mobil-
nej bedzie sledzenie trajektorii, to nie bedzie mozliwe zastosowanie algorytmu
Pometa, poniewaz tw. 4 jest stuszne jedynie dla uktadéw bezdryfowych, Sledze-
nie trajektorii zas powoduje powstanie dryfu w réwnaniach bledu kinematyki
ukladu nieholonomicznego [33], [71]. Jednak zadanie $ledzenia $ciezki moze byé
przeksztalcone za pomoca wspoélrzednych Freneta do postaci wymaganej przez
algorytm Pometa.

Algorytm Pometa dla wspélrzednych Freneta

W rozdziale 4.2.3 pokazano, ze zachodza nastepujace zaleznosci pomiedzy pred-
kosciami platformy mobilnej wyrazonymi we wspdlrzednych kartezjanskich i krzy-
woliniowych

. _ i . (cosB, sinb,) [ @
l=(—sinf, cosb,) ( ; ) , §= 15 c(5)] < ; ) , (5.51)

gdzie [ jest odleglodcig platformy od $ciezki, s jest biezacym parametrem Sciezki
(odlegtoscia krzywoliniowa od wybranego punktu), c(s) jest krzywizna Sciezki,
0, jest zadana orientacja Sciezki, natomiast &,y mozna wyrazi¢ np. za pomoca
réwnan ograniczen nieholonomicznych dla platformy mobilnej z ograniczona mo-
bilnosciag,.

Niech § = 6 — 6, bedzie bledem orientacji. W zaleznosci od klasy kolowej
platformy mobilnej, zmienne s, l,é oraz ewentualnie §;, 1 = 1,2 stanowia zbidr
nowych wspétrzednych dla systemu poruszajacego sie wzdluz Sciezki. Uzywajac
tej parametryzacji i definiujac nowe wejscia, mozna blad sledzenia $ciezki wyrazié
w postaci bezdryfowego uktadu sterowania

£=GEn=>_gn, (5.52)
=1

gdzie dla konkretnych klas kotowych platform mobilnych powyzsze symbole maja
nastepujacy sens
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e klasa (2,0):

Kinematyka platformy nalezacej do tej klasy jest opisana réwnaniami:

& = cosfv,
= sinfv, (5.53)
0 = w,

gdzie v 1 w oznaczaja predkosé¢ liniowa i katowa platformy.
Ze wzoréw (5.51) obliczamy

[ = —sinf,d + cos 0,9 = — sin 6,. cos Av + cos 6, sin Ov

= sin(f — 0,)v = sin Ov,

. cos O
T 1T c(s)lv7
6 = 6 0, =0—c(s)s =w <(s) (cos O,& + sin 6,.9)

C1Fc(s)l
c(s)

= w-— m(cos 6, cos fv + sin 6, sin Hv)
¢(s) cos

= w— ———u.
1Fc(s)l

Btledy sledzenia Sciezki mozna wtedy przedstawi¢ w postaci

<?>_<[1)>u+<si?u§>v’ (5.54)

c(s) cos @
1Fe(s)l

z nowym wejsciem u = w —

e klasa (2,1):

Kinematyka platformy nalezacej do tej klasy jest opisana réwnaniami:

= cos(0 + B)v,

= sin(0 + B)v, (5.55)
w?

= G

Il
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gdzie [ jest orientacja kola sterowanego (kierownicy), v i w reprezentuja
predkosé liniowa i predkos¢ katowa platformy, a ¢ opisuje predkosé¢ katowa
orientacji kierownicy.

Ze wzoréw (5.51) obliczamy

I

=1l

—sin0,& + cos 0,y = —sin b, cos(6 + B)v + cos O, sin(f + [)v
sin( + 3 — 6,)v = sin(f + 3)v,
cos(0 + f3)
—0

1Fc(s)l
0—0,=0—c(s)s=w

)

1Fe(s)l

c(s) cos(6 + )
1 Fc(s)l

_ s
1Fc(s)l

(cos B, cos(8 + B)v + sin b, sin(0 + 5)v)

(cos B, + sin 0,.7)

Btledy sledzenia Sciezki mozna wowczas przedstawi¢ w postaci

g 1 0 ;
I =10 Jut]| sin(6+8) |v+]| 0 | (5.56)
3 0 0 1

z nowym wejsciem v = w — %s((g;r,ﬁ)

e klasa (1,2):

Kinematyka platformy nalezacej do tej klasy jest opisana réwnaniami:

& = —L(sinBsin(0 + B2) + sin B sin(6 + 51))v,
= L(sin 31 cos(0 + B2) + sin B2 cos(0 + f1))v,
0 = sin(B2 — fB1)v, (5.57)
o= G,
By = G,

gdzie 01 i B2 to katy orientacji dwoch niezaleznie sterowanych kierownic,
za$ L jest polowa odleglosci pomiedzy kierownicami.
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Ze wzoréw (5.51) obliczamy

| =

ety
Il

—sin 6,z + cos 0,y =

Luv[sin 0, (sin 81 sin(0 + B2) + sin B2 sin(0 + (1))

+ cos 0, (sin 1 cos(0 + [2) + sin B cos(6 + 51))]

Lo sin (3 [sin 0, sin(6 + B2) + cos 0, cos(6 + (B2)]
+Lvsin f2[sin 0 sin(0 + (1) + cos 0, cos(6 + 51)]
Lvsin By cos(0 4+ (B2 — 6,) + Lvsin B2 cos(0 + 1 — 6,.)
Lusin 31 cos(f 4 32) + L sin 35 cos(6 + (1),

[sin 31 sin(f + B2) + sin Bo sin(f + £1)],

1 c(s)l
0—0, =0—c(s)s =sin(fy — B1)v — 1qf(j()s)l(cos 0,4 + sin 6,7)
sin(fy—B1 ) v+ 1Lq:(§()$ 7 cos Or[sin By sin(0 + B2) + sin Gz sin(0 + ()]
. 1L¢C(CS():) 7 5in 0 [sin 51 cos(0 + 32) + sin 3 cos(0 + 1]
sin(fs — fi)v + ffcs():) 7 5in B [cos 0 sin(0 + B) — sin 0y cos(0 + 2)]
+ 1?(08();; 7 5in Ba[cos O, sin(0 + 1) — sin 0y cos(6 + 51)]
sin(fs — B)v + ffcs():) Jsin 31 sin(6 + B, — 6,)
+1L;(j();;l sin By sin(6 + 81 — 6,.)
Le(s)v

sin(f2 — f1)v + [sin 31 sin(f 4 B2) + sin Bo sin(f + £1)].

1F c(s)l

Bledy sledzenia Sciezki mozna wowczas przedstawi¢ w postaci

gdzie

g33(§) = sin(B2 — f1) + .

o 1 0 0
Bo | | O 1 0
é - 0 Cl + 0 C? + 933(5) v, (558)
[ 0 0 g34(§)
Le(s)

m[gin By sin(f + B2) + sin Bo sin( + B1)],
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g34(§) = L (sin 51 cos(0~ + (2) + sin B2 cos(6’~ + 61)) .

klasa (1,1):

Kinematyka platformy nalezacej do tej klasy jest opisana réwnaniami [8]:

£ = Lsin#sin (v,

y = —Lcosfsin v,

0 = —cosfv, (5.59)
B o=

gdzie L jest potowa odleglosci pomiedzy osia taczaca kola ustalone a srodkiem
kierownicy.

Ze wzoréw (5.51) obliczamy

[ = —sinf,4+ cos 0,y = —sin 6, L sin 0 sin fv — cos 0L cos 0 sin v
= —Lvsinf(sin6, sinf + cos b, cosf) = —Lwvsin 3 cos(6 — 6,.)
= —LvsinfBcosb,
. L sin §sin 0
5§ = —————w,
1Fe(s)l

c(s)

§ = 0—0,=0—c(s)s = —cosﬁv—m(cosé’r:t—ksinery)
L
= —cosfv— % sin 3(cos 0, sin @ — sin 6, cos 0)
L L ~
= —cos[v— c(s) sin (sin(0—0,) = — cos fv— Lelshv sin 3sin 6.

1Fc(s)l LF ¢(s)!l

Bledy sledzenia sciezki mozna wowczas przedstawi¢ w postaci

s 1 0
0 =10 [+ 9228 |, (5.60)
[ 0 923(§)
gdzie
B ¢(s) sin Bsin O
g22(§) = —cosﬂ—L?c(s)l

923(§) = LsinBcos 0.
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W podanych réwnaniach, a takze w réwnaniach opisujacych bledy $ledzenia
Sciezki dla pozostalych klas nieholonomicznych platform mobilnych, pominieto
réwnanie na $§, poniewaz trajektoria nie osiaga zadanej $ciezki, tylko zbliza sie do
niej ($ledzenie jest asymptotyczne) [25].

Latwo sprawdzié, ze powyzsze réwnania spelniaja zalozenia tw. 4, czyli asym-
ptotyczna stabilizacja ukladu, dla ktérego sterowanie jest generowane za pomoca
algorytmu Pometa, moze by¢ dowiedziona.

Algorytm Samsona dla wspétrzednych Freneta

W wielu dotychczasowych pracach do rozwiazania zadania Sledzenia $ciezki przez
platforme stosowano algorytm Pometa [72]. Zaleta wspomnianego algorytmu
jest mozliwo$é zastosowania do dowolnej klasy nieholonomicznych kotowych plat-
form mobilnych, co pokazano w [51]. Jednak algorytm Pometa cechuje powolna
zbieznos$¢ oraz przetaczanie kierunkéw ruchu. 7 tych wzgledéw moze on byé
stosowany tylko w procesie zblizania sie do $ciezki. Jezeli jednak wymagany jest
algorytm sterowania zapewniajacy nie tylko zbieznos¢ do $ciezki, ale takze dal-
sze przemieszczanie sie wzdluz niej, to nalezy uzy¢ algorytmu odpowiedniego dla
okreslonej klasy platform mobilnych. Dla platform klasy (2,0) takim algorytmem
jest algorytm Samsona [76].

Zgodnie ze wzorem (5.54), bledy §ledzenia sciezki dla platformy (2,0) mozna
zapisa¢ jako

[ = vsin é,
. (5.61)
0 = u,

gdzie u jest nowym sterowaniem dla drugiego réwnania.

Jak pokazano w [8], algorytm Samsona definiuje v i u w taki sposéb, ze
predkosé liniowa v nie moze zanika¢ do zera, natomiast u zalezy od predkosci
liniowej platformy. W naszych rozwazaniach skoncentrujemy sie na przypadku
v(t) = const # 0, poniewaz chcemy, aby platforma poruszala sie ze stata predkoscia
wzdhuz $ciezki. Sterowanie kinematyczne Samsona jest wéwczas rowne

. é B
v = const, U= —kgleIE — k30, ko, k3 > 0. (5.62)

Dla uktadu dynamicznego (5.61) wybierzmy nastepujaca funkcje Lapunowa

Vi(§) = ko= + —. (5.63)
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Nastepnie obliczmy pochodng funkcji Lapunowa Vi wzdhuz trajektorii ukladu
(5.61) z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (5.62)

Vi = kol + 60 = — k362 < 0. (5.64)

Poniewaz Vi nie rosnie wzdtuz trajektorii ukltadu, oznacza to, ze [ i 6 sa ograni-
czone, i wtedy

) i -
m:—%wp@wﬁ — ks)

jest réwniez suma iloczynéw funkeji ograniczonych, co jest réwnoznaczne z jedno-
stajna ograniczonoscia funkeji Vi. Z lematu Barbalata wynika wiec, ze Vj, dazy
do zera, czyli 6 — 0. Poniewaz 6 = 0 Jest asymptotycznie stabilnym punktem
réwnowagi ukladu (5.61)—(5.62), latwo pokazaé, ze 6 jest réwniez ograniczona

(jest suma iloczynéw wyrazen ograniczonych), a wiec 0 musi dazy¢ do zera. We

wzorze (5.62) opisujacym dynamike bledu § wyrazenia ky, v i 822 s rézne od
zera w poblizu 6= 0, czyli zachodzi [ — 0.

Ostatecznie widaé wiec, ze

(1,6) = (0,0)

jest asymptotycznie stabilnym punktem réwnowagi. To konczy dowdd zbieznosci
algorytmu kinematycznego Samsona.



6. Sterowanie manipulatorow
mobilnych do punktu

Sterowanie do punktu ma na celu ustawienie manipulatora mobilnego w odpowied-
niej konfiguracji, obejmujacej zadana posture platformy (tj. jej polozenie i orien-
tacje) oraz okreslone polozenie przegubéw ramienia manipulacyjnego umiesz-
czonego na platformie. Osiagniecie zadanej konfiguracji jest czesto punktem
wyjscia do realizacji kolejnych zadan, jakie ma wykonaé¢ manipulator mobilny,
polegajacych na przykitad na pobraniu tadunku z ustalonego punktu przestrzeni
roboczej. Informacje o koniecznosci ustawienia sie we wskazanej konfiguracji
modul transportowo-wykonawczy, jakim jest manipulator mobilny, otrzymuje za-
zwyczaj od systemu nadrzednego [73].

Ze wzgledu na specyfike budowy manipulatora mobilnego obejmujaca dwa
strukturalnie rézne podsystemy (platforme mobilng i ramie manipulacyjne), reali-
zowane zadanie dla kazdego z poduktadéw mozna sformulowaé nastepujaco:

e platforma mobilna ma przemiesci¢ sie do ustalonego punktu przestrzeni
i zatrzymaé sie w nim z ustalona orientacja,

e ramie manipulacyjne ma osiagnaé zadana konfiguracje w przestrzeni wew-
netrznej, czyli przegubowej.

Poniewaz zadanie sterowania do punktu jest realizowane w odmienny sposéb
w zaleznosci od budowy nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych, wiec nalezy
je rozwazy¢ oddzielnie dla poszczegdlnych typéw wspomnianych obiektéw.

6.1. Sterowanie manipulatora mobilnego (nh,h)
do ustalonej konfiguracji

Rozwazmy manipulator mobilny typu (nh,h) opisany réwnaniami kinematyki
(3.12) wyrazajacymi wylacznie brak poslizgéw két platformy podczas ruchu

Gm = G(Qm)n
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oraz réwnaniami dynamiki (4.19) wyrazonymi w wspélrzednych pomocniczych.
Jak pokazano w rozdziale 4, rozwiazanie problemu sterowania do ustalonej kon-
figuracji wymaga zastosowania procedury calkowania wstecznego [38], a wiec
znalezienia sterowania kinematycznego rozwiazujacego problem ograniczen, a na-
stepnie uzycie go do sterowania dynamika obiektu. Jako algorytm kinematyczny
zostanie uzyty algorytm Pometa, przedstawiony w podrozdziale 5.2.2, natomiast
sterowanie dynamika jest dane réwnaniem (4.21).

6.1.1. Sterowanie kinematyczne

Algorytm Pometa moze byé stosowany do realizacji zadania osiggania zadanej
postury przez kotowe platformy mobilne z ograniczona mobilnoscia. Mozna poka-
zac, ze wszystkie klasy nieholonomicznych platform mobilnych spetiaja zaltozenia
tw. 4. W tym celu przeksztalémy réwnania kinematyki dowolnej klasy nieholo-
nomicznych platform kotowych do nastepujacej postaci normalnej:

e klasa (2,0):
wektor stanu & = (6, z,y)T

. 1 0
E=| 0 |w+ | cos® |, (6.1)
0 sin 6
e klasa (2,1):
wektor stanu & = (0, z,vy, 5)7
1 0 0
lo cos(0 + 5) 0
0 0 1
e klasa (1,2):
wektor stanu & = (31, B2, 0, x,y)T
1 0 0
0 1 0
E=10 [a+]| 0 [G+]| snG-p5) | (6:3)
0 0 934(&)
0 0 g35(&)
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gdzie:

934(§) = —LI[sinB1sin(0 + B2) + sin Besin(0 + p1)]
935(§) = L[sin By cos(0 + B2) + sin B2 cos(0 + 51)],

e klasa (1,1):

wektor stanu & = (3,6, z,y)T

1 0
0 tan 3
= L
£ 0 ¢+ .y V. (6.4)
0 sin 6

Jak wida¢, réwnania kinematyki kazdej z klas nieholonomicznych platform mo-
bilnych mozna wyrazi¢ w takiej postaci, aby pierwsze pole wektorowe g;(§) bylo
wyprostowane. Ponadto w przypadku nieholonomicznych kotowych platform mo-
bilnych wykazano [72], [87], ze dla modelu kinematyki platformy mobilnej dowol-
nej klasy mozna znalez¢é taka zmiane wspodlrzednych oraz statyczne sprzezenie
zwrotne, ze powstaly w ten sposdb nowy uklad sterowania spelnia pozostale
zalozenia tw. 4. Na mocy tego twierdzenia prawo sterowania (5.50) podane
przez Pometa zapewnia asymptotyczna zbieznosé postury platformy mobilnej do
postury wymaganej w zadaniu.

6.1.2. Sterowanie dynamiczne

Rozwazmy calkowicie znany model dynamiki manipulatora mobilnego (4.19) wy-
razony we wspolrzednych pomocniczych. Zalézmy, ze znane sa kinematyczne
predkosci referencyjne 7,(t) obliczone wedlug algorytmu Pometa (5.50), ktére
rozwiazuja problem sterowania do punktu dla platformy mobilnej.

Z kolei zadana trajektoria dla przegubéw manipulatora poktadowego nie zalezy
od czasu, czyli jest ustalona konfiguracja przegubowa g,4(t) = ¢,q = const. Warto
wspomnieé, ze w przypadku manipulatoréw holonomicznych zadanie sterowania
do ustalonej konfiguracji przegubowej (sterowanie do punktu) jest szczegélnym
przypadkiem sledzenia trajektorii i moze by¢ rozwigzane za pomoca tych samych
algorytméw, ktore sa dedykowane zadaniu sledzenia trajektorii.

Zaproponujmy prawo sterowania dynamika

()i () () w3} o
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gdzie symbole sa zdefiniowane jako

€n | _ n—"1 _ n—"nr —
(s)‘(%—%) (ér+Aer)’ =

Wyrazenie e, oznacza wektor bledéw predkosci pomocniczych — réznic pomiedzy
rzeczywistymi predkosciami n nieholonomicznej platformy a predkosciami n, pro-
jektowanymi w sterowniku kinematycznym. Z kolei zmienna s jest zdefiniowana
analogicznie do zmiennej slizgu w algorytmie Slotine’a i Li [81], natomiast trajek-
toria gref jest pewna trajektoria referencyjna, definiowana za pomoca zmiennej
slizgu s jako

ref = 4ra — Ner, Gref = Gra — Ny

Macierze K i A, réwne

| K1 0 AT
K_[O KQ]’ A=A >0,

sa symetrycznymi i dodatnio okreslonymi macierzami regulacji. Macierz Ck
jest macierza korekcji dana wzorem (3.23), niezbedna do uzyskania warunku
skosnej symetrii (3.22) pomiedzy macierzami Q* i C*, ktéry dla manipulatoréw
umieszczonych na kotowych platformach mobilnych nie jest speliony [22]. Latwo
sprawdzié¢, ze réwnanie zamknietej petli (4.19), (6.5) na poziomie dynamicznym
mozna przedstawié jako

Q*<é§)+(c*+CK)<esn)—FK(GS")— . (6.6)

6.1.3. Dowdd zbieznosci

Przed rozpoczeciem rozwazan na temat zbieznosci bledéw §ledzenia (6.6) nalezy
uwzgledni¢ wplyw bledéw e, na sterowanie kinematyczne (5.50).

Predkosci referencyjne 7, to sygnaly sterowania kinematycznego uzyskiwane
w przypadku idealnym, tzn. bez uwzgledniania poziomu dynamicznego w réw-
naniach obiektu. Jednak w rzeczywistym przypadku, tj. z uwzglednieniem dy-
namiki, jako sterowanie kinematyczne (predkosci podawane na wejscia uktadu)
nalezy wzia¢ zmodyfikowane sterowania 7 = 7, + e, réwne

Oh(t,
m = _$ - Lg1V(ta§) + €nis
2 = _LQQV(t7£) + €y

Thm = _Lgmv<t7§) + €nm >
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w ktorych wystepuja mierzone bledy predkosci e,. Bledy te pojawiaja sie wtedy,
gdy rzeczywista predkos¢ uktadu nie moze osiagna¢ wartosci referencyjnej n,, np.
ze wzgledu na duza bezwladno$¢ obiektu.

Dla systemu (6.6), (6.7) wybierzmy nastepujaca funkcje Lapunowa

W=V + 5, 5)TQ ( ) , (6.:8)

gdzie V (¢, &) jest funkcja Lapunowa (5.47) dla sterowania kinematycznego, zapro-
ponowana w tw. 4. Obliczmy pochodna po czasie funkcji W wzdluz trajektorii
uktadu z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (6.6) i ze sterowaniem kinematy-
cznym (6.7), uwzgledniajacym oddziatywanie dynamiki

W= —(LyV)* 4 e LoV + = (Lg, V)’ + en, Ly, V = (e] s7) K( K )

3 1 2 3
< 2 (L91V)2 - <2L91V - em) — (K1 — 1)67271 to - 1 (Lgmv)2

1 2
— <2Lgmv — enm> — (K1 —1)e,, — s"Kas <0.

Ze wzgledu na zaleznosé¢ funkcji W od czasu, stabilno$¢ proponowanego algorytmu
sterowania zostanie wykazana przy pomocy twierdzenia La Salle’a—Yoshizawy
(patrz tw. 7, rozdz. 11).

Widaé, ze jesli parametry regulacji sa odpowiednio dobrane, czyli K7 > 1
i Ky > 0, to spelnione jest oszacowanie

3 3
- 13 (Lg,V)? + (K1 — 1)e2 + ...+ 0 (Lg, V)* + (K1 — 1)e2 + 5" Kas

= —H(ey s, LgV) <0, 1=1,...,m, (6.9)

g.
IN

czyli wszystkie trajektorie ukladu z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego spel-
niaja warunek

lim H(ey,s,Lg,V)=0, i=1,..,m. (6.10)

t——+o00
To oznacza, ze punkt w przestrzeni stanu manipulatora mobilnego

(€n,s,Lg;V) =1(0,0,0), i=1,..m,

jest asymptotycznie stabilnym punktem réwnowagi.
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Kolejna wlasciwoscia, ktéra nalezy pokazac, jest fakt, ze warunek L,V = 0
dla ¢ = 1,...,m zapewnia zbieznos¢ zmiennych ¢ platformy do 0 oraz ze s = 0
gwarantuje osiagniecie przez manipulator ustalonej konfiguracji. Jednak zbiez-
nos¢ € do 0 jest konsekwencja zalozenia (5.49) twierdzenia 4, gdyz z postaci
funkeji h(t,€) danej wzorem (5.48) wynika natychmiast

Oh(t,€)
natomiast dla ramienia manipulacyjnego zadany punkt w przestrzeni przegubowej
qrd(t) = qrq jest szczegdlnym przypadkiem trajektorii i zachodzi dla niego zbiez-
nos¢

s=é-+Ae, =0, e =q — G,

jedli A = AT > 0. To koniczy dowéd.

6.2. Sterowanie manipulatora mobilnego (nh,nh)
do ustalonej konfiguracji

W manipulatorach mobilnych typu (nh,nh) ograniczenia nieholonomiczne sa
nalozone na ruch kazdego z podsysteméw skladowych. Podobnie jak dla mani-
pulatoréw typu (nh, h), aby rozwiazaé¢ zadanie sterowania do punktu dla takiego
obiektu, nalezy zastosowaé sterowanie kinematyczne, np. przedstawione w roz-
dziale 5.2, a nastepnie otrzymane predkosci referencyjne uzy¢ do zaprojektowania
sterowania obiektem uwzgledniajacego rowniez jego rownania dynamiki.

Jak pokazano w rozdziale 5.2, algorytmy prezentowane w literaturze dzia-
laja w otwartej lub zamknietej petli sprzezenia zwrotnego. W rozdziale 6.1
dowiedziono, ze wybdr algorytmu kinematycznego ze sprzezeniem zwrotnym od
stanu gwarantuje osiagniecie celu sterowania, jakim jest np. ustawienie manipu-
latora mobilnego w zadanej konfiguracji. W dalszej czesci rozdzialu pokazano,
jak uwzglednienie rownan dynamiki wplywa na zachowanie podukladu, w ktérym
sterowanie kinematyczne jest projektowane bez sprzezenia zwrotnego.

6.2.1. Sterowanie kinematyczne

Aby sprawdzié¢, jak dynamika wplywa na trajektorie podsystemu nieholonomicz-
nego, dla ktérego uzyto sterowania kinematycznego bez sprzezenia zwrotnego,
rozwazmy najprostszy uklad tancuchowy
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:tl = ui,
.fg =  ug, (6.11)
T3 = =Tauq,

w ktérym sterowanie kinematyczne ma postaé¢ wielomianowa podana przez Naka-
mure, Chunga i Serdalena

uy = va

Uy = Co‘l-Clt, (612)

ze wspélezynnikami by, ¢ i ¢; obliczonymi ze wzoréw (5.30) i (5.31). Jak wspom-
niano w rozdziale 6.1, wzigcie pod uwage réwnan dynamiki w modelu sterowanego
obiektu powoduje konieczno$¢ uwzglednienia dodatkowych bledéw e, =n —n;,
ktére pochodza od poziomu dynamicznego i na poziomie kinematycznym musza
zosta¢ uwzglednione jako zaktocenie. Dostajemy woéwczas zmodyfikowane stero-
wanie kinematyczne postaci

up = bo+ey,

6.13
u2 = ¢o+cit + ep2. ( )

Takie sterowanie zastosowane do réwnan (6.11) generuje nastepujace trajektorie

t
z1(t) = xl(O)—i—bot—l—/ e dr,
0
1 4
xo(t) = x2(0) —I—cot+§clt2—|—/ en2dT, (6.14)
0
1 2 1 3 !
xg(t) = x3(0)+x2(0)bot+560b0t +661b0t —I—/ .TgenldT
0

t t
+ / (b() + Gnl)dT/ enng'.
0 0

Wspélezynniki wielomianéw sterujacych by, ¢o i ¢1 sa projektowane w taki
sposéb, aby w okreélonym horyzoncie czasowym T', przy nieobecnych zakiéceniach,
zmienne stanu osiagnely zadane wartosci x1(T"), x2(T) i x3(T). Aby jednak
uzyska¢ taka zaleznos¢ w réwnaniach zaburzonych (6.14), wszystkie calki za-
wierajace bledy e, i ;2 musiatyby w chwili T' réwnac sie zero. Poniewaz jednak
zastosowanie réwnolegle sterowania kinematycznego i dynamicznego zapewnia
zbieznos¢ do zera bledéw e, nie za$ ich catek, to wyrazenia catkowe w réwnaniach
stanu nie sa rowne zeru. Wynika stad, ze wprawdzie ramie manipulacyjne za-
trzyma sie po czasie T, jednak nie w wymaganej konfiguracji. Wielko$¢ prze-
suniecia (niedokladno$ci pozycjonowania) zalezy od przebiegu bledéw e, i mozna
ja zbadaé symulacyjnie.
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-180;

6
CzAS [8]

Rys. 6.1. Wplyw sterownika dynamicznego o wzmocnieniu K = 80
na zachowanie uktadu. Linia kropkowana — konfiguracja kinematyczna
(hipotetyczna), linia ciagla — rzeczywista konfiguracja przegubdw:
a) kat x1, b) kat xo, ¢) kat 3
Fig. 6.1. Influence of the dynamical controller with gain K = 80 on the
behavior of the system. Dotted line — ideal kinematic configuration,
solid line — real configuration of robot joints: a) joint x1, b) joint x2, ¢) joint z3
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W tym celu przeprowadzono badania symulacyjne zachowania nieholonomicz-
nego tréjwahadla, w ktorym jako algorytmu kinematycznego, gwarantujacego
osiagniecie ustalonej konfiguracji przez nieholonomiczny manipulator, uzyto roz-
wazanego algorytmu wielomianowego Nakamury, Chunga i Sgrdalena. Symulacje
przeprowadzono uzywajac pakietu Matlab i Simulink!.

Schemat nieholonomicznego tréjwahadla zostal pokazany na rysunku 6.2.

Rys. 6.2. Planarne tréjwahadlo z napedem nieholonomicznym
Fig. 6.2. Planar 3-pendulum with nonholonomic gear

Kinematyka nieholonomicznego tréjwahadla jest opisana réwnaniami (2.10) oraz
(2.11)

91 1 0

92 _ 0 ag sin 91 Ul _

6 | | 0 agsinfycosb; < m ) = Ga(qr)u,
p 0 1

gdzie u; to predkos¢ katowa pierwszego przegubu, zas us to predkosé katowa kota

IW w pierwszym przegubie. Model dynamiki nieholonomicznego tréjwahadta, ze

wzgledu na obszernosé, zostal pominiety, jednak mozna go znalezé w pracy [52].
Konfiguracja zadana byta réwna

2(0) = [-20°,-20°,—-20°],  «(T) = [20°,20°, 20°],

z horyzontem czasowym T = 10 s. Podlaczenie do uktadu sterownika dynamicz-
nego powoduje powstanie dodatkowych bledow §ledzenia wszystkich przegubdw,
co wida¢ na rys. 6.1.

'Matlab i Simulink byly dostepne dzieki Wroclawskiemu Centrum Sieciowo-Superkompute-
rowemu.
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Znaczne réznice pomiedzy projektowanymi i rzeczywistymi potozeniami prze-
gubow decyduja o niewielkiej przydatnosci algorytméw kinematycznych pracuja-
cych w petli otwartej, a co za tym idzie, sugeruja wybér algorytmu ze sprzezeniem
zwrotnym.

6.2.2. Sterowanie dynamiczne

Model manipulatora (nh,nh) jest opisany réwnaniami ograniczen (3.14)

i dynamika dana wzorem (3.15) jako
Q*¢ +C*C+ D* = B*r.

Zamiast algorytmu kinematycznego dzialajacego w petli otwartej zastosujmy do
réwnan kinematyki manipulatora nieholonomicznego (3.14), podobnie jak do
platformy, algorytm kinematyczny Pometa (5.50). Jako sterownik dynamiczny
wybierzmy prawo sterowania

T:(B*)I{Q*<ZT )+C*<ZT >+D*—(K+CK)<Z” )} (6.15)

gdzie symbole sa zdefiniowane w nastepujacy sposob

(o)-(ur).

Widaé, ze proponowane prawo sterowania jest szczegdlnym przypadkiem algo-
rytmu (6.5) zaproponowanego w rozdziale 6.1 do wysterowania do punktu ma-
nipulatora mobilnego (nh, h), w ktérym podsystem holonomiczny nie wystepuje.
To oznacza, ze dowdd zbieznosci algorytmu (6.5) bedzie stuszny réwniez w przy-
padku manipulatora podwdjnie nieholonomicznego.



7. Sledzenie trajektorii
manipulatoréw mobilnych

Zadania zwiazane ze $ledzeniem trajektorii przez manipulator mobilny pojawiaja
sie zawsze wtedy, gdy jest istotne nie tylko wykonanie ruchu wzdluz okreslonego
konturu, ale réwniez zrealizowanie go z okreslona predkoscia [55]. Trajekto-
ria zadana jest rozumiana jako krzywa (zazwyczaj klasy C?, niekiedy gladka)
parametryzowana czasem, zdefiniowana dla kazdego z podsysteméw w nastepujacy
sposéb:

e Platforma mobilna ma przemieszczaé sie po podtozu wzdtuz zadanej krzywej
€4(t) zaleznej od czasu, zdefiniowanej w taki sposéb, aby mozliwe byto wyko-
nanie ruchu z jednoczesnym spelnieniem ograniczen nieholonomicznych.
Taka trajektoria jest nazywana trajektoriq dopuszczalng dla systemu. W pra-
ktyce, trajektorie dopuszczalne musza spelia¢ réwnania ograniczen nieholo-
nomicznych nalozonych na ruch ukladu.

e Efektor ramienia manipulacyjnego ma wykonywa¢ ruch wzdtuz innej krzy-
wej zaleznej od czasu. Jesli zadanie zdefiniowane dla efektora przeksztalci
sie przez odwrotne zadanie kinematyki, to réwnowaznie mozna stwierdzic,
ze manipulator ma osiagnaé zadana trajektorie gq(t) w przestrzeni wewne-
trznej, czyli przegubowe;j.

Sledzenie trajektorii jest realizowane w odmienny sposéb, w zaleznosci od bu-
dowy nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych, dlatego nalezy je rozwazy¢
oddzielnie dla poszczegdlnych typéw wspomnianych obiektow.

7.1. Sledzenie trajektorii manipulatora mobilnego

(nh, h)

Manipulator mobilny typu (nh, h) zawiera tylko jeden podsystem nieholonomiczny,
mianowicie kolowa platforme mobilna, opisana réwnaniami kinematyki (3.12)
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wyrazajacymi brak poslizgéw kot platformy podczas ruchu, oraz réwnaniami dy-
namiki (4.19) wyrazonymi we wspéhrzednych pomocniczych (n,¢q,). W rozdziale
4 pokazano, ze zadanie polegajace na Sledzeniu trajektorii wymaga zastosowa-
nia procedury calkowania wstecznego, a wiec znalezienia sterowania kinematy-
cznego rozwiazujacego problem ograniczen, a nastepnie uzycia go jako sygna-
hu referencyjnego do sterowania dynamika obiektu. Jako sterowanie kinematy-
czne zostanie zastosowany algorytm linearyzacji dynamicznej, ktéry moze byé
uzyty dla dowolnej klasy kotowych platform mobilnych z ograniczona mobilnoscia.
7Z kolei sterowanie dynamika zostanie przedstawione zaréwno dla catkowitej zna-
jomosci modelu, jak i dla przypadku parametrycznej nieznajomosci dynamiki
obiektu.

7.1.1. Sterowanie kinematyczne

Rozwazmy kinematyke kotowej platformy mobilnej wyrazona w postaci ogdlnej

Gm = G(gm)n =D 9i(aqm )i, (7.1)
=1

gdzie zmienne g,, € R"™ to wspéhlrzedne uogélnione platformy, predkosci po-
mocnicze n € R™ spelniaja role sterowan, zas pola wektorowe g; sa gladkie.
W rozdziale 5.1.2 pokazano, ze jesli uklad nie jest calkowicie linearyzowalny przez
zmiane bazy i statyczne sprzezenie zwrotne, to pelng linearyzacje mozna uzyskac
poprzez uzycie bardziej ogélnego sterowania z dynamicznym sprzezeniem zwrot-
nym

a(Gm, X 1),

’[7 =
X = b(qm7X7nT)a

gdzie 7, jest pomocniczym wejéciem do systemu. Aby otrzymaé dynamiczne
sprzezenie zwrotne, nalezy najpierw wybra¢ m odpowiednich wyjs¢ linearyzuja-
cych

Y = hi(qm), 1= 1, sy T (72)

Jako zmienne y; moga zosta¢ wybrane wspétrzedne srodka masy platformy oraz
jej orientacja [8], [18].

Nastepnie do ukladu (7.1) z wyjsciami (7.2) nalezy zastosowaé algorytm roz-
szerzenia dynamicznego, polegajacy na podlaczeniu integratoréw do pewnej kom-
binacji wej$¢ oraz rozszerzeniu przestrzeni stanu o zmienne y

Qe:<q;b>a
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co umozliwia transformacje rozszerzonego wektora stanu ¢, do postaci

¢= \I’(QB)

za pomoca lokalnego dyfeomorfizmu. W rozdziale 5.1.2 pokazano, ze dla kazdej
klasy kotowych platform mobilnych speliona jest nastepujaca zaleznosé

y(T) = P(ge) + Ka(ge)ny- (7.3)
Jesli macierz K4(qe) jest odwracalna, to przez zastosowanie sterowania
e = K7 (ge)(—Plge) + w) (7.4)

z nowym wejsciem do odsprzezonego uktadu liniowego w, réwnym

ri—1

w; = yz(g’) - Z o] ( () yl(cjl)) 1=1,...,m,
=0

uzyskuje sie nastepujace réwnanie
y") =yl Dy=0, i=1 7.5
— Yy T+ Z yld ) = i=1,....,m. (7.5)

Parametry regulacji a;; musza by¢ wybrane w taki sposob, aby bieguny ukladu
liniowego, otrzymanego poprzez podlaczenie do ukladu (7.3) sprzezenia zwrotnego
(7.4), lezaly w otwartej lewej pélplaszczyinie plaszczyzny zmiennej zespolonej.
Zdefiniujmy blad sledzenia trajektorii jako
Y1 — Yid
€y =Y —Yqg = )
Ym — Ymd

natomiast blad $ledzenia wspétrzednych niech bedzie réwny

ec = (¢ — (a, (7.6)
gdzie
Y1 Yid
- i
C = : ) Cd —
Ym Ymd
(rw;—l) (rm—l)

Ym Ymd
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Widag, ze jesli e — 0, to réwniez e, — 0.
Obliczmy dynamike btedu e; dla odsprzezonego uktadu liniowego

éyl 61/1

: 0 1 .. 0 .. 0 :

e | s e

éc = : =| -} —a} .. —0/1"171 0 0

€ym : : Cym
L0 0 .. 0 .. —almV :

eéﬁ’f) eg;nm_l)

= Aec.

Aby pokaza¢ zbieznos¢ bledu e do zera, wybierzmy nastepujaca funkcje La-
punowa

1
Viec) = ie?PeC, (7.7)

gdzie macierz P = PT > 0 jest rozwiazaniem réwnania Lapunowa,

ATP 4+ PA=—M, M=MT>0. (7.8)
Wida¢, ze prawdziwe jest oszacowanie

Viee) = —e?MeC =—F(e;) <0.

Z zasady niezmienniczoSci La Salle’a (tw. 5, rozdz. 11) wynika, ze blad e dazy
asymptotycznie do zera. To konczy dowdd zbieznosci algorytmu.
7.1.2. Sterowanie dynamiczne

Dla manipulatora mobilnego typu (nh,h) rozwazmy dodatkowo w peni znane
réwnanie dynamiki (4.19)

* Ul * n * _ ¥ Tm
Q <qr>+c <qr>+D =B <T>

Dla powyzszego réwnania wybierzmy nastepujacy dysypatywny algorytm sterowa-
nia dynamika

Tm o xy—1 * Ny * r *
( Tr ) B (B ) {Q ( q.ref ) +C ( QIef ) D <79)
() (2))
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w ktérym czlon k € R™, umozliwiajacy kompensacje pewnych niepozadanych
wyrazOw pojawiajacych sie na poziomie kinematycznym, zostanie zdefiniowany
pbzniej, parametry zas regulacji sa réwne

— Kl O . —_— ] . . ._
K = [ 0 Ky ] ,  K; = diag{k;}, ki>0, i=1,2.

Przypomnijmy ponadto, ze symbol e, oznacza wektor bledéw predkosci po-
mocniczych, czyli réznic pomiedzy rzeczywistymi predkos$ciami n nieholonomicz-
nej platformy a predkosciami projektowanymi w sterowniku kinematycznym 7.
Bledy e, pojawiaja si¢ na poziomie kinematycznym po dolaczeniu do opisu uktadu
nieholonomicznego réwnan dynamiki. Nalezy je uwzgledni¢ w sterowaniu kine-
matycznym w postaci zaburzenia powodujacego modyfikacje sterowania referen-
cyjnego

n=n+e,= Kd_l(Qe) [_P(Qe) + w] + ey. (7'10)

Pojawienie si¢ bledu e, w sterowaniu kinematycznym powoduje wygenerowanie
zaklécenia w dynamice funkcji wyjsciowych y

Yy = P(ge) + Ka(ae) e + eq] = w + Ka(ae)en,
a w konsekwencji rowniez zmiane dynamiki bledu ukladu odsprzezonego do postaci

0

Kdl(Qe)en
ec = Aec + = A€< + 9, (7.11)
0

Kam(ge)ey

gdzie Kg4;(ge) jest i-tym wierszem macierzy odsprzegania K.

7.1.3. Dowéd zbieznosci

Aby pokazaé, ze algorytm (7.9) sterowania dynamika wraz ze zmodyfikowanym
sterowaniem kinematycznym (7.10) zapewnia zbieznos$¢ bledéw sledzenia do zera,
wybierzmy nastepujaca funkcje Lapunowa dla manipulatora mobilnego (nh,h)
opisanego zaréwno rownaniami kinematyki, jak i dynamiki



98 7. Sledzenie trajektorii manipulatoréw mobilnych

Wiec,en,s) =V(ec) + % ( eg s )Q* < 6877 ) ) (7.12)

gdzie V(e¢) jest funkcja Lapunowa (7.7) wylacznie dla réwnan kinematyki.
Réwnania dynamiki ukladu (4.19) z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego
(7.9) maja postaé

Q*<é5">+(0*+01<)<6;7)+K<€sn>_<g>:0‘ (7.13)

Pochodna po czasie funkcji W wzdluz trajektorii ukladu (7.13) oraz (7.11), czyli
sterowania kinematycznego uwzgledniajacego oddzialywania dynamiki, jest rowna

W= Ve () () (4 e (7))

_ L p 7 T 1 T T s €n
= §eC(A P+PA)eC+e<P5+§<en s )Q .

T T _(C* en \ ey K
—I—(en s ){ (C +CK)< 3) K( < >+<O>}
= —egMeC + eCTP(S — e;‘ZpKlen — 5T Kys + eglﬁ. (7.14)
Wyraz zawierajacy zakldcenie mozna wyrazi¢ w réwnowaznej postaci jako
m
eCTP(S = eZ:Ten, T = Z P Kai(qe), (7.15)
j=1

a wiec z macierza Y réwna sumie macierzy powstatych przez przemnozenie r;-tych
kolumn macierzy P przez j-te wiersze macierzy K(q.). Jesli wyraz kompensujacy
zostanie wybrany jako

K= —TTeC,

to W bedzie spehiata oszacowanie
W < —e?MeC — egKle,7 —sTKys < —AW <0, (7.16)

gdzie v jest pewna liczba dodatnia. Z II metody Lapunowa (tw. 6, rozdz. 11)
mozna wywnioskowaé, ze punkt

(ec,en,s) =(0,0,0)
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jest eksponencjalnie stabilnym punktem réwnowagi. To koniczy dowdd zbieznosci
proponowanego algorytmu sterowania.

W przypadku parametrycznej nieznajomosci modelu dynamiki mozna zas-
tosowaé adaptacyjna wersje sterowania dynamicznego. Zalézmy wiec, ze nie sa
znane parametry modelu dynamiki, takie jak masy ogniw, momenty bezwladnosci
ogniw i platformy, itp. Wektor statych nieznanych parametréw rzeczywistych
oznaczymy jako a. Sterowanie na poziomie dynamicznym ma wowczas postaé

Tr ref

. cK<q,z,a><€;7)—K<6§>+<g>}

( m > = (B*(q)! {Q*(q, a) ( ;77” ) +C%(q,2,a) ( an ) + D*(q, a)

gdzie

€r = 4qr — qrd, SZQT_Qref:ér"i_Aery A:AT>0-

Zastosowanie sterowania (7.17) do modelu dynamiki (4.19) manipulatora mo-
bilnego (nh,h) daje nastepujace réwnania ukladu z zamknieta petla sprzezenia
zwrotnego

K

Q" ( n ) — —(C* 4+ Ck + K) ( 65’7 ) FY (2,20, €, 2, q)alt) + < 0 ) (7.18)

5
przy czym wyrazenie a(t) = a(t) —a jest wektorem bledéw estymacji parametréw.

Biezace oszacowania nieznanych parametréw otrzymuje sie z prawa adaptacji
parametrow

a(t) = a(t) = T Y7 (4, 2, €, 2, q) ( 6;7 ) , (7.19)

gdzie I' = IT'T > 0 jest stala i symetryczna macierza wzmocnien adaptacyjnych.
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Aby dowies$é¢ zbieznosci proponowanego adaptacyjnego prawa sterowania dy-
namika, wybierzmy funkcje Lapunowa

_ 1 <[ e 1 _p
Walec,en,s,a) = V(e<)+§( e,j; s )Q < sn ) +§aTFa.

Pochodna po czasie funkcji W, wzdtuz trajektorii uktadu (7.3), (4.19) z zamknieta
petla sprzezenia zwrotnego (7.10), (7.17), (7.19) jest réwna

Wo < —efMe¢ — e Kiey — s" Kys < 0. (7.20)

Poniewaz pochodna funkeji Lapunowa W, nie zalezy od wszystkich sktadowych
btedow, wiec wnioskowanie o stabilnosci nalezy przeprowadzi¢ na podstawie tw. 7,
rozdz. 11, sformulowanego przez Yoshizawe i La Salle’a. Z warunku (11.9) wyni-
ka, ze punkt

(6(, €n, S) - (07 0, 0)

jest asymptotycznie stabilnym punktem réwnowagi. Nalezy wspomnie¢, ze podo-
bnie jak wiekszos¢ algorytméw adaptacyjnych, proponowany algorytm nie zapew-
nia zbieznosci bledéw estymacji a(t) do zera, a wiec za pomoca prawa adaptacji
(7.19) nie jest mozliwe uzyskanie estymat zbieznych do a — rzeczywistych wartosci
nieznanych parametréw. Pomimo to, na mocy zasady réwnowaznej pewnosci [80],
cel sterowania, jakim bylo Sledzenie trajektorii przez poszczegdlne podsystemy
manipulatora mobilnego (nh, h), zostal osiagniety. To konczy dowdd zbieznosci
algorytmu adaptacyjnego.

7.1.4. Badania symulacyjne

Jako obiekty symulacji wzigto modele manipulatora RTR zamontowanego na plat-
formie klasy (2,1) oraz na platformie klasy (1,2).

Model manipulatora RTR na platformie klasy (2,1)

Manipulator RTR zamontowany na platformie klasy (2,1) zostal przedstawiony
na rysunku 7.1. Réwnanie kinematyki dla platformy ma postac

Gm = G(‘]m)na
przy czym wspdélrzedne platformy to

a = (2,9,0,¢1, 51, b2, B2, ¢3, B3)7
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Zo

Yo

Xo

Rys. 7.1. Manipulator typu RTR na platformie klasy (2, 1)
Fig. 7.1. Mobile RTR manipulator with platform of (2,1) class

macierz ograniczen ma postaé

_ Cos(@ + ﬂl) COS(@ + 51) 07
sin(6 + 1) sin(0 + 1) 0
"7 0 0
7 1 0

G(gm) = 0 0 |
L (sin(Bz — 51+ T) — sin B2) Lin(B— i) 0
— b b (cos(Be— i+ T) —cosBy) heos(Br— it T) 0
L(sinfs+sin(fy+fs+ 1)  Lsin(B+Bs+T) 0

|t (cos(Bs+ Bu+ T) +cosfBs)  feos(Bs+Bi+E) O
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wektor predkosci pomocniczych jest natomiast réwny

m
n= 12 5
&

gdzie mp jest predkoscia liniowa platformy, 7o jest jej predkoscia katowa, zas (4
jest predkoscia zmian orientacji 51 dla kola sterowanego (kierownicy). Model dy-
namiki manipulatora RTR na platformie (2, 1), ze wzgledu na obszerno$¢, zostat
pominiety, jednak mozna go znalezé w pracy [45].

Model manipulatora RTR na platformie klasy (1, 2)

Manipulator RTR zamontowany na platformie klasy (1,2) zostal przedstawiony
na rysunku 7.2.

Yo

X Xo

Rys. 7.2. Manipulator typu RTR na platformie klasy (1,2)
Fig. 7.2. Mobile RTR manipulator with platform of (1,2) class

Roéwnania kinematyki dla platformy maja postaé
Gm = G(qm)n,;
przy czym wspétrzedne platformy to

q=(2,9,0,¢1, 1, p2, B2, 3, £3),
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macierz ograniczen ma postac

Gn
Go1
G31
Gu
G(Qm) = 0
Ge1
0
Gs1
Go1

DO DO O OO OO
SO OO OO oo

z elementami zdefiniowanymi w nastepujacy sposéb

Gi11 = —b{cos(d + B1)sinfs + cos(d + B2)sinf1},
Go1 = —b{sin(f + B1)sinfy + sin(f + [o2)sin 1},
G31 = sin(Be — f),
Gy = —%) sin f,
Ge1 = —% sin (1,
Gg1 = —% {sin By cos(B3 — (2) + sin B2 cos(B3 — B1) + sin Bz sin(B2 — B1)},
Gor = © {sin By sin( — ) + sin Bhsin(B — Br) — cos Bysin( — A1)
- Sin(BQ - Bl)v

wektor predkosci pomocniczych jest réwny

77:(771 G G )T,

gdzie 11 jest predkodcia liniowa platformy, (; to predko$¢ zmian orientacji pierw-
szego kola sterowanego, a (o to predko$¢ zmian orientacji drugiego kola stero-
wanego (drugiej kierownicy). Model dynamiki manipulatora RTR na platformie
(1,2), podobnie jak dla manipulatora RTR na platformie (2, 1), zostal pominiety,
mozna go jednak znalezé w pracy [45].

Sledzenie trajektorii zadanej

Celem symulacji bylo sprawdzenie zachowania rozwazanych manipulatoréw mo-
bilnych podczas sledzenia nastepujacych trajektorii zadanych dla obu podsys-
teméw:
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e okregu o promieniu 10 m dla platformy
(xq(t),ya(t),04(t)) = (10sint, —10 cost, t)

e trajektorii dla przegubéw manipulatora réwnej

(014(t), 024(t),034(t)) = (sint, 1, cost).

Wzmocnienia dla sterownika kinematycznego (5.17) byly réwne ag = 10 oraz
a1 = 10, wzmocnienia zas sterownika dynamicznego wynosity K7 = 10, Ky = 10
i A = 10. Poréwnywano przede wszystkim zbiezno$¢ algorytmu sterowania dla
obu rodzajéw manipulatoréw mobilnych.

Trajektorie obu platform mobilnych na plaszczyznie XY przedstawiono na
rysunku 7.3, natomiast bledy Sledzenia poszczegdlnych wspoétrzednych platform
mobilnych pokazano na rysunkach 7.4-7.6. Z kolei bledy sledzenia dla przegubdéw
manipulatora RTR przedstawiono na rysunkach 7.7-7.9.

a) b)

-15 : . . . . -15 :
15 10 E3 0 5 10 15 15 10 5

Rys. 7.3. Sledzenie trajektorii na plaszczyznie XY dla srodka masy platformy
mobilnej: a) klasy (2,1), b) klasy (1,2)
Fig. 7.3. Trajectory tracking on XY plane for the mass center of the mobile
platforms coming from: a) (2,1) class, b) (1,2) class

7.2. Sledzenie trajektorii manipulatora mobilnego
(nh,nh)

W manipulatorach mobilnych typu (nh,nh) ograniczenia nieholonomiczne sa
natozone na ruch kazdego z podsystemow sktadowych. Podobnie jak dla manipu-
latoréw typu (nh, h), aby rozwiazaé¢ zadanie sledzenia trajektorii takiego obiektu,
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a) z z b)

) 5 m 15 0 5 m 15
CZAS [s] CZAS [s]

Rys. 7.4. Blad sledzenia e, = x — x4 dla platformy mobilnej: a) klasy (2,1),
b) klasy (1,2)
Fig. 7.4. Tracking errors e, = x — x4 for the mobile platforms coming from:
a) (2,1) class, b) (1,2) class

a) z z b)

° ’ CZAS [s] * ” N ) CZAS [s] b "
Rys. 7.5. Blad Sledzenia e, = y — y4 dla platformy mobilnej: a) klasy (2,1),
b) klasy (1,2)

Fig. 7.5. Tracking errors e, = y — y4 for the mobile platforms coming from:
a) (2,1) class, b) (1,2) class

a) z z b)

" oczasis " czasis
Rys. 7.6. Blad sledzenia ey = 0 — 0, dla platformy mobilnej: a) klasy (2, 1),
b) klasy (1,2)
Fig. 7.6. Tracking errors eg = 6 — 6, for the mobile platforms coming from:
a) (2,1) class, b) (1,2) class
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2 R S b)

0 5 25 30 0 5 20 25 30

Y czasi Y czasp)
Rys. 7.7. Blad §ledzenia e; = ¢1 — ¢14 dla manipulatora RTR: a) na platformie
klasy (2,1), b) na platformie klasy (1,2)

Fig. 7.7. Tracking error e; = q1 — g14 for the RTR manipulator: a) on the

platform of (2,1) class, b) on the platform of (1,2) class

a) : : : : : b)

10 CZ;SS [S] 20 25 30 h o 5 10 CZASS [S] 20 25 30
Rys. 7.8. Blad §ledzenia es = g2 — go4 dla manipulatora RTR: a) na platformie
klasy (2,1), b) na platformie klasy (1,2)

Fig. 7.8. Tracking error ey = g2 — go4 for the RTR manipulator: a) on the

platform of (2,1) class, b) on the platform of (1,2) class

) i ®)

o 5 10 CZ:S o 20 25 30 o 5 10 CZ;\SS " 20 25 30
Rys. 7.9. Blad $ledzenia es = g3 — ¢34 dla manipulatora RTR: a) na platformie
klasy (2,1), b) na platformie klasy (1,2)

Fig. 7.9. Tracking error e3 = g3 — ¢34 for the RTR manipulator: a) on the

platform of (2,1) class, b) on the platform of (1,2) class
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nalezy obliczy¢ sterowanie kinematyczne, a nastepnie wykorzysta¢ otrzymane ste-
rowanie referencyjne do zaprojektowania sterowania obiektem uwzgledniajacego
réwniez jego réwnania dynamiki.

7.2.1. Sterowanie kinematyczne

Jako sterowanie kinematyczne dla platformy mobilnej zostanie uzyty algorytm
linearyzacji dynamicznej, przedstawiony juz w czesci opisujacej sterowanie kine-
matyczne manipulatora mobilnego (nh,h). Natomiast dla nieholonomicznego
manipulatora jako algorytm kinematyczny wybrano algorytm Jianga i Nijmeijera,
przedstawiony w rozdziale 5.1. Warto podkresli¢, ze nie jest konieczne wybranie
takiego samego algorytmu kinematycznego dla obu podsysteméw nieholonomicz-
nych, mozna réwniez wybraé algorytmy gwarantujace realizacje réznych zadan,
na przyklad sterowanie manipulatorem nieholonomicznym do punktu i jedno-
czesnie Sledzenie trajektorii platformy mobilne;j.

Dzialanie algorytmu Jianga i Nijmeijera zilustrowano na przykladzie nieholo-
nomicznego trojwahadla. Algorytm Jianga i Nijmeijera, przeznaczony dla ukia-
dow lancuchowych, zapewnia zbieznos¢ do zera podstawowych bledéw $ledzenia
trajektorii

Te = 2 — 24,

gdzie z4 to dopuszczalne trajektorie przegubéw manipulatora z nieholonomicz-
nym przeniesieniem napedu, a z to rzeczywiste polozenia przegubdw.

Wprowadzmy przeksztalcenie pomiedzy btedami sledzenia x. a zmodyfikowa-
nymi bledami sledzenia

€1 = T4e — 23T1e,
€2 = T3¢ — 22T1e,
€3 = T2e,
€4 = Tle-

Przypomnijmy, ze asymptotyczna zbieznos¢ bledéw e do zera implikuje asymp-
totyczna zbieznosé do zera bledéw $ledzenia x., a wiec realizacje Sledzenia tra-
jektorii.

Jedli dla réwnan ograniczen (5.4) zostanie wybrane sterowanie o postaci (5.8),
to mozna pokazaé, ze pochodna po czasie funkcji Lapunowa (5.9)

spelia warunek
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Vi=—cs(er+e3)® —cae; <0, 3,04 > 0. (7.21)

Parametr regulacji A > 0 definiuje lokalnie obszar zbieznosci, a wiec na mocy
lematu Barbalata (lemat 1, rozdz. 11), jak pokazano w rozdziale 5.2, mozna
wnioskowac o lokalnej asymptotycznej zbieznosci e — 0.

7.2.2. Sterowanie dynamiczne

Rozwazmy problem sterowania dynamika manipulatora mobilnego typu (nh,nh).
Zaproponujemy zmodyfikowana wersje algorytmu podanego przez Oye, Su i Ka-
toha w pracy [71]. W tym celu rozwazmy model dynamiki (3.15) podwdjnie
nieholonomicznego manipulatora mobilnego

o(t)re (i) (n)

Zgodnie z transformacja z = h(g,) dana réwnaniem (2.17), definiujaca zmiane
wspohrzednych manipulatora do postaci taricuchowej, model dynamiki (3.15) nale-
zy przeksztalci¢ w nastepujacy sposéb

QI(Qm;Z) ( 77 ) +CI(QmaZ7Qm;2}) ( K ) +D1(Qmaz) = BI(QTMZ)T: (722)

U u
gdzie
Ql (Qm7 Z) = Q*(q> ‘me%":hil(z)
Cl(qmyzaq‘mwé) == C*(q)|qm,q’r:h_1(z)yq7‘:ah;7i(2)2
Dl (me Z) = D* (Q) |QW7QT:h_1(2)
Bilgm:2) = B*(@)lg.q.=h-1(2)

Przypomnijmy, ze sterowanie kinematyczne jest zaburzane przez sygnal ble-
dow predkodci, ktére pochodza z poziomu dynamiki i zaktdcaja postaé sterowania
kinematycznego. Sterowanie u,, zdefiniowane wedlug algorytmu Jianga i Nij-
meijera réwnaniem (5.8), bedzie sygnalem sterowania na poziomie kinematy-
cznym w przypadku idealnym (tzn. bez uwzglednionej dynamiki), natomiast
rzeczywiste sterowanie kinematyczne bedzie sygnalem zaburzonym o postaci

Uy = Uiy + €en1 Ug = Uy + €p2. (7.23)



7.2. Sledzenie trajektorii manipulatora mobilnego (nh,nh) 109

Algorytm sterowania dla dynamiki gwarantujacy $ledzenie trajektorii dla obu
podsystemoéw podwdjnie nieholonomicznego manipulatora mobilnego ma postaé

(7)) = wia(l)re (i) o)
K<zz>+(g>} (7.24)

gdzie 7, jest idealnym sygnatem sterowania kinematycznego (linearyzacji dyna-
micznej) dla nieholonomicznej platformy, zas u, to sterowanie kinematyczne dla
nieholonomicznego manipulatora obliczane wedlug algorytmu Jianga i Nijmeiera.
Pozostale symbole oznaczaja

en \ _ [ n—nr _ | K1 0  dinel T , _
(eu><u—ur>’ K[ 0 Kg]’ K; = diag{k;}, k; >0, i=1,2,

5= ( B ) _ ( ves — z2e4(2e1 + e3) ) 7 k=TT,

B2 —e2ey

przy czym e jest bledem sledzenia wspétrzednych dla platformy

ec = ¢ — G ¢ = U(qme), Ca = Y (Gmed)-

zdefiniowanym réwnaniem (7.6) w algorytmie linearyzacji dynamicznej, T zas
jest dany réwnaniem (7.15).

7.2.3. Dowdd zbieznosci

Aby pokazaé, ze podwdjnie nieholonomiczny manipulator mobilny sledzi zadana
trajektorie, wybierzmy nastepujaca funkcje Lapunowa dla calego obiektu

1 e
Wilec,en,eu, € qm,2) = V(ec) + Vi(e) + 3 (eg eg) Q1(qm, 2) ( e" ) , (7.25)
u
gdzie V(e¢) i Vi(e) sa dane odpowiednio wzorami (7.7) i (5.9).
Zanim rozpoczniemy szacowanie pochodnej funkcji Lapunowa W1 wzdtuz tra-
jektorii ukladu, sprawdzmy najpierw, jakim réwnaniem jest opisana dynamika
(7.22) z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (7.24)

Q1<§’7>=—(01+CK)<2’7)—K(E”)—(Z). (7.26)
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Nastepnie sprawdzmy, jakim réwnaniem jest opisana dynamika bledéw w zabu-
rzonym algorytmie Jianga i Nijmeiejera. Przypomnijmy, ze sterowania referen-
cyjne obliczane sa ze wzoru

"/21 = —Cgég + 64[("}/ — 22(261 + 63))(U1 — uld) — BQUQ].
W miejsce sterowan wu; 1 uz wstawmy sygnaty zaklécone dane wzorem (7.23)
* -2
Vi = —c3e3 + eq[(v — 22(2e1 + e3)) (u1r + eu1 — u1q) — ea(ugr + eu2)],

gdzie sterowania referencyjne uy, i ug, sa zdefiniowane réwnaniem (5.8). Pochodna
funkcji Lapunowa jest wowczas réwna

V4 = —Cgég — C4é§ + 64(’)/ — 2’2(261 + 63))6u1 — €4€2€42. (727)

Znajac dynamike rzeczywistych bledéw na poziomie kinematycznym i dynamicz-
nym, obliczmy pochodna po czasie Wi funkcji Lapunowa dla catego uktadu

€u 2 €y

W1:V(eg)+V4(e)+(eg eg) Q1<_n>+ (eg eg)Q1< 77).
Po podstawieniu réwnania zamknietej petli na poziomie dynamicznym (7.26)

i kinematycznym (7.14) i (7.27) do Wi otrzymujemy

W, = —eCTMeC + eCTT@7 —c3(er +e3)? — caed + eu1 1 + euaBo

e e K
i elz) (7))
Lo r g €n
+a( €“>Q1<eu>
= —e?MeC —c3(er +e3)? — cyed — egKlen — el Kye,,. (7.28)

Na mocy lematu Barbalata mozna wywnioskowaé, ze zaréwno bledy sledzenia
polozenia e; i e¢, jak i bledy predkosci e, i e, daza do 0. To konczy dowdd
asymptotycznej zbieznosci przedstawionego algorytmu sterowania.

7.2.4. Badania symulacyjne

Jako obiekty symulacji wzieto nieholonomiczny manipulator typu tréjwahadio,
przedstawiony na rys. 6.2, zamontowany na platformie klasy (2,0). Réwnania
kinematyki platformy sa dane wzorem (2.14), a manipulatora z niecholonomicznym
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0
X [m]

Rys. 7.10. Sledzenie trajektorii platformy mobilnej na plaszczyznie XY
Fig. 7.10. Trajectory tracking of the mobile platform in XY plane

napedem to réwnania (2.10) oraz (2.11). Model dynamiki podwdéjnie nieholo-
nomicznego manipulatora mobilnego typu tréjwahadlo na monocyklu zostal po-
miniety ze wzgledu na obszernoéé, jednak mozna go znalezé w pracy [56].

Celem symulacji bylo sprawdzenie zachowania rozwazanego manipulatora mo-
bilnego podczas sledzenia nastepujacych trajektorii zadanych dla obu podsys-
temow:

e okregu o promieniu 10 m dla platformy

(xalt),ya(t),04(t)) = (10sint, —10cost, ),

e trajektorii dla przegubow manipulatora zdefiniowanej przez zadane predkosci
dla napedéw nieholonomicznych

uig(t) \ _ [ 0,1sint
uga(t) ) 1 .

Wzmocnienia sterownikéw kinematycznych wynosity v = 20, ¢3 = 1, ¢4 = 10
dla algorytmu Jianga i Nijmeijera, ag = 10 oraz oy = 10 dla algorytmu linearyza-
¢ji dynamicznej oraz K1 = Ky = 80 dla algorytmu dynamicznego. Polozenie
poczatkowe manipulatora wynosito (61(0);602(0);03(0)) = (0,5;—0,5;0), poloze-
nie za$ poczatkowe platformy (x(0);y(0);0(0)) = (0;0;0,1).
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0.7

1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5;0 60
CzAS [s]
Rys. 7.11. Blad §ledzenia e; = 61(t) — 614(¢t) [rad] dla pierwszego przegubu
nieholonomicznego tréjwahadla
Fig. 7.11. Tracking error e; = 60;(t) — 014(t) [rad] for joint 1 of the nonholonomic
3-pendulum

0.2

03[ IEERRERRERS REERRERERE. o R P E
T O P S
Yy i i i i i
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czAs sl

Rys. 7.12. Blad sledzenia ey = 05(t) — 024(t) [rad] dla drugiego przegubu
nieholonomicznego tréjwahadia
Fig. 7.12. Tracking error es = 6a(t) — 024(t) [rad] for joint 2 of the nonholonomic
3-pendulum
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10 20 Czi[; . 40 50 60
Rys. 7.13. Blad §ledzenia e3 = 05(t) — 034(¢) [rad] dla trzeciego przegubu
nieholonomicznego tréjwahadla
Fig. 7.13. Tracking error ez = 03(t) — 034(t) [rad] for joint 3 of the nonholonomic
3-pendulum

Trajektorie platformy mobilnej na ptaszczyznie XY przedstawiono na rysunku
7.10, natomiast bledy sledzenia poszczegdlnych wspétrzednych manipulatora nie-
holonomicznego pokazano na rysunkach 7.11-7.13.



8. Odsprzeganie we—wy
manipulatoréw mobilnych

W problematyce sterowania manipulatorem mobilnym, ze wzgledu na jego specy-
ficzna budowe (polaczenie dwéch strukturalnie réznych podsysteméw), wyrdznia
sie dwie grupy metod.

W pierwszym podejéciu stosuje sie dekompozycje zadania na podzadania
definiowane dla kazdego podsystemu z osobna. Przy takiej strategii jest niezbedne
rozwazenie i skompensowanie interakcji wystepujacych pomiedzy platforma a ma-
nipulatorem [12], [29]. Z kolei druga strategia sterowania polega na wykorzystaniu
jednolitego sterowania dla obu podsysteméw réwnoczesénie, przy czym planowanie
ruchu i sterowanie moze by¢ rozwazane zaré6wno na poziomie kinematycznym, jak
i dynamicznym. Przykladem metody stosowanej w tym podejsciu jest sterowanie
oparte na pojeciu endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej [85], [86]. W podej-
$ciu drugim pewna redundancje wystepujaca w ruchu manipulatora mobilnego
mozna wykorzysta¢ do uzyskania sterowania optymalnego, np. wykorzystujac
miary jakosci [3] lub przez dodanie pewnych zadan, majacych na celu rozwiazanie
problemu redundancji [54].

Celem, ktory chcemy osiagna¢ w tym rozdziale, jest Sledzenie zadanej trajek-
torii, przy czym trajektoria zadana y4(t) jest zdefiniowana w przestrzeni roboczej
(zewnetrznej), a nie w przestrzeni przegubowej, jak to bylo rozwazane w rozdzia-
le 7. Sformutujmy zatem nastepujacy problem sterowania dla nieholonomicznych
manipulatoréw mobilnych:

Nalezy znalezé takie prawo sterowania 7, aby efektor manipulatora
mobilnego o catkowicie znanej dynamice sledzil trajektorie zadana,
zdefiniowana w przestrzeni zewnetrznej, w obecnosci ograniczen nie-
holonomicznych.

Przyjmijmy ponadto zalozenie, ze trajektoria zadana dla efektora yu(t) oraz jej
pochodne po czasie do rzedu rownego stopniowi wzglednemu sa ciagle i ograni-
czone.
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8.1. Warunki regularnosci

Niniejszy rozdzial prezentuje podejscie do projektowania ukladéw sterowania
wykorzystujace odsprzeganie wejsSciowo—wyjsciowe. Aby zaprojektowaé sterowa-
nie odsprzegajace, zapewniajace Sledzenie trajektorii w przestrzeni zewnetrznej,
nalezy najpierw podaé¢ warunki gwarantujace istnienie takiego sterowania. W pra-
cach [69], [30] podano tzw. warunki regularnosci, ktére definiuja istnienie sterowa-
nia odsprzegajacego przeksztalcenie wejsciowo—wyjéciowe dla ukladéw dynamicz-
nych.

Rozwazmy gladki, nieliniowy i afiniczny uklad sterowania o postaci

m
T = f(x)+ Zgi(a:)ui, r € R", (8.1)
i=1
przy czym przeksztalcenie stan—wyjscie jest rowne

y=h(z), yeR" (8.2)
Dla takiego ukladu istnieje sterowanie odsprzegajace odwzorowanie wejscie-wyj-
Scie, jedli sa spelnione nastepujace warunki:
(i) w=m — liczba wejsé¢ jest réwna liczbie wyjsé,

(ii) istnieje wektor r = (71, ..., 7)) zwany stopniem wzglednym wyjs$cia w punk-
cie xg, gdzie skoniczone nieujemne liczby calkowite 71, ..., 7, sa zwane stop-
niami wzglednymi poszczegdlnych wyjsé, taki ze

Lg, Lhi(x0) = 0, V 1<i,j<m, k<r—1, (8.3)

(iii) macierz A wymiaru m x m, réwna
Lo L7P 7 ha(m) oo Ly, L7 ha(a)
Lo Ly (@) oo Ly L hin ()

jest nieosobliwa w punkcie z = x,

gdzie Lg,hj i Lyh; sa pochodnymi Liego funkcji h; odpowiednio wzdtuz pdl wek-
torowych g; i f.

Warunki te oznaczaja, ze pochodna rzedu r; po czasie wyjscia y; moze by¢
sterowana przez j-te wejscie, tzn.

y") = Lih + Au. (8.4)
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Aby otrzymaé system z odsprzezonym przeksztaltceniem wejéciowo—wyjsciowym,
nalezy uzy¢ nastepujacego sterowania

uw=A""(=L}h+v), (8.5)
gdzie v jest wektorem nowych wejsé do ukladu odsprzezonego. System (8.4)
z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (8.5) staje sie wowczas liniowy i odsprze-
zony, tzn. zachodzi
"=, i=1,..m. (8.6)
Sprzezenie zwrotne (8.5) pozwala na dekompozycje ukladu nieliniowego (8.1)
na poduklad liniowy (8.6), o wymiarze r* = Y/, r;, ktéry jest catkowicie odpo-
wiedzialny za zachowanie wej$ciowo—wyjsciowe ukladu, oraz pewien system nie-
liniowy o wymiarze n — 7*, ktérego zachowanie nie wplywa na wyjsécie ukladu
nieliniowego (8.1). Taki system nieoddzialujacy na wyjscie nosi nazwe dynamiki
zerowej [30].
Roéwnania dynamiki zerowej uzyskuje sie przez zastosowanie do uktadu nieli-
niowego (8.1) nastepujacego sprzezenia zwrotnego

u = a(r) + pz)v,

ktére dla v = 0 nie powoduje pojawienia sie sygnalu na wyjsciach ukladu nieli-
niowego, czyli zapewnia spelienie warunku

yit)=0 VYt di=1,...m.

Skoro y;(t) = 0, to dla wszystkich pochodnych po czasie funkcji wyjsciowych musi
zachodzi¢ ygj ) = 0, a wiec takze

y") = Lth + Au = Lh + Aa + ABv = 0. (8.7)

Z réwnania (8.7) wynika, ze dla kazdego wejscia istnieje sterowanie 4, jednozna-

cznie zdefiniowane [30], ktére dla v = 0 nie powoduje pojawienia sie sygnaléw na
wyjsciach

u=—A""L}h. (8.8)

Jedli r* < n, to podsystem nieliniowy, opisany rownaniami
m

&:f(0)+Zgi(a)ﬂi, ceR"",
i=1

jest dynamika zerowa afinicznego uktadu sterowania (8.1). W dalszych rozwaza-
niach bedziemy zakladali, ze dynamika zerowa jest stabilna, czyli zmienne nieob-
serwowalne o sa ograniczone.
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8.2. Odsprzeganie we—wy manipulatora mobilnego
(nh, h)

Autorami pierwszych prac dotyczacych sterowania nieholonomicznym manipu-
latorem mobilnym dla zadan definiowanych w przestrzeni zewnetrznej byli Ya-
mamoto i Yun. W pracach [91], [92] wspomniani autorzy ograniczyli sie wylacznie
do zagadnienia sterowania manipulatorem mobilnym typu dwuwahadlo z poziomo
umieszczonym ramieniem manipulacyjnym. Taki manipulator mobilny mégl prze-
mieszczaé swoj efektor tylko w przestrzeni 2D, a jego ruch w praktyce mégt byé
realizowany w bardzo ograniczonym zakresie — zadanie sformulowane dla calego
manipulatora mobilnego bylo wykonywane tylko poprzez ruch platformy mobil-
nej, natomiast ramie manipulacyjne ustawialo sie w stalej konfiguracji o maksy-
malnej manipulowalnosci. Przykladowa posture takiego manipulatora podczas
sledzenia okregu przedstawiono na rys. 8.2.

Tre e e e RERREE EEREEE SRR e :

Y [m]

Rys. 8.1. Postura poziomego dwuwahadla zamontowanego na platformie
klasy (2,0) podczas §ledzenia trajektorii cyklicznej przez efektor
Fig. 8.1. Posture of the 2-pendulum mounted on the unicycle during tracking
the desired cycle by the end-effector

Tak sformulowane zadanie nie umozliwialo manipulatorowi wykonywania ruchow
wzgledem platformy, z powodu ograniczenia przestrzeni zadaniowej do poziome;j
plaszczyzny nie pozwalalo na pelne wykorzystanie technik sterowania z odsprze-
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ganiem. To stalo sie przyczyna poszukiwania innych algorytméw sterowania
w przestrzeni zadaniowej, umozliwiajacych realizacje bardziej ztozonych sposobéw
przemieszczania poszczegdlnych podsysteméw sktadowych nieholonomicznego ma-
nipulatora mobilnego. Podejscie prezentowane przez Yamamoto i Yuna oméwiono
w rozdziale 8.2.1. W rozdziale 8.2.2 przedstawiono inna metode wybierania funk-
cji wyjéciowych, ktéra pozwala na rozszerzenie mozliwosci poruszania sie ramienia
manipulatora wzgledem platformy.

8.2.1. Algorytm Yamamoto i Yuna

Podejscie zaproponowane przez Yamamoto i Yuna w [91] determinowalo specy-
ficzny wybér funkeji wyjscia dla manipulatora mobilnego, a mianowicie

y(q) — < yl(Qm) € R™ > .
y2(qr) € RP

Funkcje wyjscia y1(¢m) to wektor wybranych wspéhrzednych globalnych efektora
manipulatora mobilnego z unieruchomionym ramieniem manipulacyjnym, wy-
razonych wzgledem podstawowego ukladu odniesienia XyY(, natomiast funkcje
y2(g,) opisuja polozenie i orientacje manipulatora wzgledem ukladu lokalnego
X,Y, stowarzyszonego ze $rodkiem masy platformy mobilnej. Wymiar wekto-
ra y1(qm) jest réwny liczbie sterowan n (predkosci pomocniczych) w nieholo-
nomicznej platformie mobilnej, a wymiar wektora y2(g,) jest réwny liczbie nape-
déw (stopni swobody, gdyz z zalozenia kazdy stopienn swobody ma swéj bezpo-
sredni naped) w manipulatorze.

Przed przystapieniem do dalszych rozwazan przeksztalémy réwnanie dynamiki
(4.19) manipulatora mobilnego typu (nh, h)

* 7 * n * _ ¥ Tm
(1) ()=

do nastepujacej postaci
Z= < : ) = (Q") Y {-[C*z+ D*| + B*1}, (8.9)
T
gdzie 2T = (1, ¢.) jest wektorem wspétrzednych pomocniczych uktadu. Obliczmy
nastepnie pochodng po czasie funkcji wyjéciowych

dy1 o .
. “dt g, I
y(q) = =

dya Ayz

dt oqr 4r
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Po wstawieniu do pierwszego réwnania wyrazenia opisujacego ograniczenia nieholo-
nomiczne (3.12) otrzymamy

. I G Bp(gm) O
y(Q): [ d 0 %ﬁ ] (QZ ) = [ Oq (I)T(QT) ] ( (Z > :(I)(Qma%")z'

Widaé, ze y nie zalezy od sterowania 7. Obliczmy nastepnie druga pochodna
funkcji wyjsciowych po czasie

j=®z+ Dz

Po podstawieniu przeksztalconej dynamiki (8.9) manipulatora mobilnego (nh, h)
do powyzszego réwnania otrzymamy

bz + @ {~(Q")7[C2 + D+ (Q) BT}
= $z+ OF + OHT, (8.10)

NS
Il

gdzie F = —(Q*)7![C*z+ D*], a H = (Q*)~!B*. Z warunkéw regularnosci (8.3)
wynika, ze sterowanie odsprzegajace (8.10) dla przeksztalcenia we—wy istnieje,
jesli macierz ®H jest odwracalna.

8.2.2. Rozszerzone funkcje wyjsciowe

Inaczej niz w algorytmie zaprezentowanym przez Yamamoto i Yuna, w pra-
cach [53], [57] 1 [58] zaproponowano rozszerzenie pojecia funkcji wyjsciowej do
ogolniejszej postaci, a mianowicie

w(a) = ( it ) ) , (811)

gdzie y1(Gm, qr) jest wektorem wybranych wspéhrzednych globalnych efektora ma-
nipulatora mobilnego, zas y2(g,) reprezentuje wspéhrzedne lokalne ramienia ma-
nipulacyjnego wzgledem ukladu X, Y, stowarzyszonego ze $rodkiem masy plat-
formy mobilnej. Taki wybdr funkcji wyjéciowych y; umozliwia réwnoczesne
sterowanie polozeniem efektora i ruchem ramienia manipulatora wzgledem plat-
formy. To oznacza, ze pozycja platformy mozna sterowaé¢ posrednio, poprzez
kompensacje jej dryfu, uzywajac do tego celu funkcji wyjsciowych ys.

Wspbhrzedne globalne efektora manipulatora mobilnego wzgledem nierucho-
mego uktadu podstawowego XYy mozna obliczy¢ z transformacji
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n n_ | Bg T¢
o = Trans(X, z)Trans(Y,y)Rot(Z, 0) A = o 1 |
gdzie A} opisuje kinematyke manipulatora o n stopniach swobody wyrazona
wzgledem Srodka masy platformy mobilnej, a wiec w ukladzie lokalnym X,Y),.
Wspétrzedne globalne efektora zaleza od zmiennych g7 = (g, ¢) W nastepujacy

sposéb

e polozenie:
Teff = fx(QTmQT)

(?: yeﬂ:fy(ngcJT) 9
Zeff = fz(QT)
e orientacja (katy RPY):
@ = fa(qm,qr)
Ry = Rot(Z, a)Rot(Y, B)Rot(X,v) — | B= fs(ar)
V= f’y(‘h)

Jako wyjsciowe funkcje y1, zalezne od ¢,,, mozna wybra¢ tylko zmienne g,
Yot lub . Natomiast z.g moze zosta¢ wybrana tylko jako wyjsciowa funkcja
Yo, poniewaz ta wspélrzedna jest zdefiniowana lokalnie i zalezy wytacznie od
wspéirzednych manipulatora g,

Aby otrzymac rownanie opisujace odsprzeganie wejsciowo—wyjsciowe dla przy-
padku rozszerzonych wyjsé, obliczmy pochodna po czasie funkcji wyjéciowych

(8.11)
. yy - Oy -
a)= ) = ( Pttt )
92 G,

Pochodna gy dla manipulatora mobilnego typu (nh, h) jest réwna

O . 9m
" — dqm 1 9qr Ui — (bm (pmr — (I) 8 12
) [ N ] ( ar > [ 0 e, |77 (512

Podobnie jak w algorytmie Yamamoto i Yuna, widaé¢, ze pierwsza pochodna po
czasie funkcji wyjsciowych nie zalezy od sterowan. Po powtérnym zrézniczkowaniu
funkcji y wzgledem czasu otrzymujemy

j =Dz + D2,
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Po podstawieniu przeksztalconego réwnania dynamiki (8.9) manipulatora mobil-
nego (nh, h) do powyzszego réwnania otrzymujemy wyrazenie

jo= dxre{-(@)7CE+ DT+ (@)

= $z+dF + DHT, (8.13)

ktore zalezy od sygnalu wejsciowego 7. Jesli uzyjemy prawa sterowania

r=H o7 (—bz— @F +0), (8.14)

gdzie v jest nowym wejsciem do systemu, to otrzymamy odsprzezony uktad linio-
Wy o postaci
Y =v.

Sterowanie odsprzegajace (8.14) moze by¢ zrealizowane w praktyce jedynie
wtedy, gdy macierze ® i H beda odwracalne. Macierz H = (Q*)~!B* jest zawsze
odwracalna, poniewaz rzeczywista macierz bezwladnosci jest zawsze dodatnio
okreslona [84], macierz za$ wejsciowa, zalezna od sposobu zamontowania silnikéw,
jest wybierana w taki sposéb, aby istniala macierz (B*)~! (jest to zawsze mozliwe,
patrz rozdz. 7.2 w pracy [8]).

Z kolei odwracalno$¢ macierzy ® zalezy od wyboru funkcji wyjsciowych. W tym
celu zapiszmy, czemu jest réwna odwrotno$¢ macierzy odsprzegania dla rozsze-
rzonych funkcji wyjsé

o1 — ot —o 1,0t
0 o1

Macierz ® dana réwnaniem (8.12) jest nieosobliwa, jesli jej wyznacznik

det ® = det @,,, det D,

jest r6zny od zera. Jest to réwnowazne nastepujacym warunkom

det®,, #0 i det®, #0. (8.15)

Rozwazmy najpierw odwracalno$¢ macierzy ®,,(q). Macierz ta jest kwadra-
towa, poniewaz z warunkéw regularnosci (8.3) wiadomo, ze liczba m wej$é uktadu
musi by¢ rowna liczbie w wyjsé. Liczba wspéhlrzednych manipulatora, ktére
mozna bedzie §ledzié, zalezy od klasy nieholonomicznej platformy mobilnej. I tak,
jesli platforma nalezy do klasy (2,0) lub (1,1), to jest mozliwe Sledzenie tylko
dwéch wspéhrzednych globalnych manipulatora (kinematyka tych dwéch klas ma
tylko dwa wejscia sterujace). Natomiast jesli platforma z ograniczona mobilnoscia
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nalezy do klasy (1,2) lub (2,1), to mozna $ledzi¢ trzy wspétrzedne globalne efek-
tora manipulatora mobilnego.

Macierz ®,,(q) jest odwracalna, jesli jej wyznacznik nie jest réwny zeru.
Poniewaz det ®,, jest funkcja wspolrzednych manipulatora mobilnego, wiec konie-
czne jest wykluczenie tych wartodci zmiennych ¢, ktére prowadza do osobliwej
macierzy ®,,(q).

Kolejna macierz, ktéra musi by¢ odwracalna, to macierz ®,. Latwo zauwa-
zy¢, ze macierz P, jest w rzeczywistosci macierza Jacobiego dla manipulatora. Ta
macierz jest odwracalna, jesli konfiguracje ramienia manipulacyjnego sa nieosobli-
we. Oznacza to, ze w trakcie trwania procesu regulacji konfiguracje manipulatora
musza by¢ dostatecznie oddalone od osobliwosci.

8.2.3. Sledzenie trajektorii w przestrzeni zewnetrznej
przez manipulator mobilny (nh, h)

Rozwazmy dynamike manipulatora mobilnego (nh,h) dana réwnaniem (4.19)
Q2+ C*2+ D* = B*r
oraz réwnania ograniczen nieholonomicznych (3.12) dla platformy

(jm = G(Qm)n'

Zadaniem manipulatora mobilnego jest $ledzenie wybranych wspélrzednych
(potozenia i orientacji) efektora w m-wymiarowej przestrzeni zewnetrznej. Sle-
dzone wspotrzedne sa zadane funkcjami wyjsciowymi

y = k(q),

gdzie k : R — R™ przy m < n oznacza pewna m-wymiarowa, nieliniowa trans-

formacje wspdétrzednych uogdlnionych manipulatora mobilnego. Blad sledzenia

trajektorii w przestrzeni zewnetrznej mozna zdefiniowaé jako e = y — yq4.
Zaproponujmy prawo sterowania

T=H o7 [-dz — OF + ), (8.16)
przy czym symbole wystepujace w réwnaniu sa definiowane jako
vo= g — Kqé — er, K, = diag {Kdz} > 0, Kp = diag {Kpl} > 0,
F = —(Q"7'[C*2+ D¥,
H — (Q*)le*
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Macierz ® jest macierza odsprzegania dana réwnaniem (8.12) dla zadanych funkcji
wyjsciowych y. Réwnanie ukladu (4.19), (3.12) z zamknieta petla sprzezenia
zwrotnego (8.16) ma wéwczas postacé

.. . : e 0 I e
E+Kige+Kpe=0 < E—<é>—l_Kp —Kd1<é>_AE' (8.17)

Dla diagonalnych macierzy regulacji K; i K, o dodatnich elementach liniowe
réwnania bledéw (8.17) sa réwnaniami Hurwitza. Ze stabilnos$ci réwnan bledéw
wynika, ze funkcja

Vie,é) = %( el T )P( Z > = %ETPE (8.18)

jest funkcja Lapunowa ukladu, a wiec istnieje rozwigzanie P = PT > 0 réwnania
Lapunowa

ATP 4+ PA=—M, M=M">o0, (8.19)

przy czym zadana macierz M odpowiada za szybkos¢ zbiegania bledow E do zera.
Wida¢, ze prawdziwe jest oszacowanie

: 1 1
V=—-FTME<-Z
2 = 2

Amin(M)([[ € [* + [ € |[*) = =W (e, ) < 0.
Z zasady niezmienniczosci La Salle’a wynika, ze e(t) i é(t) daza do zera. Ponadto
mozna pokazaé, ze zbieznosc¢ ta jest eksponencjalna.

8.2.4. Badania symulacyjne

Aby zilustrowaé¢ dziatanie sterowania odsprzegajacego dla rozszerzonych funkcji
wyjscia, rozwazmy zachowanie pionowego tréjwahadla zamontowanego na plat-
formie klasy (2,0). Manipulator jest wyposazony w silniki dla poszczegdélnych
stopni swobody, a wiec jest holonomiczny. Obiekt badan symulacyjnych przed-
stawiono na rys. 8.2.

Ograniczenia nieholonomiczne dla platformy maja postaé¢ réwnania

T cosf 0 v

G = y = | sin® 0 ( w ) = G1(gm)n. (8.20)
0 0 1

)T

Predkosci pomocnicze n = (v,w)” maja sens predkosci liniowej i predkosci katowej

platformy.
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X

Rys. 8.2. Manipulator typu pionowe tréjwahadlo na platformie klasy (2,0)
Fig. 8.2. Vertical 3-pendulum mounted on the unicycle

Jako funkcje wyjsciowe dla manipulatora mobilnego (nh,h) wybierzmy

Y11 Teff colke+a)+z

Y12 Yeoft so(ke+a) +y
y=1 ya | =| 2zt |= ks

Y22 0o )

Y23 03 03

ke = l3c123 + lacia + lica,
o ks =l35123 + l2512 + l151,
® 50 =sind,
® ¢y = cosb,
e 51 =sinfb,
e c; = cosf,

® Si9 = sin(91 + 92),
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e c19 = cos(fy + 69),
® S193 = sin(01 + 92 + 03),

® (C123 = COS(91 + 02 + 93)

125

Taki wybér funkcji y prowadzi do nastepujacej macierzy odsprzegania

— (bm
@_[ "

przy czym poszczegélne podmacierze sa réwne

_ [ onm | o —solke+a)
(I)m - I Ogm Gl :| - [ S0 Co(kc =+ a,)
. [ ke lzcioz +lacia I3cios
CI)T = I 83? :| = 8 é
o _ [ om } _ [ —coks —co(l3s123 + l2512)
mr L dar | —50ks —s0(l3s123 + l2512)

|

—col3s123
—50l35123

Warunki regularnosci (8.15) gwarantujace odwracalnosé¢ macierzy odsprzegania

d to

det ®,, = k. +a #0,

det @, = ke # 0.

Pierwszy warunek oznacza, ze efektor nie moze przechodzié przez punkty lezace
na osi taczacej kota platformy. Bedzie to oznaczalo, ze ruch manipulatora musi
by¢ ograniczony do pewnego obszaru wzgledem osi Y, — do przedniej lub tyl-
nej poélprzestrzeni roboczej. Natomiast drugi warunek wyklucza przemieszczenie
efektora nad osia Y; uktadu stowarzyszonego z podstawa manipulatora.
Symulacje przeprowadzono dla zadanych funkcji wyjéciowych i warunkéw

poczatkowych réwnych

5sin 2t
—5cos 2t
Yd(nh, h) = 0,6
—0,375 cos 2t
1

1,35
0,74
0,24
-0,5
0,5
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Y m -5 -6

X [m]

Rys. 8.3. Postura manipulatora mobilnego (nh, h) podczas Sledzenia zadanej
trajektorii efektora
Fig. 8.3. Posture of the mobile manipulator of (nh,h) type during tracking the
desired trajectory of the end-effector

z parametrami regulacji réwnymi K4 = K, = 100. Symulacje wykonano, korzy-
stajac z oprogramowania Matlab i pakietu Simulink dla czasu 7' = 10 s.

Posture manipulatora mobilnego w przestrzeni 3D przedstawiono na rysunku
8.3, a bledy sledzenia poszczegdlnych funkcji wyjsciowych pokazano na rysunkach
8.4-8.6. Z przedstawionych wykresow wynika, ze wszystkie btedy sledzenia funkcji
wyjsciowych e, daza do zera.

8.3. Odsprzeganie we—wy manipulatora mobilnego
(nh,nh)

W przypadku podwdéjnie nieholonomicznego manipulatora mobilnego zadanie
$ledzenia trajektorii w przestrzeni zewnetrznej nie bylo do tej pory rozwazane
w literaturze. Jednak warto sie zastanowi¢, jakie mozliwosci bedzie mial taki
manipulator i jakie ograniczenia w realizowanych przez niego zadaniach pojawia
sie przy prébie odsprzegania transformacji wejsSciowo—wyjsciowe;j.

Manipulator mobilny typu (nh, nh) jest opisany réwnaniem kinematyki (3.14)

=(5)= 10 el (t)mee (1)
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a) b)

e m;s[s]é, T R ) . CZASS[S]; TS
Rys. 8.4. Bledy §ledzenia funkcji wyjsciowych manipulatora mobilnego (nh, h):
a) blad y11 — y114, b) blad y12 — Y124
Fig. 8.4. Trajectory tracking errors for the output functions of the (nh,h)
mobile manipulator: a) error y11 — y114, b) error yi12 — Y124

gdzie ¢ jest wektorem predkosci pomocniczych dla obu podsysteméw oraz réw-
naniem dynamiki (3.15)

Q*¢ +C*¢(+ D* = B*r.
Réwnanie to mozna przeksztalci¢ do nastepujacej postaci

(= (Q) {-[C*¢+ D*|+ B*r}. (8.21)

Podobnie jak dla manipulatora (nh, h), wybierzmy rozszerzone funkcje wyjsciowe
(8.11) jako

Wyjscia y1(gm, ¢r) opisuja wybrane wspétrzedne globalne efektora podwdjnie
nieholonomicznego manipulatora mobilnego, natomiast y2(g,) to jego wspéhrzedne
lokalne wzgledem platformy.

Obliczmy gy dla nieholonomicznego manipulatora mobilnego (nh,nh)

. g
y(q)—[aqm o 2](")—[(1)5” @q)”jﬂc-@m)c. (8.22)

0 oqr G2 u
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v b

Rys. 8.5. Bledy §ledzenia funkcji wyjsciowych manipulatora mobilnego (nh, h):
a) blad y21 — o214, b) blad ya22 — Y224

Fig. 8.5. Trajectory tracking errors for the output functions of the (nh,h)
mobile manipulator: a) error yo1 — Y214, b) €rror Yoo — Ya9q

Widaé, ze pierwsza pochodna po czasie funkcji wyjsécia nie zalezy od sterowa-
nia. Jedli y zrézniczkujemy powtérnie wzgledem czasu oraz podstawimy do g
przeksztatcona dynamike (8.21), to otrzymamy

o= e+ e{~(@)7C DT+ (Q) BT
= O+ PF + AT, (8.23)
gdzie F = —(Q*)7'[C*¢+ D*], a H = (Q*)~'B*. Aby uzyska¢ liniowa i odsprze-
zona transformacje wejSciowo—wyjsciowa, nalezy uzy¢ nastepujacego sterowania
odsprzegajacego
r=H'o7 (~d¢ - BF + ). (8.24)

Tak jak dla manipulatora mobilnego (nh, h), najistotniejsza sprawa ze wzgledu
na sterowanie jest zagwarantowanie odwracalnosci macierzy ®. Macierz ta bedzie
zalezata od wyboru funkcji wyjéciowych y.

8.3.1. Sledzenie trajektorii w przestrzeni zewnetrznej
przez manipulator mobilny (nh,nh)
Dynamika manipulatora mobilnego (nh,nh) jest dana réwnaniem (3.15)

Q*¢ +C*¢+ D* = B*r,
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Rys. 8.6. Blad éledzenia y23 — y234 dla manipulatora mobilnego (nh, h)

Fig. 8.6. Trajectory tracking error ys3 — yo3q for the (nh, h) mobile manipulator

a ograniczenia nieholonomiczne maja postaé

(5)-[% 2](2)-w

Zadaniem manipulatora mobilnego jest Sledzenie wybranych wspoétrzednych
(potozenia lub orientacji) efektora w przestrzeni m-wymiarowej, zdefiniowanych
w nastepujacy sposob

Aby uzyskaé $ledzenie zadanych funkcji wyjsciowych y4(t), wybierzmy sterowanie

T=H 1o —&¢ — OF + 0], (8.25)

przy czym symbole oznaczaja

€ = Y—Yd,

v o= gqg— Kgé— er, K, = diag {Kdz} > 0, Kp = diag {KPZ} > 0,
F = —(@)7'C* ¢+ D,

A= (@)'B

Macierz ® jest dana réwnaniem (8.22) dla wybranych funkcji wyjsciowych y.
Réwnania ukladu (3.15), (5.18) z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (8.25)
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[m]

Y [m]

X [m]

Rys. 8.7. Postura manipulatora mobilnego (nh,nh) podczas $ledzenia zadanej
trajektorii efektora
Fig. 8.7. Posture of the mobile manipulator of (nh,nh) type during tracking the
desired trajectory of the end-effector

maja wowczas postac

. ) . é 0 I e
cokeegens e (D)o % L ](2)am

podobna do (8.17). Nastawy regulacji réwniez zapewniaja hurwitzowskos$¢ po-
wyzszego rownania bledu. Na mocy tych samych argumentéw, jakie przedstawio-
no w rozdziale 8.2.3, mozna wiec pokazaé zbieznosé bledéw éledzenia e do zera,
czyli §ledzenie trajektorii w przestrzeni roboczej (zewnetrznej).

8.3.2. Badania symulacyjne

Podobnie jak dla manipulatora (nh,h), dzialanie sterowania odsprzegajacego
zostanie pokazane dla pionowego tréjwahadla zamontowanego na platformie klasy
(2,0). Tym razem przyjeto zalozenie, ze manipulator jest wyposazony w nieholo-
nomiczne sprzegta konstrukcji Nakamury, Chunga i S¢rdalena. Obiekt badan
symulacyjnych pokazano na rys. 8.2.
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Jako funkcje wyjsciowe dla manipulatora mobilnego (nh,nh) wybierzmy

Y11 Tof co(ke+a)+x
y= | V2 | | ver | _ | solketa)+y
Y21 Zeff ks
Y22 ) )

Taki wybér prowadzi do nastepujacej postaci macierzy odsprzegania

(I)m (I)m’/‘

przy czym podmacierze sa réwne

T aw | o —so(ke+a)
(I)m - | IGm Gl :| — [ S0 CO(kc + CL) )
5, = [ oeg, } _ | ke agsi(lzcias + laci2) + agszcr(l3cias) 7
L 94 0 assi
o = [ g, } _ | —coks —colazsi(lzsizs + 12512) + azsacilzsizg]
" L 9ar —soks —solazsi(l3s123 + l2812) + aszsacilzsizz] |

Wyznacznik macierzy ®,, jest taki jak dla manipulatora mobilnego (nh,h).
7Z kolei wyznacznik macierzy ®, jest rowny wyrazeniu

det &, = agsik. # 0.

Poniewaz wspdlczynnik przelozenia as w nieholonomicznym sprzegle jest zawsze
dodatni, oznacza to, ze

det®, £0 < 61 £0,m, i ko #0.

Z podanego warunku wynika, ze w poréwnaniu z manipulatorem mobilnym (nh, h)
ruch podwdjnie nieholonomicznego manipulatora mobilnego jest bardziej ogra-
niczony, poniewaz nalezy wykluczyé konfiguracje 61 = {0,7} dla pierwszego
przegubu ramienia manipulacyjnego.

Trajektoria zadana oraz polozenie poczatkowe zostaly wybrane tak jak dla ma-
nipulatora mobilnego (nh, h)

5 sin 2t 1,35
—5cos 2t 0,74
Yd(nh,nh) = 0.6 y(0) = 0,24

—0,375 cos 2t —-0,5



132 8. Odsprzeganie we—wy manipulatoréw mobilnych

a parametry regulacji wybrano ponownie jako Kg = K, = 100. Czas trwania
symulacji wynosit T = 10 s. Posture manipulatora mobilnego w przestrzeni 3D
przedstawiono na rys. 8.7, natomiast bledy $ledzenia poszczegdlnych funkcji wyj-
Sciowych pokazano na rysunkach 8.8-8.9.

7 przedstawionych wykreséw bledéw §ledzenia funkcji wyjsciowych wynika,
ze réwniez dla manipulatora mobilnego (nh,nh) bledy e =y — y4 daza do 0.

)

5 6 5 6
czas [s) czas [s]

Rys. 8.8. Btledy sledzenia funkcji wyjsciowych manipulatora mobilnego
(nh,nh): a) blad y11 — Y114, b) blad y12 — Y124
Fig. 8.8. Trajectory tracking errors for the output functions of the (nh,nh)
mobile manipulator: a) error y11 — y114, b) error yi12 — Y124

o 1 2 3 7 8 9 10 o 1 2 3 7 8 9 10

4 5 4 5 6
czas [s] czas ()

Rys. 8.9. Bledy $ledzenia funkcji wyjsciowych manipulatora mobilnego
(nh,nh): a) blad yo1 — y214, b) blad Y22 — Y224
Fig. 8.9. Trajectory tracking errors for the output functions of the (nh,nh)
mobile manipulator: a) error y21 — Y214, b) error Yoo — yazq



9. Sledzenie $ciezki
manipulatoréw mobilnych

ScieZka, ktora manipulator mobilny ma sledzié, jest pewna krzywa geometryczna
w przestrzeni. W odréznieniu od trajektorii, ktéra zalezy od czasu, Sciezka
jest parametryzowana odlegloécia krzywoliniowa punktu od ustalonego punktu
poczatkowego. Problematyka poruszania sie manipulatora mobilnego wzdluz
zadanej Sciezki pojawiajaca sie w literaturze przedmiotu jest formutowana w rézny
sposéb. W wielu pracach, np. [85], [86], Sciezka jest definiowana dla efek-
tora zamontowanego na platformie mobilnej. Takie podejscie oznacza, ze ruch
wzdhuz krzywej moze by¢ zrealizowany przez dowolny podsystem manipulatora
mobilnego, bez koniecznosci dekompozycji zadania na zadania dla poszczegdlnych
poduktadéw. Jednak wada proponowanej metody jest nie tylko bardzo skomp-
likowana posta¢ sterowania, ale takze bardzo waska klasa zadan, jakie moga by¢
dzigki niej rozwiazane — metoda moze by¢ zastosowana jedynie do rozwiagzania
zadan z ustalonym horyzontem czasowym.

Inne podejscie do zagadnienia Sledzenia Sciezki przez manipulatory mobilne
jest prezentowane w tym rozdziale, co ilustruje rys. 9.1. Zadanie, ktore chcemy
rozwiazaé, moze by¢ zdekomponowane na dwie niezaleznie realizowane czesci:

e efektor (ostatnie ogniwo czesci manipulacyjnej) ma podazaé¢ wzdhuz zada-
nej krzywej geometrycznej I1(s) opisanej wzgledem podstawy manipulatora,
a wiec wzgledem platformy,

e platforma ma sie porusza¢ wzdtuz pewnej krzywej plaskiej P(s) na podtozu.

Dekompozycja zadania umozliwia uzycie manipulatora mobilnego na przyklad
do podazania wzdluz pewnych znacznikéw (linii) zaznaczonych na podiozu i jed-
noczesne malowanie pewnych powierzchni, roztadowywanie przewozonych tadun-
kéw w trakcie przemieszczania sie itp.
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Rys. 9.1. Zadanie $ledzenia $ciezki manipulatora mobilnego: P(s) — zadana
Sciezka platformy, II(s) — zadana $ciezka manipulatora

Fig. 9.1. Desired path of mobile manipulator: P(s) — desired path of the
platform, II(s) — desired path of the manipulator

Sledzenie $ciezki jest realizowane w odmienny sposob, w zaleznos$ci od budowy
nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych, dlatego nalezy je rozwazyé od-
dzielnie dla manipulatoré6w mobilnych typu (nh,h) i (nh,nh).

9.1. Sledzenie $ciezki manipulatora mobilnego (nh, h)

Zachowanie manipulatora mobilnego mozna opisa¢ za pomoca wspdirzednych
q' = (qL,,ql), gdzie q,, to wektor wspétrzednych platformy, a ¢. € RP to wektor
wspolrzednych przegubowych manipulatora pokladowego

G = (01,09, ...,0,)T. (9.1)

Manipulator mobilny typu (nh,h) jest opisany réwnaniami dynamiki (3.15) wy-
razonymi we wspétrzednych pomocniczych (7, ¢,)

62* Z] _% (7* ﬁ %_ l)* — 13*7_7

s (s

a takze réwnaniami ograniczenl nieholonomicznych (3.12)
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ktére sa natozone jedynie na ruch podsystemu nieholonomicznego, czyli kolowej
platformy mobilne;j.

Jak wspomniano na poczatku rozdziatu, sledzenie $ciezki bedzie zdekompo-
nowane na osobne zadania dla obu podsysteméw manipulatora mobilnego. Ze
wzgledu na rézne wielkosci przestrzeni roboczej kazdego z podsysteméw, w przy-
padku holonomicznego manipulatora $ledzenie $ciezki mozna zakonczyé¢ zatrzy-
maniem efektora w pewnym punkcie koncowym, natomiast platforma powinna
poruszaé sie w sposob ciagly wzdtuz zadanej krzywej na podtozu.

Cel sterowania mozna wowczas sformulowaé¢ nastepujaco:

Nalezy znalezé sterowanie T oraz parametryzacje sciezki s = s(t) dla
ramienia manipulacyjnego, ktére zagwarantuja realizacje zadan dla
kazdego z podsystemoéw z osobna, co spowoduje zbiezno$¢ bledéw
$ledzenia do zera, w obecnosci ograniczen nieholonomicznych.

Aby zaprojektowaé sterowanie Sledzace $ciezke dla manipulatora mobilnego, nale-
zy przypomnieé, ze pelny opis manipulatora (nh, h) jest uktadem kaskadowym za-
wierajacym zaréwno réwnania ograniczen nieholonomicznych, jak i réwnania dy-
namiki. Z tego wzgledu sterowanie musi by¢ podzielone na dwa uktady pracujace
réwnolegle: sterowanie kinematyczne i sterowanie dynamiczne.

9.1.1. Sterowanie kinematyczne

Aby zrealizowaé¢ $ledzenie Sciezki przez platforme, nalezy opisa¢ ruch podsys-
temu nieholonomicznego wzgledem zadanej krzywej ptaskiej P(s). W rozdziale
4.2.3 pokazano, jak za pomoca parametryzacji Freneta (I,s) (I jest odlegloscia
ukladu stowarzyszonego ze $rodkiem masy platformy od zadanej $ciezki, s zas jest
biezaca dlugodcia Sciezki, czyli odlegloscia krzywoliniowa od ustalonego punktu
na sciezce), mozna przeksztalcié predkosci kartezjanskie lokalnego ukladu plat-
formy do predkosci krzywoliniowych

. ) i . (cosO, sinb,) [ x
[ = (—sinf, cosb, o, s=—1 . |, 9.2
( )<y> 1Fc(s)l <y> 6:2)

gdzie & i § sa wyrazone za pomoca ograniczen nieholonomicznych, c(s) jest krzy-
wizna Sciezki, a 6, jest zadana orientacja ukladu Freneta na $ciezce.

Postura platformy mobilnej jest wyrazona nie tylko poprzez polozenie jej
srodka masy, ale réwniez poprzez jej orientacje 6. Z tego wynika, ze nalezy
zdefiniowa¢ dodatkowy blad sledzenia orientacji réwny

0=0—0,. (9.3)
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Zadana orientacja platformy 6, spehia zaleznosé (4.18)
0, = +c(s)s.
Wspélrzedne Freneta oraz btad orientacji, czyli zmienne
e =(1,0,s) (9.4)

opisuja woéwczas bledy $ledzenia Sciezki dla platformy mobilnej z ograniczong
mobilnoscia. Warto réwniez przypomnieé, ze parametryzacja Freneta (I, s) jest
stuszna jedynie lokalnie, w poblizu rozwazanej Sciezki.

W dotychczasowych pracach do rozwiazania zadania $ledzenia Sciezki przez
platforme stosowano algorytm Pometa (5.50). Zaleta wspomnianego algorytmu
jest mozliwos¢ zastosowania do dowolnej klasy nieholonomicznych platform mo-
bilnych, co pokazano w [51]. Jednak algorytm Pometa cechuje sie powolna
zbieznoscia, przelaczaniem kierunkéw ruchu i praktycznie moze byé¢ stosowany
tylko w procesie zblizania sie do $éciezki. Jezeli jednak jest wymagany algorytm
sterowania zapewniajacy nie tylko zbieznosé do $ciezki, ale réwniez przemieszcza-
nie sie wzdtuz niej, to nalezy uzy¢ algorytmu przeznaczonego dla okreslonej klasy
platform mobilnych. Dla platform klasy (2,0) takim algorytmem jest algorytm
Samsona (5.62). W dalszej czesci rozdzialu ograniczymy rozwazania do platform
nalezacych do tej wlasnie klasy.

Sposrod bledow $ledzenia $ciezki & mozna rozwazaé jedynie [ i 6, natomiast
réwnanie rézniczkowe na § nie musi by¢ bezposrednio sterowane, poniewaz przy
asymptotycznym $ledzeniu nie jest wymagane, aby platforma wjechata na Sciezke
poczawszy od punktu poczatkowego, a jedynie zblizala sie do niej coraz bardziej.
Roéwnanie rézniczkowe na § jest jednak obliczane w trakcie trwania regulacji,
poniewaz blad orientacji 6 zalezy od odleglosci krzywoliniowej s biezacego punktu
od poczatku $ciezki. Zgodnie z wzorami (9.2) i (4.18), wspdlrzedne Freneta dla
platformy (2,0) opisanej ograniczeniami nieholonomicznymi

z cosf 0 v
y | =] sinf 0 ( " ) (9.5)
0 0 1
mozna zapisaé jako
[ = wsin é,

c(s)
1Fc(s)l

e
Il

0— 6, =w—c(s)$ =w—vcosh
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Dla uktadu (9.6) sterowanie kinematyczne Samsona (5.62) réwne

v, = const,

sin 0 ~ < (s)
r = —kolv,—— — ka0 r 0 ————
w 2LV ; 30 4+ v, COS 1$c(s)l

gwarantuje asymptotyczna zbieznosé¢ bledéw $ledzenia $ciezki (l,é) do zera, co
pokazano w rozdziale 5.3.1.

7 kolei zadana $ciezka dla manipulatora moze by¢ rozumiana jako pewna
krzywa geometryczna II(s), ktéra efektor ma osiagnaé¢ i wzdhuz ktérej ma re-
alizowa¢ swoj ruch. Taka $ciezka musi by¢ zdefiniowana w lokalnej przestrzeni
RP wyrazonej wzgledem ukladu stowarzyszonego z platforma XY, 23, przy czym
p < p (p — liczba stopni swobody manipulatora). Celem sterowania jest wymu-
szenie ruchu efektora wzdhuz $ciezki I1(s) z bledami $ledzenia dazacymi do zera,
czyli

ep = k(g-) —l(s) — 0. (9.7)

Wektor k(g ), bedacy kinematyka manipulatora, zazwyczaj opisuje lokalne wspdt-
rzedne polozenia chwytaka, jednak niekiedy moze zawieraé¢ réwniez wspdirzedne
orientacji, na przyklad wtedy, gdy zachodzi pewien zwiazek pomiedzy orientacja
chwytaka i jego odlegloscia krzywoliniowa s (parametrem sciezki) liczona wzduz
Sciezki. W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadali, ze przeksztalcenie r%kr =J,
czyli jakobian analityczny manipulatora, zawsze jest pelmego rzedu p (manipula-
tor unika konfiguracji osobliwych). Podobnie jak w parametryzacji Freneta dla
platformy, s jest biezacym parametrem opisujacym sciezke II(s) (na ogdt jest od-
legloscia krzywoliniowa od zadanego punktu poczatkowego), przy czym nie jest
to ten sam parametr, gdyz Sciezki P i Il s definiowane dla réznych podsystemow.

Tak jak u Galickiego [26], gdzie zostata sformulowana idea Sledzenia Sciezki
dla manipulatoréw stacjonarnych, zalézmy, ze w chwili poczatkowej, dla ktorej

zachodzi s(0) = 0, efektor manipulatora znajduje si¢ na $ciezce

k(gr(0)) = 11(0),
a w chwili poczatkowej i koncowej efektor nie porusza sie
5(0) = s(T) =0, T — o0.

Takie sformutowanie zadania oznacza, ze manipulator powinien przemieszczac sie
wzdhuz $ciezki, a nie zbliza¢ sie do niej asymptotycznie. Ponadto, ze wzgledu na
ograniczong przestrzeri robocza manipulatora, dtugosé Sciezki II(s) jest ograni-
czona pewna wartodcia smax. TO oznacza, ze bledy Sledzenia $ciezki powinny
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obejmowac nie tylko bledy sledzenia wspétrzednych kinematyki e,, ale réwniez
krzywoliniows odlegltos¢ od konca $ciezki, czyli blad odleglosci réwny

€s = S — Smax-

Aby zapewnié¢ $ledzenie Sciezki przez manipulator, nalezy zdefiniowaé sposéb
parametryzacji $ciezki s = s(t). Parametryzacje $ciezki s = s(t) otrzymuje sie
jako rozwiagzanie skalarnego réwnania rézniczkowego

.. ) 1dy T dIl
§=—K;5— Kpes (2d865 + ’y) +2Kae, F, F= T (9.8)

gdzie K4, Ky, Ko > 0 sa parametrami regulacji, v za$ to Scisle dodatnia funkcja
zmiennej s, ktéra z zalozenia spelnia warunek

%des + v 7& 0.

Rola funkcji y(s) jest wplywanie na zachowanie chwytaka w poblizu punktu kori-
cowego Sciezki spyax. Jesli funkcja v lub jej pochodna % beda mialy duze wartosci,
to zbiezno$¢ bledu odlegtosci od konca Sciezki ey, ktéra jest tylko asymptotycz-
na, bedzie szybsza. Jednak nawet najprostsza funkcja v(s) = 1 réwniez jest
dopuszczalna.

9.1.2. Sterowanie dynamiczne

Rozwazmy model dynamiki manipulatora mobilnego (3.15) wyrazony we wspdlt-
rzednych pomocniczych oraz réwnanie ograniczen nieholonomicznych (3.12). Za-
l6zmy, ze znane sa predkosci 0, (t) = (v, w;,) obliczone wedlug algorytmu Samsona
(5.62), ktére gwarantuja rozwiazanie zadania sledzenia $ciezki przez platforme
mobilng.

Zaproponujmy nastepujace sterowanie dynamiczne zapewniajace asymptoty-
czna zbieznos¢ wszystkich wspélhrzednych manipulatora mobilnego do ich wartosci
zadanych

o xy—1 * ) My * T
T= B {Q (—JTep—JTJqT+JTF$>+C (—JTep> (6.9)

+D* — CxE, — KE,},

gdzie F' jest dane wzorem (9.8), natomiast pozostate symbole oznaczaja

E e 677 — 77_777’
Y gr + JTep Gr + JTep ’
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K 0 . .

K= - ; K = diag{K,}, Kz =diag{K>}, K; >0,
0 Ko

K5 za$ jest tym parametrem regulacji, ktory zostal uzyty do parametryzacji

Sciezki manipulatora (9.8). Dynamika (3.15) z zamknieta petla sprzezenia zwrot-

nego (9.9) jest opisana réwnaniem bledu

Q*E,=-KE, — (C* + Cg)E,. (9.10)

Aby udowodni¢ zbieznosé¢ trajektorii obu podsysteméw manipulatora mobilnego
do zadanych sciezek, wybierzmy funkcje Lapunowa, ktora jest modyfikacja funkcji
zaproponowane]j przez Galickiego w pracy [26]

) 1 . 1, 1
W(&a E,, es, 3) = Vk(é) + iEgQ E, + 532 + §7Km€§ + K2eg€p: (9'11)
gdzie Vi (£) jest funkcja Lapunowa (5.63) dla ograniczeni nieholonomicznych (3.12)
przeksztatconych do zadania $ledzenia $ciezki (5.61). Pochodna po czasie funk-
cji W jest réwna

. . A B . [1d .
W:Vk+E,UTQ*EU+2EUTQ*EU+s's+<2dze§+ves)Kms

+ 2Kse) ép. (9.12)

Zanim rozpoczniemy obliczanie pochodnej W wzdtuz trajektorii uktadu z zam-
knieta petla sprzezenia zwrotnego (5.61), (5.62), (9.8) i (9.10), nalezy zauwazy¢,
ze na poziomie kinematycznym pojawiaja sie dodatkowe bledy pochodzace od
dynamiki i zaklécajace sterowanie kinematyczne (5.62). Potraktujmy 7, jako
sterowanie kinematyczne w przypadku idealnym, tj. bez dynamiki. Sterowa-
nie kinematyczne dzialajace na system w przypadku rzeczywistym n = n, + e,
przyjmuje wéwczas posta¢ zmodyfikowana

v = const+ ey, (9.13)
sin 0 ~ < (s)
w = —kQZ’U é — ki39 + v cos em + €n2. (914)

Nastepnie oszacujmy W dane wzorem (9.12) wzdtuz trajektorii uktadu (5.61),
(5.62), (9.8)—(9.14)

W = —k30~2 + éeng — egKuen — Kgq';q'r — Kd$2 — KQBZJJTep

1\ = 1/~ 2 1
— —(k3—2>92—2(9—6n2) —K167271—<K1—2)67272
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—Kod! 4y — Kq8* — Koel JJ e,

1 T :
(’“3 - 2> 0% — Kiep (Kl - 2) ey — K247 G — Kg3” — Kaep JJT e,

< 0. (9.15)

IN

Latwo zauwazy¢, ze funkcja Lapunowa W nie rosnie wzdluz trajektorii uktadu
z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego, jesli parametry regulacji sa odpowiednio
dobrane, tzn. Kq,ks > 1/2.

Macierz JJT jest macierza manipulowalnosci sztywnego manipulatora i jest
zawsze dodatnio okreslona, poniewaz z zalozenia manipulator unika konfiguracji
osobliwych. Z twierdzenia La Salle’a—Yoshizawy (patrz rozdz. 11, tw. 7) wynika
wiec, ze

(éa 67717 67727 QT) ‘éa ep) = (07 07 07 07 07 O)

jest asymptotycznie stabilnym punktem réwnowagi ukladu. Kolejna zmienna,
ktorej zbiezno$¢ do zera nalezy pokazaé, jest wspotrzedna Freneta . Zbieznosci
I mozna dowie$¢ na mocy argumentéw przedstawionych w rozdziale 5.3.1.
Poniewaz W nie rosnie wzdtuz trajektorii ukladu, oznacza to, ze wspoirzedne
(9 enl,€n2,dr, 8, €p) sa ograniczone. Poniewaz =0 jest asymptotycznie stabil-
nym punktem réwnowagi ukladu, tatwo pokazaé, ze 6 Jest réwniez ograniczona,
a wiec 0 musi dajyc’~ do zera. We wzorze (5.62) opisujacym dynamike btedu 0

sind g rézne od zera w poblizu 6 = 0, czyli zachodzi | — 0.

wyrazenia ko, v i

Ostatnim bledem, ktérego zbieznosci nalezy dowiesé, jest es. Funkcja La-
punowa W mnie rosnie wzdluz trajektorii ukladu z zamkniets petla sprzezenia
zwrotnego, dlatego wszystkie zmienne definiujace ta funkcje, tj. &, E,, $, es
i ep, sa ograniczone. Uzywajac wiladciwosci funkeji v i II oraz ograniczonosci
wspomnianych zmiennych, mozna pokazaé, ze réwniez s jest ograniczona. Sto-
sujac lemat Barbalata do funkcji §, mozna pokazaé, ze §(T') — 0 dla T — oc.
Z réwnania opisujacego parametryzacje Sciezki dla manipulatora (9.8) tatwo wy-
wnioskowaé, ze musi by¢ spelnione nastepujace réwnanie

1d’yz

§(c0) =0 5 75

5(00) 4 7e5(00) = 0.

To oznacza, ze albo es(00) = 0 albo 3 ds Tes(00) + v = 0. Jednakze z wlasciwosci
funkeji v(s) wynika, ze druga mozliwos$¢ nie zachodzi. Stad mozna wywnioskowac,
ze es(00) = 0. To koriczy dowdd asymptotycznej zbieznosei algorytmu sledzenia
Sciezki dla manipulatora mobilnego (nh, h).
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9.1.3. Badania symulacyjne
Badania symulacyjne zostaly przeprowadzone przy uzyciu pakietu Matlab/Simu-
link. Jako obiekt symulacji wybrano manipulator typu RTR zamontowany na

monocyklu, przedstawiony na rys. 9.2.

Yo

X %o

Rys. 9.2. Manipulator RTR zamontowany na platformie klasy (2,0)
Fig. 9.2. RTR manipulator mounted on the mobile platform of (2,0) class

Model dynamiki manipulatora RTR umieszczonego na platformie (2, 0) zostat
pominiety ze wzgledu na obszerno$é, jednak mozna go znalezé w pracy [59].
Symulacje mialy na celu sprawdzenie, czy uklad sterowania (9.8), (9.9), (9.13)
i (9.14) zaproponowany w tej pracy spehia swoje zadanie. Zadana $ciezka dla
manipulatora RTR zostala wybrana jako

IIi(s) = 0,4m,

II(s) = 0,866s, [m],

II3(s) = 0,55+ 0,5, [m],
Smax = 0,2 m,

(s) = 1,
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natomiast zadana Sciezka dla platformy byla linia prosta o réwnaniu

Polozenie poczatkowe przegubdéw ramienia to (61;602;63)(0)= (0;0,6732; —7/3),
natomiast polozenie poczatkowe platformy wynosito (x;y;6)(0) = (0;2;37/4).
Parametry sterownika dynamicznego byty réwne Ky = K,,, = 1, K1 = Ky = 0,01,
sterownika za$ kinematycznego: v = 1, ko = 0,11 k3 = 1. Sledzenie $ciezki
manipulatora zostalo pokazane na rys. 9.3-9.4, a §ledzenie Sciezki przez platforme
pokazano na rys. 9.5.
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Rys. 9.3. Bledy $ledzenia $ciezki manipulatora RTR: a) blad sktadowej x,
b) blad skladowej y, ¢) blad skladowej z

Fig. 9.3. Path tracking errors for the RTR manipulator: a) error of the x
variable, b) error of the y variable, c) error of the z variable

Jak wynika z rysunkow 9.3-9.5, algorytm proponowany w tej pracy dziatal po-
prawnie. Jednoczesnie warto podkresli¢, ze, w odréznieniu od algorytmu Pometa,
ktéry byt dotychczas wykorzystywany do $ledzenia Sciezki przez platforme, pre-
zentowany algorytm Samsona cechuje sie dobra zbieznoscia, bez gwaltownego
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Rys. 9.4. Sledzenie $ciezki przez manipulator RTR: a) rzut na plaszczyzne
XY, b) rzut na plaszczyzne XZ, ¢) rzut na plaszczyzne YZ

Fig. 9.4. Tracking of the desired path for the RTR manipulator: a) projection
on XY plane, b) projection on XZ plane, c¢) projection on YZ plane

przelaczania i zmian kierunku ruchu, co mogloby uszkodzi¢ mechanike robota.
Ponadto, inaczej niz w algorytmie Pometa, algorytm kinematyczny Samsona za-
pewnia nie tylko dojsécie do zadanej Sciezki, ale rowniez poruszanie sie wzdluz
Sciezki ze stala predkodcia.

9.2. Sledzenie $ciezki manipulatora mobilnego (nh, nh)

Inaczej niz dla manipulatora mobilnego (nh,h), zadanie Sledzenia $ciezki dla
podwdjnie nieholonomicznego manipulatora mobilnego nie byto do tej pory roz-
wazane w literaturze. Jednak ze wzgledu na fakt, ze oba podsystemy nieholo-
nomiczne sa podobne, na przyklad mozna przeksztalci¢ je do tej samej postaci
normalnej, jaka jest uktad tancuchowy, to zadanie Sledzenia $ciezki mozna zdefi-
niowaé tak samo dla obu podukladéw, wykorzystujac do poszukiwania sterowania
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Rys. 9.5. Sledzenie ciezki przez platforme klasy (2,0): a) rzut na plaszczyzne
XY, b) biad odleglosci [, c) btad orientacji 6
Fig. 9.5. Tracking of the desired path for the mobile platform: a) projection on
XY plane, b) distance tracking error [, c) orientation tracking error 6

parametryzacje Freneta. W dalszej czesci rozdziatu przyjmiemy zalozenie, ze ma-
nipulator z nieholonomicznym przeniesieniem napedu jest planarny, na przyklad
jest to planarne nieholonomiczne tréjwahadlo na monocyklu przedstawione na
rys. 8.2.

Przedstawmy zatem zadanie, jakie manipulator mobilny powinien zrealizowac:

e efektor manipulatora ma $ledzi¢ w sposéb asymptotyczny pewna ograni-
czong Sciezke I1(s), zdefiniowana wzgledem podstawy manipulatora, a wiec
wzgledem platformy,

e platforma ma sie poruszaé¢ wzdluz pewnego konturu P po podlozu.

Poniewaz manipulator mobilny (nh, nh) zawiera dwa podsystemy nieholonomicz-
ne, wiec rozwiazanie zadania bedzie wymagalo zastosowania dwoch algorytmow
kinematycznych dla kazdego z réwnan opisujacych ograniczenia nieholonomiczne,
tj. (3.12) 1 (3.14).
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9.2.1. Sterowanie kinematyczne

Zadanie sledzenia Sciezki dla nieholonomicznego manipulatora mobilnego na mo-
nocyklu mozna wyrazi¢ za pomoca wspéhzednych Freneta (9.4). Podobnie jak
w rozdziale 9.1.1, do rozwigzania zadania $ledzenia Sciezki przez platforme zosta-
nie zastosowany algorytm Samsona (5.62), przeznaczony dla klasy (2, 0) kotowych
nieholonomicznych platform mobilnych, natomiast dla manipulatora nieholono-
micznego zostanie zastosowane odsprzeganie i linearyzacja we—wy. Dla manipula-
toréw planarnych z nieholonomicznym napedem réwniez mozna wykorzystaé pa-
rametryzacje Freneta przedstawiona w rozdziale 4.2.3, przy czym punkt M bedzie
punktem znajdujacym sie na koncu efektora, orientacja za$ efektora 6,, bedzie
kat obrotu stowarzyszonego z nim uktadu odniesienia wokét osi —Y}, umieszczo-
nej w podstawie manipulatora. Orientacja efektora w planarnym manipulatorze
nieholonomicznym bedzie wiec réwna

n

Om = Z 0;.

i=1
W rozwazanym przypadku planarnego manipulatora nieholonomicznego zalez-
nosci pomiedzy predkosciami punktu M efektora wyrazonymi we wspotrzednych
kartezjanskich i krzywoliniowych maja postac

- ) i . (cosOpm , sinb.y,) (@
Iy, = (—sinOpy, , €OSOppy) < P ) , &= ETOm ( P > , (9.16)

gdzie [, oznacza odlegto$¢ punktu M od Sciezki II(s), 60,,, za$ jest orientacja

uktadu Freneta w punkcie M’ (patrz rys. 4.1). Dolne indeksy zostaly wprowad-

zone w celu rozréznienia wspélrzednych Freneta dla obu podsystemoéw.
Wspdhrzedne chwytaka typu n-wahadlo wzgledem ukitadu podstawy sa réwne

x:Zlicos Zﬁj , z:Zlisin ZHj , (9.17)
i=1 j=1 i=1 j=1

gdzie [l; jest dlugoscia i-tego ogniwa n-wahadta. Po zrézniczkowaniu zmien-
nych (9.17) po czasie i wstawieniu otrzymanych wyrazeri do (9.16) dostaniemy
nastepujace rownania

I = Y cos | Orm—>0;|1; Y 0, (9.18)
i=1 j=1 k=1
O £ ¢(5)$

Ny _cas) o - i N, i
- gelilqic(s)lmgsm Orm jz::le] lzkz:l@k. (9.19)

D
3
Il
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Korzystajac z postaci ograniczeri nieholonomicznych (2.10)—(2.11) dla mani-
pulatora, réwnania (9.18) i (9.19) mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej jako

01

. i 0

§m = ( é ) = H(qr,&m) ;2 = H(qr,&m)G2(gr)u = Ka(gqr, Em)u, (9.20)
O

gdzie ¢, = (01,...,0p), a &, = (lm,ém). Macierz Kq(qr,&n) € R**? bedzie
odwracalna, jesli wykluczy sie takie konfiguracje obu podsystemoéw, ktére pro-
wadza do jej osobliwosci.

Mozna zaproponowac nastepujace sterowanie, ktore zapewni zbieznos$é¢ btedéw
$ledzenia Sciezki dla nieholonomicznego manipulatora &, do zera

u=—K; (qr,&m)Ném, A=AT>0. (9.21)

Widaé, ze réwnanie uktadu (9.20) z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (9.21)
ma, postaé .
fm + Aém =0,

a wiec algorytm gwarantuje asymptotyczna zbieznosé &, do zera, czyli sledzenie
Sciezki II(s) przez nieholonomiczny manipulator.

9.2.2. Sterowanie dynamiczne

Manipulator mobilny typu (nh,nh) jest opisany rownaniami ograniczen (3.14)

q_<4r >_l 0 GQ](“>_GC
i dynamika dana wzorem (3.15) jako
Q*¢C+C*(+ D* = B*r.

Jako sterownik dynamiczny wybierzmy prawo sterowania

= (B! {Q* < ZT ) +C* ( Z”" ) + D* — (K+CK)EU}, (9.22)

T (

gdzie symbole sa zdefiniowane w nastepujacy sposob

(e N _( n—nr | Khil 0O
e ()-(2) w5 8] R
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Przed rozpoczeciem dowodu zbieznosci nalezy rozwazy¢ wplyw bledéw e, na
sterowanie kinematyczne (9.21). Wplyw bledéw e, na algorytm Samsona omé-
wiono w rozdziale 9.1.1.

Jak rozwazano to w poprzednich rozdzialach, predkosci referencyjne wu, to
sygnaly uzyskiwane w przypadku idealnym, tzn. bez uwzgledniania dynamiki
obiektu. Jednak w praktyce powinny by¢ rozwazone zmodyfikowane sterowania

U= —Kd_l(qr, Em) N + e, (9.23)

w ktérych wystepuja bledy predkosci e,. Bledy te pojawiaja sie wtedy, gdy
predkos¢ rzeczywista obiektu u nie moze osiagnaé wartosci referencyjnej u,., naj-
czesciej ze wzgledu na bezwladnosé manipulatora.

Aby udowodnié¢ zbiezno$é trajektorii obu podsystemdéw manipulatora mobil-
nego do zadanych $ciezek, wybierzmy nastepujaca funkcje Lapunowa

V(f,fm, Ev) = Vk(g) + Vm(&m) + Vd(Ev)
2 6% 1 1o,

= kzg t5t §§m‘£m + §Ev Q7 E,. (9.24)
Funkcja Vi (€) jest funkcja Lapunowa dla platformy klasy (2,0) $ledzacej Sciezke
za pomoca algorytmu Samsona (5.63), funkcja V;,, (&) jest funkcja Lapunowa
dla nieholonomicznego manipulatora sterowanego wedlug algorytmu kinematy-
cznego (9.23), a Vy(E,) jest funkcja Lapunowa dla réwnan dynamiki podwdjnie
nieholonomicznego manipulatora mobilnego z zamknieta petla sprzezenia zwrot-
nego (9.22). 7 kolei symbolem ¢ = (I,0) oznaczono wspélrzedne Freneta dla
platformy, a &, = (I, ém) to wspotrzedne Freneta dla nieholonomicznego ma-
nipulatora.

Po wstawieniu do ogdlnego wzoru na pochodna po czasie funkcji V'

. . L . 1 . .
V = koll 00 + &6 + S B Q By + E[Q*E,
réwnania zamknietej petli ukladu (3.15) ze sprzezeniem zwrotnym (9.22), czyli
Q*Ey + (C*+ Ck)Ey + KE, =0,

oraz réwnania rzeczywistych sterowan kinematycznych (9.13), (9.14) i (9.23)
otrzymamy

sin 6

Vo= kol[(v+em)sinb] 4 0[—kal(v + ey1)—=— — k30 + ey

(e &) (Kt Gn) MG + ) + 3 BT Q"
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+ET[—(C* + Ck)E, — KE,)
= k30 + Bepy — ELAE + EL K y(gr, Em)ew — ETKE,
= _kBQ~2 + 9~€T]2 - frjr;Agm + é;lr;Kd(qm gm)eu - egKlen - €£K2€u

1 a2 1 ~ 2 1 2 _[2
= —(k3—2>9 — 5 (9—6772) —(Kl — 2)6772 — Kle fm (A — 2) {m

; uKd(Q'r’vé-m) Kd(QT7€m)eu - 65K2€u +
_%(‘fm - Ka(qr, gm)€U)T(§m — Ka(qr,6m)euw).

Dla nieholonomicznego tréjwahadta macierz Ky(qy, &) ma postaé
Kain Kao
K =
ldr, &m) [ Kin Ka |’
z elementami zdefiniowanymi jako

Kpi = Zlcos( 20)

3 i 3
Kg2 = assy Zl cos | Opm — Z@Z + agsscils cos | Opp, — Z@i ,
i=2 j=1 j=1
3
K1 = 1i1$c ;:lsm Z@

Kgo = a281{1i1:F602 (lem( ZQ))}

+assocy (1 + C(S))llg sin ( m Z 0; )

1Fce(s)lm

Warto przypomnieé, ze transformacja Freneta jest stuszna jedynie lokalnie, tzn.
I;m(0) < Tmin, Przy czym rpin jest odwrotno$cia maksymalnej krzywizny cpax
Sciezki manipulatora II(s). Woéwczas macierz K4(qr, &) jest ograniczona, czyli
zachodzi

H Kd(‘]ragm) || = )‘K KT(QTagm < maX\//\K KT %“aém Knax < 00.

qrém

Pochodna po czasie funkcji V moze byé¢ wtedy oszacowana w nastepujacy sposéb

. 1 /- 2 1
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I 1
_fg; (A - 22> gm + ieng(Q’rW §m)TKd(QT7€m)€u - 65K2€u

_%(gm - Kd(Qrv gm)eu)T(gm - Kd(qr’ fm)eu)

1 I
< = (k-y) 0 (K- 5) - Kack -k (A= 2 )
€Z<K2 max)

<0

< W(9 6n76u7€m

Poniewaz pochodna po czasie funkcji Lapunowa jest ujemna, wiec V' jest malejaca,
a wiec zmienne definiujace funkcje V', czyli &, &, i F, sa ograniczone. Ponadto,
jezeli parametry regulacji zostana odpowiednio wybrane, tzn.

1 I K?
k -, K - A>= K —fmax
3>27 1>27 > 27 2 > 2 )

to powyzsze oszacowanie spehnia zalozenia twierdzenia La Salle’a (tw. 5, rozdz.11).
To oznacza, ze punkt

(é’ €ns Cus é.m) = (0) 07 07 0)

jest lokalnie asymptotycznie stabilnym punktem réwnowagi (lokalnosé jest kon-
sekwencja wyboru wspolrzednych Freneta, definiowanych w niewielkiej odlegtosci
od zadanej Sciezki, do przeksztalcenia zadania Sledzenia sciezki). Zbiezno$¢ zmien-
nej [ dla platformy zachodzi na mocy argumentéw przedstawionych w podroz-
dziale 9.1.2. To konczy dowdd zbieznodci algorytmu sterowania dla manipulatora
mobilnego typu (nh,nh) przedstawionego w tym rozdziale.

9.2.3. Badania symulacyjne

Badania symulacyjne zostaly przeprowadzone dla nieholonomicznego tréjwahadla
zamontowanego pionowo na monocyklu.
Zadana $ciezka dla manipulatora byl okrag

IMi(s) = 0,25cos4s+ 1, [m],
IIy(s) = —0,25sin4s+ 0,6, [m],

natomiast zadana Sciezka dla platformy byla linia prosta o réwnaniu
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Polozenie poczatkowe przegubéw ramienia to (61;602; 63)(0)= (0; 7/2; —w/2+0, 1),
natomiast polozenie poczatkowe platformy wynosilo (z;y;60)(0) = (0;2;37w/4).
Parametry sterownika dynamicznego byly réwne

K, =1, Ky =10,
parametry sterowania dla algorytmu kinematycznego Samsona wynosity
v =1, ko =0,1, ks =1,

natomiast macierz regulacji w sterowniku kinematycznym dla nieholonomicznego
manipulatora to A = diag{1}. Sledzenie $ciezki dla manipulatora zostalo pokazane
na rys. 9.6, natomiast platforma $ledzita Sciezke identycznie jak w przypadku ma-
nipulatora mobilnego typu (nh, h).

a) b)
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Rys. 9.6. Bledy $ledzenia Sciezki dla tréjwahadla: a) blad sktadowej x,
b) btad skladowej z, ¢) blad orientacji 6
Fig. 9.6. Path tracking for the 3-pendulum: a) an error of z coordinate, b) an
error of z coordinate, ¢) an error of orientation 0



10. Uwagi koncowe

W monografii przedstawiono jednolite podejscie pozwalajace na znalezienie stero-
wania dla nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych w przypadku, gdy rézne
zadania podlegaja dekompozycji na podzadania definiowane osobno dla kazdego
z systemow skladowych, jakimi sa kolowa platforma mobilna oraz ramie mani-
pulacyjne zamontowane na tej platformie. Sposrdd czterech typéw manipula-
toréw mobilnych rozwazono tylko takie, w ktorych kolowa platforma porusza sie
w sposéb $cisle toczny, bez podlizgu, buksowania i blokowania két, a wiec jest
nieholonomiczna. Natomiast w przypadku manipulatora dopuszczono zaréwno
bezposrednie napedy, jak i napedy nieholonomiczne.

Najtrudniejszym zjawiskiem wymagajacym specjalnego podejscia sa ograni-
czenia nieholonomiczne pojawiajace sie w rozwazanych obiektach. Takie ogra-
niczenia zmieniaja jako$ciowo zaréwno problem modelowania, jak i sterowania
takimi robotami. W przypadku gdy obiekt robotyczny skiada sie z polaczonych
podsystemoéw, z ktérych choé jeden ma ograniczenia nieholonomiczne natozone na
ruch, niezbedne staje sie uwzglednienie tych ograniczen w modelowaniu i sterowa-
niu calym ukladem zlozonym. W pracy pokazano, jak mozna sprawdzi¢ nieholo-
nomicznosé ograniczen i jak nalezy je uwzgledni¢ w procesie otrzymywania mo-
delu kinematyki i dynamiki manipulatora mobilnego.

Roéwnania ruchu uktadéw nieholonomicznych zawieraja zaréwno réwnania
ograniczen, ktore musza by¢ spetnione w kazdej chwili, jak i réwnania dynamiki,
potaczone w strukture kaskadowa. Z tego wzgledu do projektowania sterowania
dla réznych zadan zastosowano procedure calkowania wstecznego, ktéra wymaga
jednoczesnego rozwiazywania réwnania ograniczen i uzycia otrzymanych rozwia-
zan do sterowania na poziomie dynamicznym. Jednym z czestych brakow spo-
tykanych w wielu pracach jest nieuwzglednianie bledéw pochodzacych z poziomu
dynamiki i zaklécajacych dzialanie sterownika kinematycznego (ukladu rozwia-
zujacego réwnania ograniczen), ktéry jest projektowany w przypadku idealnym,
a wiec bez wziecia pod uwage efektéw dynamicznych, takich np. jak duza masa
czy bezwladnos¢ uktadu. W monografii przedstawiono takie rozwiazania dla
wszystkich rozwazanych zadan, w ktorych wspomniane bledy zostaly sprowa-
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dzone do zera. Proponowane w pracy algorytmy sterowania dzialaja poprawnie,
co potwierdzaja dowody zbieznosci i badania symulacyjne.

W rozdziatach 2-5 przedstawiono przeglad znanych metod modelowania i wy-
branych zagadnieni sterowania dla ukladéw nieholonomicznych. Na tle przegladu
nastepujace wyniki stanowia oryginalny dorobek autorki:

Syntetyczne podejécie do zagadnienia modelowania manipulatoréw mobil-
nych typu (nh,h) i (nh,nh), i wyrazanie réwnan ruchu w réznych wspét-
rzednych — uogélnionych, pomocniczych, linearyzujacych.

Szczegdtowe wyprowadzenie wspélrzednych Freneta dla ruchu uktadu na
plaszczyznie i otrzymanie parametryzacji wykorzystywanej w zadaniu sle-
dzenia Sciezki — rozdzial 4.2.3.

Postaé sterownikéw dynamicznych — dysypatywnego i uniwersalnego — za-
réwno w przypadku pelnej znajomosci modelu dynamiki, jak i dla parame-
trycznej niepewnosci modelu — rozdziat 4.3.

Algorytm osiagania zadanej konfiguracji z zatrzymaniem dla ukladow tan-
cuchowych — rozdzialt 5.2.1.

Sledzenie sciezki dla wszystkich klas kotowych platform mobilnych z wyko-
rzystaniem wspétrzednych Freneta — rozdzialt 5.3.1.

Rozdzialy 6-9 stanowia catkowicie oryginalne opracowanie dotyczace zagadnien
sterowania zapewniajacego realizacje réznych zadan dla wybranych dwéch typow
nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych:

Sterowanie zapewniajace osiagniecie zadanej konfiguracji dla obu typow ma-
nipulatoréw mobilnych. Na przykladzie manipulatora nieholonomicznego
pokazano, jak algorytm sterowania pracujacy w petli otwartej jest zaburza-
ny przez dynamike uktadu i dlaczego w celu dokladnej realizacji wybranego
zadania niezbedne jest zastosowanie algorytmow ze sprzezeniem zwrotnym.
Wykazano, ze w procesie sterowania nalezy uwzgledni¢ dodatkowe biedy
pochodzace z poziomu dynamicznego i zaburzajace sterowanie kinematy-
czne i dowied¢ ich zbieznosci do zera. To zagwarantuje poprawna realizacje
zadania i prawidlowe zachowanie obiektu.

Sledzenie trajektorii w przestrzeni zmiennych stanu (wewnetrznej). W obu
typach obiektow w roli sterowania kinematycznego zastosowano znane z li-
teratury algorytmy $ledzenia trajektorii ogblnego przeznaczenia i pokazano,
jak zaprojektowaé algorytmy sterowania dynamicznego w przypadku pelnej
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znajomosci i parametrycznej nieznajomosci rownan dynamiki manipulato-
ra mobilnego. Wymdg znajomosci trajektorii referencyjnych, zaréwno dla
platformy mobilnej, jak i ramienia manipulatora, powoduje utrate przez
nieholonomiczny manipulator mobilny podstawowej jego wlasciwosci, tzn.
nadmiarowosci stopni swobody. W zwiazku z tym zaproponowane algo-
rytmy sterowania nie sa w ogdlnym przypadku optymalne.

e Sledzenie trajektorii w przestrzeni roboczej (zewnetrznej). Wprowadzono
pojecie rozszerzonych funkcji wyjsciowych umozliwiajacych ruch manipu-
latora wzgledem platformy. Poprzez procedure odsprzegania i linearyzacji
transformacji wejsciowo-wyjéciowej uzyskano mozliwoéé¢ $ledzenia trajek-
torii efektora dla obu typéw manipulatoréw mobilnych. Poniewaz warunki
regularnosci wymagaja, aby w trakcie trwania procesu regulacji konfiguracje
manipulatora byly dostatecznie oddalone od osobliwosci, wiec niezbedne
jest wybranie dostatecznie duzych wzmocnien regulatoréw, tak aby nie
wystepowaly nadmierne przeregulowania. W konsekwencji generowane ste-
rowania moga nie by¢ realizowalne z uwagi na fizykalne ograniczenia sygna-
16w sterujacych, dostarczanych przez uklady napedowe. Nalezy podkresli¢,
ze brak uwzglednienia ograniczen na sterowanie dotyczy wszystkich zadan
analizowanych w poszczegdlnych rozdziatach.

e Sledzenie sciezki przez kazdy z podsysteméw. Zadanie to jest definiowane
w odmienny sposéb dla manipulatoréw holonomicznych i nieholonomicznych
—manipulatory z bezposrednimi napedami moga poruszaé sie wzdtuz Sciezki
o skonczonej dtugosci i zatrzymad sie na jej koncu. Z kolei zadanie sterowa-
nia dla manipulatoréw nieholonomicznych polega na asymptotycznym zbli-
zaniu sie do Sciezki. Do celéw sterowania wykorzystano parametryzacje
Freneta zmodyfikowana dla planarnych manipulatoréw nieholonomicznych.

Przedstawione algorytmy sterowania obejmuja wigkszosé zadan, jakie mozna
sformutowaé dla kazdego z podsysteméw skladowych nieholonomicznego mani-
pulatora mobilnego. Metoda postepowania w kazdym przypadku jest podobna:
nalezy znalez¢ algorytm kinematyczny zapewniajacy realizacje zadania dla danego
podukladu nieholonomicznego, a nastepnie wykorzystaé¢ otrzymany ,,profil pred-
kosciowy” do zaprojektowania sterowania na poziomie dynamicznym. Wybor jed-
nego sposrod zaprezentowanych algorytméw dynamicznych jest dowolny, jednak
algorytm dysypatywny i uniwersalny moga w prosty sposéb zostaé zmodyfikowane
do postaci adaptacyjnej, stosowanej w przypadku parametrycznej niepewnosci
co do modelu dynamiki, co wymaga jednak dodatkowego uzycia ukladu esty-
mujacego nieznane parametry tego modelu.
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Sformutowanie problemu sterowania w tak ogdlnej postaci pozwala réwniez
na realizacje zadan mieszanych dla poszczegdlnych podsysteméw, na przyklad
platforma moze podaza¢ do zadanej konfiguracji, natomiast manipulator w tym
samym czasie moze $ledzi¢ zadana trajektorie przegubowa. Jedynym warunkiem
wymaganym do poprawnej realizacji zadan jest uzycie algorytmu kinematycznego
o odpowiednich wlaéciwosciach, na przyklad funkcji Lapunowa gwarantujacej
globalng lub pdlglobalna asymptotyczna stabilno$é dla ukladu z zamknieta petla
sprzezenia zwrotnego.

Wszystkie otrzymane algorytmy sterowania nie uwzgledniaja ograniczen na
zmienne stanu. Fakt ten nabiera szczegdlnego znaczenia w przypadku istnienia
przeszkéd w przestrzeni roboczej nieholonomicznego manipulatora mobilnego.
Wydaje sie, ze zwlaszcza w przypadku zadania sledzenia trajektorii w przestrzeni
wewnetrznej zaproponowane algorytmy nie dadza sie w prosty sposéb zaadap-
towaé do zadan wymagajacych unikania kolizji.

Prezentowane wyniki moga mie¢ zastosowanie przy syntezie algorytmow stero-
wania dla nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych podczas realizacji réznych
zadan. W literaturze przedmiotu przedstawiane sa réwniez inne podejscia do
zagadnien sterowania takimi obiektami. Jednak jest naturalne, ze nawet w przy-
padku problematyki omawianej w tej monografii istnieje wiele szczegélowych
probleméw w dziedzinie projektowania algorytméw sterowania dla rozwazanych
obiektow, ktore wymagaja dalszego rozwoju badan teoretycznych i praktycznych.

Wydaje sie celowa kontynuacja badan dotyczacych zaréwno réznych aspektéw
sterowania manipulatorami mobilnymi, na przykiad w przypadku wystepowania
niewielkiego podlizgu koél, czyli nieznacznego przekroczenia ograniczen nieholo-
nomicznych, jak i rozszerzenie prezentowanej metody projektowania ukladow
sterowania na inne uktady zlozone, w ktorych przynajmniej jeden podsystem
sktadowy jest nieholonomiczny, oraz uwzglednienie istnienia ograniczen na zmien-
ne stanu i sterowania w procesie regulacji.



11. Podstawowe definicje
1 twierdzenia o stabilnosci

11.1. Uklady autonomiczne

Oprécz metod Lapunowa, do podstawowych narzedzi do badania stabilnosci ukta-
déw autonomicznych nalezy zasada niezmienniczosci La Salle’a, ktéra moze by¢
wypowiedziana w postaci nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 5 (La Salle, [38]). Niech bedzie dany uktad dynamiczny
i = f(a), (11.1)

xr € R", z funkcjq Lapunowa V (x) klasy C1, taka Ze zachodzi

V(z) = dV(z)f(z) < 0. (11.2)

Zdefiniugmy zbior
E={zecR"| V(@)=0}. (11.3)

Ograniczone trajektorie uktadu (11.1) daza wowczas do najwiekszego zbioru nie-
zmienniczego M C E.

11.2. Uklady nieautonomiczne

11.2.1. 1II Metoda Lapunowa
Przed sformulowaniem twierdzenia o stabilno$ci wprowadzimy nastepujaca defi-
nicje:

Definicja 1. Funkcja ciggta v : [0,a) — Ry nalezy do klasy K, jesli jest scisle
rosnaca i ¥(0) = 0. Jesli dodatkowo a = oo oraz y(r) — oo dlar — o0, to funkcja
v nalezy do klasy K.
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Twierdzenie 6. Niech x = 0 bedzie punktem rownowagi gtadkiego uktadu nieau-
tonomicznego'

&= f(z,1). (11.4)

Zdefiniuymy kule otwarta D = {x € R™| ||z|| <r}. Niech V. : D x R — R
bedzie funkcjq klasy C*, takq Ze dla wszystkich t > 0, x € D zachodzi

(el < V(.6 < (), (115)
V= % jat) < (el (116)

Punkt rownowagi x = 0 jest wowczas:

e jednostajnie stabilny, jesli v i 2 sa funkcjami klasy K na przedziale [0,r)
oraz y3(+) > 0 na przedziale [0,71),

e jednostajnie asymptotycznie stabilny, jesli vi, vo @ v3 sa funkcjami klasy
K na przedziale [0,1),

e cksponencjalnie stabilny, jesli v;(p) = kip® na przedziale [0,r), przy k; > 0,
a>0,i=1,23,

e globalnie jednostajnie stabilny, jesli D = R™, v1 i 72 sa funkcjami klasy
K, a /73() =20 na R+7

e globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilny, jesli D = R"™, funkcje 1
i v2 sa klasy Ko, a 73 jest funkcja klasy K na R4,

e globalnie eksponencjalnie stabilny, jesli D = R™, a ~;(p) = kip® na Ry,
ki>0,a>0,1=1,2,3.

11.2.2. Lemat Barbalata
Lemat 1. Niech f(t) bedzie pewnag funkcja rzeczywistq klasy C?. Zaléimy, ‘e

f(t) jest ograniczona od dotu, oraz Ze pochodna f(t) < 0. Wdwczas, jezeli druga
pochodna f(t) jest ograniczona, to limy—. 4 f(t) = 0.

W istocie wystarczy, zeby odwzorowanie f : R™ x R — R™ bylo lokalnie lipschitzowskie
wzgledem z i ciaglte wzgledem ¢.
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11.2.3. Twierdzenie La Salle’a—Yoshizawy

Odpowiednikiem zasady niezmienniczosci La Salle’a dla ukladéw nieautonomicz-
nych jest nastepujace twierdzenie La Salle’a—Yoshizawy.

Twierdzenie 7. Niech x = 0 bedzie punktem rownowagi uktadu nieautonomicz-
nego (11.4). Zatéimy, e V : R® x R — R jest funkcjaq klasy C*, takq ze dla
kazdego czasut > 0, x € R"

n(lzl) < V(z,t) <y (=), (11.7)
V= %—‘Z + %f(m,t) < —W(z) <0, (11.8)

gdzie v1, v2 sa funkcjami klasy Koo, W zas$ jest funkcjq ciagla. Wszystkie trajek-
torie x(t) uktadu (11.4) sq wowczas globalnie ograniczone i spelniaja warunek
lim W(z(t)) = 0. (11.9)
t—-4o00

Jesli dodatkowo funkcja W (zx) jest dodatnio okreslona, to punkt x = 0 jest global-
nie jednostajnie asymptotycznie stabilnym punktem réwnowagi.

Wszystkie zamieszczone w tym rozdziale twierdzenia i lematy sa przytoczone
w takim samym brzmieniu jak w pracy [87], ktéra autorka wspéttworzyla razem
z kolegami z Zakladu Podstaw Cybernetyki i Robotyki, Instytutu Informatyki,
Automatyki i Robotyki Politechniki Wroctawskiej.
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Model-based control for nonholonomic
mobile manipulators

In the monograph a unified approach to the control synthesis for nonholonomic
mobile manipulator has been presented. Different tasks designed for such an
robotic object can be decomposed into subtasks defined separately for each sub-
system of the complete mobile manipulator. In this work there are considered
only two from four types of mobile manipulators, namely types for which mobile
platform moves without any slippage of its wheels. However for rigid manipulat-
ing arm not only direct drive but nonholonomic drives designed by Nakamura,
Chung and Sgrdalen have been taken into considerations.

In many works an influence of the dynamics on the solution to the purely
mathematical, kinematic control has been neglected. It is not appropriate ap-
proach because large mass or inertia of the system can result in very big difference
between real velocities of the object and reference velocities, which are the output
signals from kinematic control level. In this book we have presented such method
for solving the control problem that the mentioned errors coming from dynamical
level while disturbing kinematic level converge to zero.

Description of any nonholonomic system contains dynamics and constraint
equations which can be treated as a cascade. For this reason a backstepping pro-
cedure to design a control law for whole nonholonomic mobile manipulator must
be applied. Control algorithms presented in this book concern all tasks, which
can be formulated for any subsystem of whole mobile manipulator: control to the
constant configuration, trajectory tracking and following along a desired path.
The method of control synthesis proposed in the monograph should be executed
in two steps: design of kinematic controller (solution to strictly mathematical
equations of nonholonomic constraints) and next design of dynamic controller
(practical control algorithm acing on system with mass, inertia etc.).

Presented method of control synthesis can find many applications, such as
loading and unloading a payload during a transportation process, tracking of
desired trajectory defined in joint space or in workspace etc.
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