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W monografii przedstawiono jednolite podej́scie pozwalaj ↪ace na znalezienie sterowa-
nia dla nieholonomicznych manipulatorów mobilnych w przypadku, gdy różne zada-
nia podlegaj ↪a dekompozycji na podzadania definiowane osobno dla każdego z sys-
temów skÃladowych, jakimi s ↪a koÃlowa platforma mobilna oraz rami ↪e manipulacyjne
zamontowane na tej platformie. Spośród czterech typów manipulatorów mobilnych
rozważono tylko takie, w których koÃlowa platforma porusza si ↪e w sposób ścísle toczny,
bez poślizgu i buksowania kóÃl, a wi ↪ec jest nieholonomiczna. Natomiast w przy-
padku manipulatora dopuszczono zarówno bezpośrednie nap ↪edy, jak i nap ↪edy nieholo-
nomiczne.

Równania ruchu ukÃladów nieholonomicznych zawieraj ↪a równania ograniczeń,
które musz ↪a być speÃlnione w każdej chwili, oraz równania dynamiki, poÃl ↪aczone
w struktur ↪e kaskadow ↪a. Z tego wzgl ↪edu do projektowania sterowania dla różnych
zadań zastosowano podej́scie, które wymaga jednoczesnego rozwi ↪azywania równania
ograniczeń i użycia otrzymanych rozwi ↪azań do sterowania na poziomie dynamicznym.

Jednym z cz ↪estych braków spotykanych w wielu pracach jest nieuwzgl ↪ednianie
bÃl ↪edów pochodz ↪acych z poziomu dynamiki i zakÃlócaj ↪acych dziaÃlanie sterownika kine-
matycznego (ukÃladu rozwi ↪azuj ↪acego równania ograniczeń), który jest projektowany
w przypadku idealnym, a wi ↪ec bez wzi ↪ecia pod uwag ↪e efektów dynamicznych, takich
np. jak duża masa, czy bezwÃladność ukÃladu. W monografii przedstawiono takie roz-
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wi ↪azania dla wszystkich rozważanych zadań, w których wspomniane bÃl ↪edy zostaÃly
sprowadzone do zera. W przeciwnym razie nie można zagwarantować poprawnego
dziaÃlania ukÃladów sterowania podczas procesu regulacji. Proponowane w pracy algo-
rytmy sterowania dziaÃlaj ↪a poprawnie, co potwierdzaj ↪a dowody zbieżności i badania
symulacyjne.

Przedstawione algorytmy sterowania obejmuj ↪a wi ↪ekszość zadań, jakie można
sformuÃlować dla każdego z podsystemów skÃladowych nieholonomicznego manipula-
tora mobilnego: sterowanie do punktu, śledzenie trajektorii oraz śledzenie ścieżki.
Metoda post ↪epowania w każdym przypadku jest podobna: należy znaleźć algo-
rytm kinematyczny zapewniaj ↪acy realizacj ↪e zadania dla danego podukÃladu nieholo-
nomicznego, a nast ↪epnie wykorzystać otrzymane rozwi ↪azanie do zaprojektowania
sterowania na poziomie dynamicznym. Wybór jednego spośród zaprezentowanych
algorytmów dynamicznych jest dowolny, jednak algorytm dysypatywny i uniwersalny
mog ↪a w prosty sposób zostać zmodyfikowane do postaci adaptacyjnej, stosowanej
w przypadku parametrycznej niepewności co do modelu dynamiki.

SformuÃlowanie problemu sterowania w tak ogólnej postaci pozwala również na
realizacj ↪e zadań mieszanych dla poszczególnych podsystemów, np. platforma może
pod ↪ażać do ustalonej konfiguracji, natomiast manipulator w tym samym czasie
może śledzić zadan ↪a trajektori ↪e przegubow ↪a. Jedynym warunkiem wymaganym do
poprawnej realizacji zadań jest użycie algorytmu kinematycznego posiadaj ↪acego od-
powiednie wÃlaściwości, na przykÃlad funkcj ↪e Lapunowa gwarantuj ↪ac ↪a globaln ↪a lub
póÃlglobaln ↪a asymptotyczn ↪a stabilność dla ukÃladu z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrot-
nego.

Prezentowane wyniki mog ↪a być zastosowane w procesie sterowania nieholonomicz-
nymi manipulatorami mobilnymi podczas realizacji wielu zadań, takich jak pobranie
Ãladunku z ustalonego punktu przestrzeni roboczej, pod ↪ażanie wzdÃluż zadanej tra-
jektorii w przestrzeni wewn ↪etrznej lub zewn ↪etrznej, rozÃladowywanie cz ↪eści Ãladunku
podczas operacji transportowych itp.



1. Wprowadzenie

1.1. Nieholonomiczne manipulatory mobilne

Ograniczenia w ruchu ukÃladów mechanicznych można zaobserwować wówczas,
gdy nie wszystkie trajektorie mog ↪a być przez system zrealizowane. Niektóre
ograniczenia wynikaj ↪a z konstrukcji ukÃladu, a wi ↪ec s ↪a pochodzenia wewn ↪etrznego
(np. przegub manipulatora nie może osi ↪agn ↪ać poÃlożenia poza ogranicznikami me-
chanicznymi), inne zaś wynikaj ↪a ze sposobu realizacji ruchu, czyli pochodz ↪a od
otoczenia, w którym ukÃlad si ↪e przemieszcza. PrzykÃladem ograniczenia drugiego
typu jest ruch samochodu po zboczu góry, czyli po pewnej powierzchni definiuj ↪acej
grunt. Ograniczenia takie s ↪a przykÃladami tzw. ograniczeń holonomicznych,
w których ruch ukÃladu jest ograniczony do gÃladkiej podrozmaitości w przestrzeni
stanu Q. Ograniczenia holonomiczne można przedstawić lokalnie jako ogranicze-
nia postaci

φ(q) =




φ1(q)
...

φk(q)


 = 0. (1.1)

Każde przeksztaÃlcenie φi ogranicza ruch ukÃladu. W klasycznej literaturze z dzie-
dziny mechaniki ograniczenia postaci (1.1) s ↪a czasem nazywane ograniczenia-
mi skleronomicznymi. Zarówno sÃlowo ,,holonomiczne”, jak i ,,skleronomiczne”
pochodzi z greki i oznacza odpowiednio ,,razem sÃluszne, poprawne” oraz ,,szty-
wne”, przy czym ograniczeniami skleronomicznymi nazywane s ↪a ograniczenia,
które nie zawieraj ↪a czasu w jawnej postaci. Jednak w dziedzinie robotyki przyj ↪eÃlo
si ↪e pierwsze określenie i dlatego w dalszej cz ↪eści b ↪edziemy używać nazwy ,,ogra-
niczenia holonomiczne”.

Ograniczenia (1.1) s ↪a staÃle w czasie, dlatego można je wyrazić jako

φ̇ =
∂φ

∂q
q̇ = 0,

to jest w tzw. postaci Pfaffa
A(q)q̇ = 0, (1.2)
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gdzie

A(q) =




∂φ1

∂q1
. . . ∂φ1

∂qn

. . .
∂φk
∂q1

. . . ∂φk
∂qn




jest nazywana macierz ↪a ograniczeń Pfaffa i jest peÃlnego rz ↪edu.
Innym rodzajem ograniczeń, które mog ↪a być obserwowane w ruchu ukÃladów,

s ↪a ograniczenia nieholonomiczne. Ograniczenia tego typu pojawiaj ↪a si ↪e wówczas,
gdy pr ↪edkości ukÃladu s ↪a ograniczone do (n−k)-wymiarowej podprzestrzeni, przy
jednoczesnym braku ograniczeń na dopuszczalne konfiguracje ukÃladu. Wyst ↪e-
powanie ograniczeń nieholonomicznych można zaobserwować podczas próby za-
parkowania samochodu w zatoczce. Samochód wykonuje wówczas szereg ma-
newrów maj ↪acych przemieścić go w zaplanowane miejsce, gdyż nie jest możliwe
wygenerowanie skÃladowej pr ↪edkości w kierunku prostopadÃlym do powierzchni
kóÃl. Najcz ↪eściej powodem pojawienia si ↪e ograniczeń nieholonomicznych jest brak
poślizgów w ruchu tocznym w punkcie styku dwóch ciaÃl lub zasada zachowania
momentu p ↪edu.

Ograniczenia nieholonomiczne pojawiaj ↪a si ↪e w zachowaniu wielu obiektów
robotycznych. W przypadku koÃlowych robotów mobilnych obecność ograniczeń
nieholonomicznych wyrażonych w postaci Pfaffa (1.2) wynika z przyj ↪ecia zaÃlożenia
o braku poślizgu w punkcie styczności każdego koÃla z podÃlożem. Z kolei, ma-
nipulatory mog ↪a mieć ograniczenia nieholonomiczne, gdy zostan ↪a wyposażone
w palczasty chwytak lub gdy zostan ↪a skonstruowane z wykorzystaniem spec-
jalnych sprz ↪egieÃl Nakamury, Chunga i Sørdalena [68]. Również wiele robotów
projektowanych do specjalnych zastosowań, takich jak roboty lataj ↪ace (samoloty,
sterowce, szybowce, helikoptery), roboty morskie (roboty podwodne, statki na-
wodne, batyskafy), roboty do zastosowań kosmicznych maj ↪a cz ↪esto ograniczenia
nieholonomiczne naÃlożone na ruch, wynikaj ↪ace na przykÃlad ze sposobu przekazy-
wania nap ↪edu. W ostatnich latach można zauważyć rosn ↪ace zainteresowanie
ukÃladami nieholonomicznymi. Przyczyn ↪a tego stanu rzeczy jest fakt, że wpraw-
dzie sterowanie takimi systemami jest znacznie trudniejsze, gdyż s ↪a to ukÃlady
z deficytem sterowań, jednak wymagaj ↪a zastosowania mniejszej liczby ukÃladów
nap ↪edowych.

Prezentowana praca dotyczy zagadnień sterowania dla specjalnych obiektów
robotycznych, jakimi s ↪a nieholonomiczne manipulatory mobilne. Manipulator
mobilny skÃlada si ↪e ze sztywnego manipulatora zamontowanego na platformie mo-
bilnej, zwanej w literaturze koÃlowym robotem mobilnym, wyposażonej w niepodle-
gaj ↪ace deformacji koÃla. Umieszczenie manipulatora (ramienia robota) na plat-
formie powoduje znaczne powi ↪ekszenie jego przestrzeni roboczej (dzi ↪eki mobil-
ności platformy) przy jednoczesnym zachowaniu zr ↪eczności i możliwości mani-
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pulacyjnych ramienia, jednak jest to okupione istotnymi utrudnieniami w pro-
cesie sterowania. Po pierwsze, poÃl ↪aczenie dwóch podsystemów o różnej struk-
turze powoduje powstanie znacznych sprz ↪eżeń dynamicznych mi ↪edzy obydwo-
ma czÃlonami, co może na przykÃlad wywoÃlać ruch platformy nawet wówczas,
gdy wÃl ↪aczone s ↪a nap ↪edy tylko dla przegubów manipulatora. Po drugie, może
wyst ↪apić niejednoznaczność rozwi ↪azań projektowanych zadań dla obu podsys-
temów, na przykÃlad śledzenie ścieżki lub trajektorii może być realizowane tylko
przez jeden podsystem (manipulator lub platform ↪e) lub poprzez skoordynowane
wspóÃldziaÃlanie obu podsystemów. W zwi ↪azku z tym niezb ↪edna jest precyzyjna
definicja śledzonej ścieżki lub trajektorii dla manipulatora mobilnego. Po trze-
cie, pojawienie si ↪e ograniczeń naÃlożonych na ruch tylko jednego podsystemu musi
zostać uwzgl ↪ednione w sterowaniu dla caÃlego ukÃladu zÃlożonego.

Ze wzgl ↪edu na rodzaj ograniczeń naÃlożonych na poszczególne podsystemy,
manipulatory mobilne można podzielić na nast ↪epuj ↪ace typy:

• typ (h, h) – holonomiczny manipulator na holonomicznej platformie,

• typ (h, nh) – holonomiczna platforma z nieholonomicznym manipulatorem,

• typ (nh, h) – nieholonomiczna platforma z holonomicznym manipulatorem,

• typ (nh, nh) – zarówno platforma, jak i manipulator nieholonomiczne. Ten
typ manipulatora mobilnego nosi nazw ↪e podwójnie nieholonomicznego [86].

1.2. Przegl ↪ad zawartości rozprawy

Niniejsza praca dotyczy problematyki sterowania w środowisku wolnym od prze-
szkód dla nieholonomicznych manipulatorów mobilnych dwóch ostatnich typów,
a wi ↪ec zawieraj ↪acych nieholonomiczn ↪a platform ↪e mobiln ↪a oraz zamontowany na
niej manipulator o holonomicznym lub nieholonomicznym sposobie przekazywa-
nia nap ↪edów. Poniżej zostanie pokrótce omówiona zawartość poszczególnych roz-
dziaÃlów monografii.

W rozdziale 2 przedstawiono ograniczenia nieholonomiczne, jakie mog ↪a po-
jawić si ↪e w ruchu manipulatorów mobilnych. Ograniczenia te s ↪a typu kine-
matycznego, ponieważ wi ↪aż ↪a pr ↪edkości rozważanych obiektów. Pokazano, w jaki
sposób wyprowadza si ↪e ograniczenia wynikaj ↪ace z braku poślizgów dla koÃlowych
platform mobilnych wyposażonych w koÃla konwencjonalne oraz jak otrzymuje si ↪e
ograniczenia pr ↪edkościowe dla nap ↪edu skonstruowanego przez Nakamur ↪e, Chunga
i Sørdalena. Ponieważ rozważane ograniczenia mog ↪a być przedstawione w postaci
Pfaffa, omówiono sposoby sprawdzania nieholonomiczności ograniczeń kinematy-
cznych z wykorzystaniem tzw. maÃlej lub dużej flagi systemu. Ponadto podano
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metod ↪e transformacji otrzymanych ograniczeń do jednej z tzw. postaci normal-
nych, jak ↪a jest postać Ãlańcuchowa. PrzeksztaÃlcenie równań kinematyki do tej
postaci umożliwia wykorzystanie znanych algorytmów sterowania dla ukÃladów
Ãlańcuchowych.

RozdziaÃl 3 dotyczy sposobów modelowania zachowania nieholonomicznych
manipulatorów mobilnych. Ponieważ w pracy skupiono si ↪e na manipulatorach
mobilnych typu (nh, h) i (nh, nh), omówiono zarówno równania kinematyki (rów-
nania ograniczeń), jak i równania dynamiki dla obu wspomnianych typów mani-
pulatorów mobilnych wyrażone w różnych wspóÃlrz ↪ednych. Wybór wspóÃlrz ↪ednych,
a wi ↪ec postaci modelu, jest zdeterminowany przez rodzaj zadań, jakie manipula-
tor mobilny ma realizować podczas swojej pracy.

Problem sterowania zostaÃl sformuÃlowany w rozdziale 4. Ze wzgl ↪edu na kaska-
dow ↪a struktur ↪e równań ruchu, do celów sterowania manipulatorem mobilnym
stosowany jest algorytm caÃlkowania wstecznego. Wymaga on równoczesnego
rozwi ↪azania równań opisuj ↪acych ograniczenia nieholonomiczne (jest to tzw. ste-
rowanie kinematyczne) i sterowania na poziomie dynamicznym, zarówno przy
peÃlnej znajomości modelu dynamiki manipulatora mobilnego, jak i w przypadku
parametrycznej nieznajomości tego modelu (podano algorytm sterowania ada-
ptacyjnego oraz uniwersalnego).

Sterowanie kinematyczne ma na celu rozwi ↪azanie różnych zadań dla pod-
systemów nieholonomicznych, tj. koÃlowych platform mobilnych z ograniczon ↪a
mobilności ↪a oraz manipulatorów z nieholonomicznym przeniesieniem nap ↪edów.
W rozdziale 5 przedstawiono wybrane algorytmy kinematyczne, zarówno pracuj ↪a-
ce w p ↪etli otwartej, jak i w p ↪etli zamkni ↪etej. Rozważono algorytmy zapewniaj ↪ace
śledzenie trajektorii, śledzenie ścieżki oraz sterowanie do punktu.

W rozdziale 6 przedstawiono algorytmy sterowania do punktu gwarantuj ↪ace
osi ↪agni ↪ecie ustalonej konfiguracji dla manipulatorów typu (nh, h) i (nh, nh). Na
przykÃladzie algorytmu wielomianowego dla zadania sterowania do punktu dla
ukÃladów Ãlańcuchowych pokazano, jak dynamika wpÃlywa na trajektorie ukÃladu
i dlaczego dla dokÃladnej realizacji wybranego celu niezb ↪edne jest zastosowanie
algorytmów ze sprz ↪eżeniem zwrotnym. W przypadku kaskadowego poÃl ↪aczenia
sterowania na poziomie kinematycznym i dynamicznym należy rozważyć do-
datkowe bÃl ↪edy pochodz ↪ace z poziomu dynamicznego i zakÃlócaj ↪ace rozwi ↪azania
teoretyczne, jakimi s ↪a algorytmy kinematyczne. Przy odpowiednim doborze
parametrów regulacji można pokazać asymptotyczn ↪a zbieżność do zera bÃl ↪edów
pochodz ↪acych z poziomu dynamicznego. W ten sposób można udowodnić po-
prawn ↪a koordynacj ↪e dziaÃlań obu podsystemów, tj. platformy i manipulatora,
sprz ↪eżonych dynamicznie.

Kolejnym zadaniem dla manipulatora mobilnego, przedstawionym w rozdzia-
le 7, jest śledzenie zadanej trajektorii definiowanej w przestrzeni wewn ↪etrznej
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manipulatora. Pokazano algorytmy sterowania dla obu rozpatrywanych typów
nieholonomicznych manipulatorów mobilnych oraz dowody ich poprawnego dzia-
Ãlania. W obu typach obiektów w roli sterowania kinematycznego zastosowano
algorytmy śledzenia trajektorii ogólnego przeznaczenia, jakimi s ↪a linearyzacja
dynamiczna oraz algorytm Jianga i Nijmeijera dla ukÃladów Ãlańcuchowych.

W rozdziale 8 omówiono problematyk ↪e śledzenia trajektorii zdefiniowanej
w przestrzeni zewn ↪etrznej. Podstawow ↪a metod ↪a wykorzystywan ↪a w tak sformu-
Ãlowanym zadaniu jest odsprz ↪eganie transformacji wej́sciowo-wyj́sciowej, a nas-
t ↪epnie sterowanie ukÃladem odsprz ↪eżonym w celu realizacji zadania postawio-
nego przed manipulatorem mobilnym. Punktem wyj́scia do uzyskania ukÃladu
odsprz ↪eżonego jest podej́scie zaproponowane przez Yamamoto i Yuna, polegaj ↪ace
na odpowiednim wyborze wspóÃlrz ↪ednych efektora w zależności od liczby wej́sć
w podukÃladzie nieholonomicznym. Ponieważ metoda Yamamoto i Yuna cechuje
si ↪e pewnymi ograniczeniami, zaproponowano rozszerzenie wyboru funkcji wyj́scio-
wych koniecznych do przeprowadzenia procedury odsprz ↪egania do postaci, która
umożliwiÃlaby jednoczesne przemieszczanie platformy i poruszanie manipulatorem
wzgl ↪edem podstawy. Taki sposób definiowania wydaje si ↪e przydatny w procesie
rozÃladowywania przewożonych towarów podczas operacji transportowych. Roz-
szerzone funkcje wyj́sciowe znajduj ↪a także zastosowanie podczas śledzenia tra-
jektorii zadaniowej dla podwójnie nieholonomicznego manipulatora mobilnego.

Ostatnie zadanie dla nieholonomicznych manipulatorów mobilnych, czyli śle-
dzenie ścieżki, przedstawiono w rozdziale 9. Dla każdego z dwóch typów obiektów
zadanie jest definiowane w odmienny sposób. Asymptotyczne śledzenie ścieżki
dla podukÃladu nieholonomicznego (koÃlowej platformy mobilnej lub manipulatora
z nieholonomicznym nap ↪edem) może być przeksztaÃlcone za pomoc ↪a parametryza-
cji Freneta do zadania sterowania do punktu dla bezdryfowego ukÃladu sterowa-
nia. Z kolei dla holonomicznego manipulatora, b ↪ed ↪acego cz ↪eści ↪a manipulatora
mobilnego typu (nh, h), śledzenie ścieżki jest rozumiane jako przemieszczanie si ↪e
wzdÃluż ograniczonej krzywej sparametryzowanej odlegÃlości ↪a krzywoliniow ↪a, z za-
trzymaniem na jej końcu.

RozdziaÃl 10 zawiera podsumowanie zawartości rozprawy i uwagi końcowe.
W szczególności podkreślono oryginalne rozwi ↪azania przedstawione w monografii
w dziedzinie sterowania nieholonomicznych manipulatorów mobilnych. W roz-
dziale tym omówiono również otwarte kierunki badań i tematyk ↪e przyszÃlych prac.

Podstawowe definicje i twierdzenia o stabilności dla różnych typów ukÃladów
sterowania przedstawiono w rozdziale 11. Twierdzenia te s ↪a podstawowym na-
rz ↪edziem do badania stabilności nieholonomicznych manipulatorów mobilnych.

W tabeli 1.1 zestawiono kinematyczne i dynamiczne algorytmy sterowania
użyte do realizacji różnych zadań formuÃlowanych dla nieholonomicznych mani-
pulatorów mobilnych, których dowody zamieszczono w monografii.
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Tabela 1.1. Algorytmy sterowania realizuj ↪ace różne zadania
dla nieholonomicznych manipulatorów mobilnych, których dowody

zamieszczono w pracy
Table 1.1. Control algorithms solving different tasks for nonholonomic mobile

manipulators which proofs of convergence are included in the monography

Zadanie Obiekt Algorytm
kinematyczny dla platformy:

(nh, h) algorytm Pometa z parametryzacj ↪a Freneta
sterowanie dynamiczny: dysypatywny
do punktu kinematyczny dla platformy:
(rozdz. 6) algorytm Pometa z parametryzacj ↪a Freneta

(nh, nh) kinematyczny dla manipulatora:
algorytm Nakamury, Chunga i Sørdalena

dynamiczny: dysypatywny
kinematyczny dla platformy:

(nh, h) linearyzacja dynamiczna
dynamiczny: adaptacyjny dysypatywny

śledzenie z kompensacj ↪a bÃl ↪edów na poziomie dynamicznym
trajektorii kinematyczny dla platformy:

wewn ↪etrznej linearyzacja dynamiczna
(rozdz. 7) (nh, nh) kinematyczny dla manipulatora:

algorytm Jianga i Nijmeijera
dynamiczny: dysypatywny z kompensacj ↪a

bÃl ↪edów na poziomie dynamicznym
śledzenie wyj́scia Yamamoto i Yuna
trajektorii (nh, h) wyj́scia rozszerzone

zewn ↪etrznej odsprz ↪eganie i linearyzacja we–wy
(rozdz. 8) (nh, nh) wyj́scia rozszerzone

odsprz ↪eganie i linearyzacja we–wy
kinematyczny dla platformy:

(nh, h) algorytm Samsona z parametryzacj ↪a Freneta
śledzenie dynamiczny: dysypatywny z modyfikacj ↪a Galickiego
ścieżki kinematyczny dla platformy:

(rozdz. 9) algorytm Samsona z parametryzacj ↪a Freneta
(nh, nh) kinematyczny dla manipulatora:

odsprz ↪eganie dla parametryzacji Freneta
dynamiczny: dysypatywny



2. Kinematyka ukÃladów
nieholonomicznych

Niniejszy rozdziaÃl prezentuje kinematyk ↪e ukÃladów nieholonomicznych. Szczegól-
n ↪a uwag ↪e zwrócono na równania kinematyki nieholonomicznych koÃlowych plat-
form mobilnych, a także manipulatorów o nieholonomicznym sposobie przeno-
szenia nap ↪edów, ponieważ takie systemy robotyczne stanowi ↪a cz ↪eści skÃladowe
nieholonomicznych manipulatorów mobilnych typu (nh, h) oraz (nh, nh), rozwa-
żanych w tej pracy.

Istnieje kilka powodów do specjalnego potraktowania obu wspomnianych ty-
pów obiektów robotycznych. Pierwszym z nich jest fakt, że zarówno koÃlowe
platformy mobilne, jak i manipulatory nieholonomiczne maj ↪a ograniczenia nieho-
lonomiczne wynikaj ↪ace z zaÃlożenia o braku poślizgów stykaj ↪acych si ↪e powierzchni
podczas realizacji ruchu. Po drugie, warto przedstawić metod ↪e wyprowadza-
nia ograniczeń kinematycznych w systematyczny sposób, ponieważ artykuÃly pub-
likowane w czasopismach cz ↪esto prezentuj ↪a je w sposób uproszczony. Po trzecie,
nieholonomiczne manipulatory mobilne byÃly obiektem badań autorki przez ostat-
nie lata, co znalazÃlo wyraz w szeregu publikacji [47]–[56].

Zwrot ,,ukÃlady nieholonomiczne” oznacza ukÃlady z pewnym typem ograniczeń
naÃlożonych na realizowane przez nie trajektorie. Podstawowe źródÃla ograniczeń
nieholonomicznych to zaÃlożenie o braku poślizgu (zerowym wektorze pr ↪edkości
chwilowych) w punkcie kontaktu pomi ↪edzy stykaj ↪acymi si ↪e powierzchniami ele-
mentów mechanicznych, a także zasada zachowania p ↪edu. Ograniczenia po-
chodz ↪ace z pierwszego źródÃla s ↪a to ograniczenia kinematyczne, natomiast drugi
rodzaj ograniczeń musi być rozważany na poziomie dynamicznym. W tej pracy
omawiane b ↪ed ↪a wyÃl ↪acznie ograniczenia nieholonomiczne pochodzenia kinematy-
cznego, czyli ograniczenia pr ↪edkościowe.

Rozważania dotycz ↪ace nieholonomiczności ograniczeń należy poprzedzić pew-
nymi uwagami terminologicznymi. W wielu podr ↪ecznikach do robotyki [84], [15]
kinematyk ↪a nazywa si ↪e przeksztaÃlcenie mi ↪edzy dwiema przestrzeniami poÃlożeń.
Przestrzeń zawieraj ↪aca sterowane zmienne stanu jest nazywana przestrzeni ↪a wew-
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n ↪etrzn ↪a (przegubow ↪a, konfiguracyjn ↪a), natomiast przestrzeń, w której definiuje
si ↪e ruch, nosi nazw ↪e przestrzeni zewn ↪etrznej (zadaniowej, roboczej). W klasy-
cznej robotyce kinematyka prosta to transformacja z przestrzeni przegubowej do
roboczej, transformacja zaś z przestrzeni roboczej do przegubowej to kinematyka
odwrotna. Jeśli rozważane s ↪a nie tylko poÃlożenia, ale również pochodne po czasie
(pr ↪edkości) zdefiniowane w obu przestrzeniach, to transformacj ↪a Ãl ↪acz ↪ac ↪a je jest
macierz Jacobiego. Z kolei, kinematyk ↪a ukÃladu nieholonomicznego jest nazywane
równanie ograniczeń naÃlożonych na ruch takiego ukÃladu, wyrażone nast ↪epuj ↪ac ↪a
zależności ↪a mi ↪edzy pr ↪edkości ↪a q̇ a poÃlożeniem q ukÃladu

A(q)q̇ = 0.

Jak wspomniano we wst ↪epie, taka postać kinematyki nazywa si ↪e postaci ↪a Pfaffa.
Należy zwrócić szczególn ↪a uwag ↪e na fakt, że w postaci Pfaffa można wyrazić
zarówno ograniczenia nieholonomiczne, jak i holonomiczne. Z tego wzgl ↪edu ist-
nieje konieczność wprowadzenia kryterium pozwalaj ↪acego zweryfikować nieholo-
nomiczność ograniczeń naÃlożonych na ruch ukÃladu.

2.1. Nieholonomiczność ograniczeń

Rozważmy ukÃlad mechaniczny, którego zachowanie jest opisane przez n uogól-
nionych wspóÃlrz ↪ednych q ∈ Rn i pr ↪edkości q̇ ∈ Rn, speÃlniaj ↪acych l (l < n)
niezależnych ograniczeń fazowych o postaci Pfaffa

A(q)q̇ = 0, (2.1)

gdzie:
A(q) – macierz (l × n) peÃlnego rz ↪edu,
q(t) – trajektoria ukÃladu.

Obecność ograniczeń (2.1) może, ale nie musi, wpÃlywać na ograniczenie do-
puszczalnych stanów ukÃladu. Zależy to od wÃlaściwości ograniczeń nazywanej
holonomiczności ↪a.

Ograniczenia holonomiczne oznaczaj ↪a, że macierz Pfaffa pomnożona z lewej
strony przez pewn ↪a nieosobliw ↪a macierz M(q) b ↪edzie macierz ↪a Jacobiego pewnego
odwzorowania φ : Rn → Rl, tzn.

M(q)A(q) =
∂φ

∂q
(q).

Wówczas (2.1) oznacza, że d
dtφ(q(t)) = 0, czyli φ(q) = const, a zatem trajektorie

ukÃladu s ↪a zawarte w (n− l)-wymiarowej rozmaitości. Innymi sÃlowy, ograniczenia
holonomiczne powoduj ↪a zmniejszenie przestrzeni konfiguracyjnej ukÃladu.
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Inaczej si ↪e przedstawia sytuacja w przypadku ograniczeń nieholonomicznych.
Jeśli ograniczenia speÃlniaj ↪a wÃlasność nieholonomiczności, to oznacza, że nie jest
możliwe scaÃlkowanie równań (2.1), a co za tym idzie, nie ulega zmniejszeniu
przestrzeń stanu ukÃladu, natomiast sposób uzyskiwania pewnych konfiguracji
może ulec istotnemu utrudnieniu. W dalszych rozważaniach ograniczenia b ↪e-
dziemy nazywali nieholonomicznymi, jeżeli wszystkie spośród l ograniczeń b ↪ed ↪a
nieholonomiczne (s ↪a to tzw. ograniczenia caÃlkowicie nieholonomiczne).

ZaÃlóżmy, że wszystkie ograniczenia s ↪a nieholonomiczne. Z równania (2.1)
wynika, że dopuszczalne pr ↪edkości q̇ ukÃladu w konfiguracji q należ ↪a do j ↪adra
(przestrzeni zerowej) macierzy Pfaffa

q̇ ∈ Ker A(q).

Oznacza to, że pr ↪edkości dopuszczalne można wyrazić jako kombinacj ↪e pewnych
wektorów rozpinaj ↪acych j ↪adro macierzy A(q), jak nast ↪epuje

q̇ =
m∑

i=1

gi(q)ui = G(q)u, (2.2)

przy czym macierz G(q) oblicza si ↪e z równania A(q)G(q) = 0. Z niezależności
ograniczeń fazowych wynika, że w każdym punkcie przestrzeni stanu rz ↪ad macierzy
G(q) jest peÃlny i równy

∀ q rank G(q) = n− l = m.

Pola wektorowe g1, g2, ..., gm (kolumny macierzy G) tworz ↪a w przestrzeni stanu
obiekt geometryczny

G = span C∞ {g1, g2, ..., gm}

nosz ↪acy nazw ↪e dystrybucji stowarzyszonej z ukÃladem (2.2). Ograniczenia fazowe
(2.1) b ↪ed ↪a speÃlnione wówczas, gdy w każdym punkcie należ ↪acym do przestrzeni
stanu pr ↪edkość ukÃladu b ↪edzie należaÃla do dystrybucji, czyli b ↪edzie kombinacj ↪a
pól wektorowych zdefiniowanych przez kolumny macierzy G(q). Poj ↪ecie dystry-
bucji G stanowi punkt wyj́scia do sformuÃlowania kryterium nieholonomiczności
ograniczeń [65].

Twierdzenie 1. Niech G = spanC∞ {g1, g2, ..., gm}. Zdefiniujmy ci ↪ag dystry-
bucji

G0 = G, G1 = G0 + [G0,G0], ..., Gi = Gi−1 + [Gi−1,G0], ..., i = 1, 2, ...,
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w którym operacja [ , ] oznacza nawias Liego dwóch pól wektorowych, zdefinio-
wany w nast ↪epuj ↪acy sposób

[f, g](q) =
∂g

∂q
f(q)− ∂f

∂q
g(q).

Jeżeli dla pewnego i = r zachodzi

dimGr(q) = n,

to ograniczenia (2.1) s ↪a nieholonomiczne. Najmniejsza liczba r o tej wÃlaściwości
nosi nazw ↪e stopnia nieholonomiczności dystrybucji G.

Ci ↪ag dystrybucji G0 ⊂ G1 ⊂ ...Gi ⊂ ... nazywamy filtracj ↪a dystrybucji G (maÃl ↪a
flag ↪a systemu (2.2)). Poj ↪ecie flagi dystrybucji pojawiÃlo si ↪e np. w pracy [63],
natomiast termin maÃla flaga wprowadzono za Mormulem.

Jeżeli każda z dystrybucji Gi ma staÃly wymiar w każdym punkcie przestrzeni
stanu, tzn.

∀ q ∈ Rn dimGi(q) = ri = const,

to filtracja jest regularna. Dla filtracji regularnej wymiary kolejnych wzrasta-
j ↪acych dystrybucji s ↪a niemalej ↪ace r0 ≤ r1 ≤ · · · ≤ ri ≤ · · · i po pewnej liczbie
iteracji p ≤ n osi ↪agaj ↪a wartość ustalon ↪a rp. Ci ↪ag utworzony z wymiarów kolejnych
dystrybucji (r0, r1, ..., rp) nazywamy wektorem wzrostu dystrybucji G.

Jeżeli speÃlniony jest warunek

rp(q) = n ∀ q,

to ograniczenia s ↪a w peÃlni nieholonomiczne i ukÃlad (2.2) jest sterowalny. Jeżeli
natomiast rp < n, to oznacza, że wśród ograniczeń Pfaffa wyst ↪epuj ↪a ograniczenia
holonomiczne, a wi ↪ec warunek caÃlkowitej nieholonomiczności nie jest speÃlniony.

2.2. Ograniczenia nieholonomiczne dla koÃlowych
platform mobilnych

KoÃlowe platformy mobilne (roboty mobilne) s ↪a jednymi z najcz ↪eściej rozważanych
systemów nieholonomicznych [16], [17], [77]. Platformy mobilne s ↪a to pojazdy
wyposażone w niedeformowalne koÃla, które poruszaj ↪a si ↪e po pÃlaszczyźnie ekwipo-
tencjalnej (poziomej). ZaÃlożenie o ruchu pÃlaskim zostaÃlo wprowadzone jedynie
dla uproszczenia opisu i nie ogranicza wÃlasności strukturalnych robota mobilnego.



2.2. Ograniczenia nieholonomiczne dla koÃlowych platform mobilnych 15

Ograniczenia nieholonomiczne w opisie koÃlowych platform mobilnych pojawia-
j ↪a si ↪e w przypadku przyj ↪ecia zaÃlożenia o tocznym, bezpoślizgowym charakterze
ruchu kóÃl. W dalszych rozważaniach przyj ↪eto zaÃlożenie, że koÃla, w jakie jest
wyposażona platforma, poruszaj ↪a si ↪e bez poślizgów. Takie wyidealizowane koÃla
s ↪a nazywane koÃlami konwencjonalnymi.

KoÃla konwencjonalne, czyli bezpoślizgowe, można podzielić na nast ↪epuj ↪ace
rodzaje [8]:

• koÃlo ustalone (umocowane do sztywnej osi) – jest to koÃlo, którego orientacja
wzgl ↪edem ukÃladu lokalnego stowarzyszonego z platform ↪a jest staÃla,

• koÃlo sterowane (kierownica) – jest to koÃlo, którego ruch wzgl ↪edem ukÃladu
lokalnego stowarzyszonego z platform ↪a jest obrotem wokóÃl osi pionowej
przechodz ↪acej przez środek koÃla,

• koÃlo Castora – jest to koÃlo, którego ruch wzgl ↪edem ukÃladu lokalnego sto-
warzyszonego z platform ↪a jest obrotem wokóÃl osi pionowej nie przechodz ↪acej
przez środek koÃla.

Każdy typ koÃla konwencjonalnego może poruszać si ↪e bez poślizgu, co jest rów-
noważne z przyj ↪eciem zaÃlożenia, że pr ↪edkość chwilowa w punkcie kontaktu koÃla
z podÃlożem może przyjmować wartość zerow ↪a, co pokazano na rys. 2.1.

a)

VP

VL

y

x
q

x

y

b)

R

R

Vf

f

Rys. 2.1. Pr ↪edkość koÃla w punkcie kontaktu z podÃlożem: a) skÃladowa
poprzeczna, b) skÃladowa wzdÃlużna

Fig. 2.1. Velocity of a conventional wheel at the contact point with a surface:
a) orthogonal to the wheel plane, b) parallel to the wheel plane

W pracy [28] pokazano, że poÃlożenie ukÃladu lokalnego XiYiZi (stowarzyszo-
nego z i-tym koÃlem) wzgl ↪edem ukÃladu podstawowego można wyrazić za pomoc ↪a
nast ↪epuj ↪acej transformacji
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Aki
0 = Trans(X, x)Trans(Y, y)Rot(Z, θ)Rot(Z,αi)Trans(X, li)Rot(Z, βi)

·Trans(X, di)Rot(Z, γi)Rot(X,φi). (2.3)

Parametry αi, βi, γi s ↪a k ↪atami opisuj ↪acymi geometri ↪e i-tego koÃla, li i di s ↪a to
parametry opisuj ↪ace umiejscowienie i-tego koÃla wzgl ↪edem środka masy nadwozia,
a φi jest k ↪atem obrotu i-tego koÃla.

Znaj ↪ac parametry macierzy Aki
0 , można wyprowadzić warunki na brak poślizgu

dla i-tego koÃla:
– brak poślizgu bocznego

[
cos(αi + βi + γi) sin(αi + βi + γi) di sin γi + li sin(γi + βi)

]
R(θ)




ẋ
ẏ

θ̇




+ di sin γiβ̇i = 0, (2.4)

– brak poślizgu wzdÃlużnego (buksowania i blokowania)

[
− sin(αi + βi + γi) cos(αi + βi + γi) di cos γi + li cos(γi + βi)

]
R(θ)




ẋ
ẏ

θ̇




+ di cos γiβ̇i + riφ̇i = 0, (2.5)

gdzie macierz R(θ) = Rot(Z,−θ) opisuje orientacj ↪e ukÃladu podstawowego wzgl ↪e-
dem ukÃladu lokalnego robota, zaś ri jest promieniem i-tego koÃla.

Ograniczenia dla wszystkich kóÃl, w jakie jest wyposażona platforma, można
przedstawić w postaci ogólnej

C1(βs, βc)R(θ)




ẋ
ẏ

θ̇


 + C2β̇c = 0, (2.6)

J1(βs, βc)R(θ)




ẋ
ẏ

θ̇


 + J2φ̇ = 0, (2.7)

przy czym symbolem βs oznaczono wektor k ↪atów orientacji dla wszystkich kóÃl
sterowanych, zaś βc oznacza wektor k ↪atów orientacji dla wszystkich kóÃl Castora.

Rozważmy teraz ograniczenia dane wzorem (2.6). W pracy [8] pokazano,
że możliwość wykonania ruchu przez koÃlow ↪a platform ↪e mobiln ↪a jest zwi ↪azana
z rz ↪edem macierzy C1(βs, βc). Aby podzielić koÃlowe platformy mobilne ze wzgl ↪edu
na możliwości poruszania si ↪e, Campion, Bastin i d’Andrea-Novel w pracy [6]
wprowadzili nast ↪epuj ↪ace poj ↪ecia:
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• stopień mobilności σm – wymiar dost ↪epnej przestrzeni pr ↪edkości w punkcie
kontaktu kóÃl z podÃlożem

σm = 3− rank C1,

• stopień sterowalności σs – liczba kóÃl sterowanych (kierownic) w platformie,
które mog ↪a niezależnie zmieniać orientacj ↪e.

Badaj ↪ac wartości, jakie mog ↪a przyjmować parametry σm i σs, widać, że:

a) stopień mobilności speÃlnia nierówność

1 ≤ σm ≤ 3,

co oznacza, że rozpatrujemy tylko przypadki, w których ruch w przestrzeni
trójwymiarowej jest możliwy do wykonania,

b) stopień sterowalności speÃlnia nierówność

0 ≤ σs ≤ 2,

c) zachodzi nast ↪epuj ↪acy zwi ↪azek

2 ≤ σm + σs ≤ 3.

SpeÃlnienie tej nierówności oznacza, że robot jest niezdegenerowany, czyli
w przypadku zbyt dużej liczby kóÃl, ich ruch jest odpowiednio skoordynowany
(może być zast ↪apiony jednym koÃlem).

Z powyższych nierówności wynika, że jest 5 klas koÃlowych robotów mobilnych [8],
co przedstawiono w tabeli 2.1. Definiuj ↪ac typ platformy, należy podać jej parame-
try (σm, σs). Spośród platform wymienionych w tabeli 2.1, wszystkie platformy,
oprócz klasy (3, 0), s ↪a nazywane platformami z ograniczon ↪a mobilności ↪a.

Tabela 2.1. PodziaÃl na klasy koÃlowych platform mobilnych
Table 2.1. Possible classes of wheeled mobile platforms

σm 3 2 2 1 1
σs 0 0 1 2 1

Warto zauważyć, że dla kóÃl ustalonych i sterowanych warunki na brak poślizgu
bocznego i wzdÃlużnego, przeliczone wedÃlug oznaczeń z rys. 2.1, maj ↪a postać:
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• brak poślizgu wzdÃlużnego

ẋ cos θ + ẏ sin θ −Rφ̇ = 0, (2.8)

• brak poślizgu bocznego

ẋ sin θ − ẏ cos θ = 0, (2.9)

gdzie zmienne (x, y) oznaczaj ↪a wspóÃlrz ↪edne punktu kontaktu koÃla z podÃlożem,
θ jest orientacj ↪a koÃla, k ↪at φ jest k ↪atem obrotu koÃla, a R oznacza promień koÃla.

2.3. Ograniczenia nieholonomiczne dla manipulatorów

W przypadku robotów manipulacyjnych pojawienie si ↪e ograniczeń nieholonomicz-
nych zależy od konstrukcji robota. Do poÃlowy lat 90. XX wieku terminem
,,manipulator nieholonomiczny” określano manipulator z chwytakiem wielopal-
czastym o specjalnej budowie palców, w którym ograniczenia nieholonomiczne
pojawiaÃly si ↪e przy zaÃlożeniu punktowego bezpoślizgowego kontaktu pomi ↪edzy
palcami a manipulowanym obiektem [65].

W poÃlowie lat 90. ubiegÃlego wieku Nakamura, Chung i Sørdalen przedsta-
wili specjalny nap ↪ed, w którym za pomoc ↪a dwóch niezależnych silników można
nap ↪edzać dowoln ↪a liczb ↪e obrotowych stopni swobody manipulatora. W pracy [68]
zaprezentowano prototyp planarnego manipulatora z takim nap ↪edem. Sposób
przekazywania nap ↪edu jest w nim nieholonomiczny, oparty na zaÃlożeniu o bez-
poślizgowym kontakcie pomi ↪edzy zespoÃlem kóÃl i kul tworz ↪acych specjalne sprz ↪egÃla
umieszczone w przegubach robota. Schemat budowy nieholonomicznego sprz ↪egÃla
pokazano na rys. 2.2.

Nieholonomiczne sprz ↪egÃlo skÃlada si ↪e z koÃla wej́sciowego IW, kuli oraz dwóch
kóÃl wyj́sciowych – OW1 i OW2. KoÃlo wej́sciowe o promieniu rI jest umieszczo-
ne na biegunie kuli o promieniu R i styka si ↪e z ni ↪a w jednym punkcie, przy
czym zakÃlada si ↪e, że wszystkie kontakty w sprz ↪egle s ↪a bezpoślizgowe. KoÃlo
wej́sciowe jest zamocowane w pierwszym przegubie, a koÃla wyj́sciowe w przegubie
nast ↪epnym. KoÃlo IW obraca si ↪e wokóÃl nieruchomej osi αI z pr ↪edkości ↪a k ↪atow ↪a
u2, która speÃlnia rol ↪e sterowania. Obracaj ↪ace si ↪e koÃlo IW powoduje obrót kuli,
przy czym w punkcie kontaktu pr ↪edkość liniowa kuli ma tak ↪a sam ↪a wartość jak
pr ↪edkość liniowa koÃla IW, lecz z odwrotnym znakiem

rIu2 = −RΩ1.

Kolejnym elementem sprz ↪egÃla s ↪a dwa koÃla wyj́sciowe o promieniach rO1 i rO2

umieszczone w pÃlaszczyźnie równika kuli. Pierwsze koÃlo OW1 obraca si ↪e wokóÃl osi
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a)

OW1

OW2

IW

b)
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w1,1
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rO1
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KULA

rO2
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q1

Rys. 2.2. Nieholonomiczny nap ↪ed: a) widok ogólny, b) rzut z góry
Fig. 2.2. Nonholonomic gear: a) schematic of the gear, b) view from above

αO, która tworzy z osi ↪a koÃla wej́sciowego zmieniaj ↪acy si ↪e k ↪at θ1, b ↪ed ↪acy zmienn ↪a
przegubow ↪a manipulatora. Pr ↪edkość k ↪atowa θ̇1 = u1 jest drugim sterowaniem
dla manipulatora. Oś obrotu drugiego koÃla wyj́sciowego OW2 jest umieszczona
pod k ↪atem prostym w stosunku do osi αO.

Równania kinematyki s ↪a sformuÃlowane w sposób rekurencyjny, pocz ↪awszy od
przegubu pierwszego, dlatego wprowadźmy oznaczenie ωi,j dla pr ↪edkości k ↪atowej
i-tego koÃla wyj́sciowego w j-tym przegubie. W pierwszym przegubie pr ↪edkość
k ↪atowa ω1,1 koÃla OW1 oraz pr ↪edkość k ↪atowa ω2,1 koÃla OW2 s ↪a równe

ω1,1 = −Ω1
R

rO1

cos θ1, ω2,1 = −Ω1
R

rO2

cos
(

π

2
− θ1

)
.

Po wyeliminowaniu pr ↪edkości k ↪atowej kuli Ω1 równania te przyjmuj ↪a postać

ω1,1 =
rI

rO1

cos θ1u2, ω2,1 =
rI

rO2

sin θ1u2.

Jak widać, sterowanie i-tym przegubem wymaga zmiany dwóch wielkości:
pr ↪edkości k ↪atowej koÃla wej́sciowego IW w danym przegubie oraz pr ↪edkości k ↪atowej
zmiennej przegubowej θ̇i. Transmisja pr ↪edkości z przegubu o numerze (i− 1) do
koÃla wej́sciowego w przegubie i odbywa si ↪e poprzez koÃlo OW1 przegubu o numerze
(i− 1) z pewnym wspóÃlczynnikiem przeÃlożenia η1,i

ρ̇i = η1,i ω1,i−1.

Natomiast transmisja pr ↪edkości z przegubu o numerze (i− 1) do zmiennej prze-
gubowej θi odbywa si ↪e poprzez koÃlo OW2 w przegubie o numerze (i − 1) ze
wspóÃlczynnikiem przeÃlożenia równym η2,i
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θ̇i = η2,i ω2,i−1.

Maj ↪ac podan ↪a reguÃl ↪e rekurencyjn ↪a, można otrzymać nast ↪epuj ↪ace równania kine-
matyki dla nieholonomicznego manipulatora o n przegubach (planarnego n-wa-
hadÃla)

θ̇1 = u1, (2.10)

θ̇i = ai sin θi−1

i−2∏

j=1

cos θju2, i ∈ {2, ..., n}. (2.11)

Jak wynika z podanych równań, za pomoc ↪a dwóch sterowań u1 i u2 można
sterować wieloma przegubami nieholonomicznego manipulatora o ogniwach ro-
tacyjnych ze sprz ↪egÃlami konstrukcji Nakamury, Chunga i Sørdalena.

2.4. UkÃlady Ãlańcuchowe

Ograniczenia nieholonomiczne wyst ↪epuj ↪a w ruchu wielu ukÃladów mechanicznych.
W dotychczas rozważanych obiektach, tj. koÃlowych platformach mobilnych i ma-
nipulatorach z nieholonomicznymi sprz ↪egÃlami, postaci kinematyki różni ↪a si ↪e. Mo-
żliwe jest jednak sprowadzenie wielu ograniczeń do jednej z tzw. postaci normal-
nych. Spośród postaci normalnych najcz ↪eściej stosowana jest postać Ãlańcuchowa.

Postać Ãlańcuchowa jest to postać normalna, do której można sprowadzić
nieholonomiczne ograniczenia kinematyczne wielu ukÃladów mechanicznych, zwÃlasz-
cza ukÃladów mobilnych. Możliwość modelowania równań kinematyki koÃlowych
robotów mobilnych w tzw. postaci jednoÃlańcuchowej pokazano w pracy [66], nato-
miast dla samochodu z wieloma przyczepami konwersj ↪e do postaci Ãlańcuchowej
przedstawiono w [83].

Postać jednoÃlańcuchowa ukÃladu nieholonomicznego wydaje si ↪e atrakcyjna,
ponieważ wiele ukÃladów mobilnych, w tym dwie klasy koÃlowych platform mobil-
nych, mianowicie klasa (2, 0) i (1, 1), a także kinematyka manipulatora z nieholo-
nomicznym nap ↪edem, daj ↪a si ↪e sprowadzić do takiej postaci.

UkÃlad Ãlańcuchowy można zapisać w nast ↪epuj ↪acej postaci

ẋ1 = u1,

ẋ2 = u2,

ẋ3 = x2u1,
...

ẋn = xn−1u1 (2.12)
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lub w równoważnej postaci bezdryfowego ukÃladu sterowania jako

ẋ = g1(x)u1 + g2u2, (2.13)

gdzie

g1 =




1
0
x2

x3
...

xn−1




, g2 =




0
1
0
0
...
0




= e2.

Dla ukÃladu (2.13) można obliczyć maÃl ↪a flag ↪e systemu

G0 = {g1, g2},
G1 = {g1, g2, [g2, g1] = e3},
G2 = {g1, g2, e3, [g2, e3] = e4},

...
Gn−2 = {g1, g2, ..., [g2, en−1] = en}.

Wektor wzrostu ukÃladu Ãlańcuchowego wynosi (2, 3, 4, ..., n), a stopień nieholo-
nomiczności jest równy n−2. Widać, że maÃla flaga ukÃladu Ãlańcuchowego rozpina
caÃl ↪a przestrzeń stanu, a wi ↪ec ukÃlad Ãlańcuchowy jest sterowalny.

2.4.1. Postać Ãlańcuchowa dla nieholonomicznych
koÃlowych platform mobilnych

Jak wspomniano poprzednio, spośród nieholonomicznych koÃlowych platform mo-
bilnych jedynie dwie klasy można przeksztaÃlcić do postaci Ãlańcuchowej. S ↪a to
klasy, których równania kinematyki maj ↪a dwa wej́scia steruj ↪ace: klasa (2, 0)
i klasa (1, 1).

Klasa (2, 0), do której zalicza si ↪e najprostsz ↪a platform ↪e mobiln ↪a, czyli tzw.
monocykl, ma nast ↪epuj ↪ace równania kinematyki

q̇m =




ẋ
ẏ

θ̇


 =




cos θ 0
sin θ 0

0 1




(
v
ω

)
, (2.14)

gdzie v jest pr ↪edkości ↪a liniow ↪a, zaś ω pr ↪edkości ↪a k ↪atow ↪a platformy. Aby powyższe
równania przeksztaÃlcić do postaci Ãlańcuchowej, należy zastosować globalny dyfeo-
morfizm
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z1 = θ,

z2 = −x cos θ − y sin θ,

z3 = −x sin θ + y cos θ

oraz statyczne sprz ↪eżenie zwrotne

u1 = ω,

u2 = −v − ωz3.

PrzeksztaÃlcenie to pozwala na globaln ↪a transformacj ↪e równań kinematyki (2.14)
do postaci Ãlańcuchowej

ż1 = u1,

ż2 = u2,

ż3 = z2u1.

Natomiast klasa (1, 1) o kinematyce równej

ẋ = v,

ẏ = tan θv,

θ̇ =
tanβ

l
v, (2.15)

β̇ = ω,

po zastosowaniu lokalnej (| θ |< π/2, | β |< π/2) zmiany wspóÃlrz ↪ednych [65]

z1 = x,

z2 =
tanβ

l cos2 θ
,

z3 = tan θ,

z4 = y

oraz zdefiniowaniu nowych wej́sć

u1 = v,

u2 = 2
tan2 β tan θ

l2 cos2 θ
v +

1
l cos2 β cos2 θ

ω

przyjmuje postać Ãlańcuchow ↪a

ż1 = u1,

ż2 = u2,

ż3 = z2u1,

ż4 = z3u1.
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2.4.2. Postać Ãlańcuchowa dla manipulatorów nieholonomicznych

Aby sterować manipulatorem nieholonomicznym, należy przeksztaÃlcić jego kine-
matyk ↪e do postaci Ãlańcuchowej. Taki zabieg pozwala na użycie wszystkich ist-
niej ↪acych algorytmów sterowania dedykowanych ukÃladom Ãlańcuchowym, np. al-
gorytmu Jianga i Nijmeijera [33] gwarantuj ↪acego śledzenie trajektorii, czy też
algorytmu sterowania sinusoidalnego [66] przeprowadzaj ↪acego ukÃlad do zadanego
stanu końcowego w określonym horyzoncie czasowym.

W dalszych rozważaniach ograniczymy si ↪e do nieholonomicznego manipula-
tora typu trójwahadÃlo, choć prezentowana procedura, podana przez Sørdalena
w pracy [68], może być uogólniona do manipulatora o n przegubach. Kine-
matyk ↪e nieholonomicznego trójwahadÃla opisan ↪a równaniem (2.10) można przed-
stawić nast ↪epuj ↪aco

θ̇1 = u1,

θ̇2 = a2 sin θ1u2,

θ̇3 = a3 sin θ2 cos θ1u2,

φ̇ = cos θ1 cos θ2u2,

(2.16)

gdzie φ jest orientacj ↪a koÃla OW2 w drugim przegubie trójwahadÃla. W pracy [68]
pokazano, że nie jest możliwe przeksztaÃlcenie kinematyki nieholonomicznego ma-
nipulatora do postaci Ãlańcuchowej, jeżeli zmienna φ nie jest dodana do przestrzeni
stanu trójwahadÃla, zÃlożonej z k ↪atów qr = (θ1, θ2, θ3). WspóÃlrz ↪edne transformacji
z = h(φ, qr) i sprz ↪eżenie zwrotne ν = F (φ, qr) zaproponowane w [68] s ↪a lokalne
(obowi ↪azuj ↪a jedynie dla θi ∈ (−π

2 , π
2 ), i = 1, 2) i mog ↪a być zdefiniowane jako

z1 = φ,

z2 = a2a3
tan θ1
cos3 θ1

,

z3 = a3 tan θ2,
z4 = θ3,

(2.17)

z nowymi wej́sciami

ν1 = cos θ1 cos θ2u2,

ν2 = a2a3

(
u1

cos2 θ1 cos3 θ2
+ 3a2

sin2 θ1 sin θ2u2
cos θ1 cos4 θ2

)
.

Kinematyka nieholonomicznego trójwahadÃla przedstawiona w postaci Ãlańcuchowej
przyjmuje wówczas postać

ż1 = ν1,
ż2 = ν2,
ż3 = z2ν1,
ż4 = z3ν1.

(2.18)
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Jak widać, zarówno kinematyka manipulatora z nieholonomicznymi sprz ↪egÃlami,
jak i kinematyka wybranych klas koÃlowych platform mobilnych, dadz ↪a si ↪e prze-
ksztaÃlcić lokalnie lub globalnie do postaci Ãlańcuchowej.



3. Modelowanie
nieholonomicznych
manipulatorów mobilnych

Kinematyka nieholonomicznych ukÃladów robotycznych przedstawiona w poprzed-
nim rozdziale opisuje sposób, w jaki zmienne stanu zależ ↪a wzajemnie od siebie;
innymi sÃlowy, przez kinematyk ↪e rozumie si ↪e równania ograniczeń. W sterowa-
niu kinematyk ↪a zakÃlada si ↪e, że możliwa jest bezpośrednia zmiana pr ↪edkości, tak
aby realizowana byÃla pewna trajektoria ukÃladu. W rzeczywistości jednak zmian ↪e
stanu ukÃladu można uzyskać jedynie poprzez sterowanie silnikami (elektrycznymi,
pneumatycznymi lub hydraulicznymi), które przenosz ↪a momenty siÃl lub siÃly w ele-
mentach mechanicznych robota. Równania opisuj ↪ace zachowanie (ruch) ukÃladu
w odpowiedzi na sygnaÃly pochodz ↪ace z nap ↪edów b ↪edziemy nazywali dynamik ↪a
ukÃladu.

Istnieje wiele metod otrzymywania równań dynamiki ukÃladu mechanicznego,
spośród których formalizm Hamiltona i formalizm Lagrange’a znalazÃly najwi ↪eksze
zastosowanie w robotyce. Równania Hamiltona ciesz ↪a si ↪e duż ↪a popularności ↪a
[4], [22], gdyż wychodz ↪ac z roważań energetycznych, pozwalaj ↪a w prosty sposób
uzyskiwać nowe algorytmy sterowania, przede wszystkim algorytmy dysypatywne
wykorzystuj ↪ace poj ↪ecie bierności ukÃladu [81], [87]. Z kolei formalizm Lagrange’a
ma pewne zalety, dzi ↪eki którym jest cz ↪esto spotykany w zastosowaniach roboty-
cznych [36], [48]. Wynika to z kilku przesÃlanek. Po pierwsze, wspóÃlrz ↪ednymi
ukÃladu s ↪a poÃlożenia i pr ↪edkości uogólnione, które s ↪a bardziej intuicyjne, niż
poj ↪ecie p ↪edów uogólnionych stosowane w formalizmie Hamiltona. Po drugie,
równania Lagrange’a pozwalaj ↪a na wykorzystanie pewnych strukturalnych wÃla-
ściwości modelu dynamiki. Do wyprowadzenia równań dynamiki ukÃladu z ogra-
niczeniami nieholonomicznymi należy zastosować zasad ↪e d’Alemberta.

Należy również wspomnieć o jeszcze jednym podej́sciu do otrzymywania rów-
nań ruchu ukÃladów z ograniczeniami, zwanym mechanik ↪a wakonomiczn ↪a. Takie
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podej́scie zostaÃlo zaproponowane przez Kozlova w pracy [35]. Różni si ↪e ono
od klasycznej mechaniki nieholonomicznej sposobem uwzgl ↪ednienia ograniczeń
w ruchu. W podej́sciu wakonomicznym ruch ukÃladu mechanicznego z ogranicze-
niami jest rozważany jako standardowy problem wariacyjny, a równania ruchu
otrzymuje si ↪e z rachunku wariacyjnego przy zaÃlożeniu, że w funkcjonale należy
uwzgl ↪ednić ograniczenia naÃlożone na system. Porównuj ↪ac metod ↪e wakonomiczn ↪a
i zasad ↪e d’Alemberta, można zauważyć, że dla ukÃladów nieholonomicznych obie
metody daj ↪a różne równania ruchu. Równania te pokrywaj ↪a si ↪e dla ukÃladów holo-
nomicznych. Warto podkreślić, że weryfikacja eksperymentalna równań ruchu
otrzymywanych obiema metodami wykazuje zgodność trajektorii ruchu otrzy-
manych z zasady d’Alemberta z wynikami praktycznie przeprowadzonych ekspery-
mentów [41], co przes ↪adza o zastosowaniu tej wÃlaśnie metody do celów modelo-
wania ruchu ukÃladów nieholonomicznych.

Znajomość modelu dynamiki nieliniowego ukÃladu sterowania, jakim jest nie-
holonomiczny manipulator mobilny, ma decyduj ↪acy wpÃlyw na jakość realizo-
wanych zadań. Przy nieznanym modelu opisuj ↪acym zachowanie sterowanego
ukÃladu nieliniowego nie jest możliwa stabilizacja systemu, a realizowane trajekto-
rie lub ścieżki s ↪a obarczone dużym bÃl ↪edem w stosunku do trajektorii lub ścieżek
zadanych. Jeśli wi ↪ec chcemy zastosować algorytm sterowania zapewniaj ↪acy po-
prawne dziaÃlanie systemu i wysok ↪a jakość realizowanych zadań, np. poprzez
osi ↪agni ↪ecie dużej dokÃladności pozycjonowania, niezb ↪edne staje si ↪e poznanie mo-
delu dynamiki rozważanego nieholonomicznego ukÃladu sterowania.

3.1. Zasada d’Alemberta

Rozważmy ukÃlad mechaniczny, którego zachowanie jest opisane przez uogólnione
wspóÃlrz ↪edne q ∈ Rn i pr ↪edkości q̇ ∈ Rn, speÃlniaj ↪ace l (l < n) niezależnych
ograniczeń fazowych, maj ↪acych postać Pfaffa

A(q)q̇ = 0. (3.1)

Ograniczenia oddziaÃluj ↪a na system poprzez siÃly wi ↪ezów o takiej postaci, aby
równania byÃly zawsze speÃlnione. D’Alembert przedstawiÃl swoj ↪a zasad ↪e w postaci
formuÃly:

SiÃly wi ↪ezów F , wymuszaj ↪ace speÃlnienie ograniczeń nieholonomicznych,
nie wykonuj ↪a pracy na dopuszczalnych trajektoriach ukÃladu.

W myśl powyższej zasady zachodzi nast ↪epuj ↪aca zależność

F T dq = 0. (3.2)
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Z kolei równanie ograniczeń Pfaffa można przedstawić w równoważnej postaci
jako

A(q)dq = 0. (3.3)

Z równań (3.3) i (3.2) wynika, że F T musi być kombinacj ↪a liniow ↪a kolumn
macierzy A(q), a wi ↪ec zachodzi zwi ↪azek

F T = λT A(q) −→ F = AT (q)λ,

gdzie λ ∈ Rl jest wektorem mnożników Lagrange’a.
Aby otrzymać równania dynamiki ukÃladu z ograniczeniami (3.1), należy naj-

pierw zdefiniować lagranżian dla ukÃladu swobodnego, a wi ↪ec bez ograniczeń fa-
zowych

L(q, q̇) = K(q, q̇)− V (q), (3.4)

przy czym poszczególne symbole maj ↪a nast ↪epuj ↪acy sens fizyczny:

K(q, q̇) = 1
2 q̇T Q(q)q̇ – energia kinetyczna ukÃladu swobodnego,

V (q) – energia potencjalna ukÃladu swobodnego.

Równania ruchu dla ukÃladu z ograniczeniami nieholonomicznymi otrzymuje si ↪e
z zasady d’Alemberta, czyli z uwzgl ↪ednieniem siÃl przyczepności F , co prowadzi
do równań postaci

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= AT (q)λ. (3.5)

Jeżeli natomiast na pewne wspóÃlrz ↪edne ukÃladu oddziaÃluj ↪a uogólnione siÃly zewn ↪e-
trzne τ , to równania ruchu (3.5) przyjmuj ↪a postać zmodyfikowan ↪a

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= AT (q)λ + B(q)τ, (3.6)

gdzie:
τ ∈ Rm – wektor uogólnionych siÃl zewn ↪etrznych, m = n− l,
B(q) – macierz wej́sciowa n×m.

3.2. Model dynamiki we wspóÃlrz ↪ednych uogólnionych

Przed przyst ↪apieniem do wyprowadzenia równań dynamiki nieholonomicznego
manipulatora mobilnego przyjmijmy nast ↪epuj ↪ace zaÃlożenia:
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1. Holonomiczny manipulator ma bezpośrednie nap ↪edy dla wszystkich stopni
swobody.

2. Liczba nap ↪edów dla nieholonomicznej platformy jest równa n− l.

3. Równania ruchu manipulatora mobilnego obejmuj ↪a model dynamiki oraz
równanie ograniczeń nieholonomicznych, natomiast nie wymagaj ↪a równań
wyj́scia opisuj ↪acych wspóÃlrz ↪edne chwytaka. Wynika to z faktu, że zakÃlada
si ↪e, iż zadanie sformuÃlowane w przestrzeni zewn ↪etrznej może być prze-
ksztaÃlcone do przestrzeni wewn ↪etrznej (przegubowej) ramienia manipula-
tora.

Przy takich zaÃlożeniach, korzystaj ↪ac z postaci funkcji Lagrange’a (3.4) i postaci
ograniczeń (3.1), można wyrazić równania dynamiki ukÃladu nieholonomicznego
(3.6) we wspóÃlrz ↪ednych uogólnionych jako

Q(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + D(q) = AT (q)λ + B(q)τ, (3.7)

gdzie poszczególne elementy modelu oznaczaj ↪a:

Q(q) – symetryczna, dodatnio określona macierz inercji rozmiaru n× n,

C(q, q̇) – macierz siÃl Coriolisa i siÃl odśrodkowych

C(q, q̇) =
d

dt
Q(q)− 1

2
∂

∂q
(Q(q)q̇),

D(q) – wektor oddziaÃlywań potencjalnych, najcz ↪eściej wektor siÃl grawitacji.

Wektor λ ∈ Rl, nazywany wektorem mnożników Lagrange’a, jest najtrudniejsz ↪a
do określenia cz ↪eści ↪a modelu, przy czym model we wspóÃlrz ↪ednych uogólnionych
wymaga znalezienia jawnej postaci tych wyrażeń. Mnożniki Lagrange’a λ można
obliczyć rozwi ↪azuj ↪ac równania (3.1), (3.7) i wiedz ↪ac, że w kierunkach zabro-
nionych przez ograniczenia nie może pojawić si ↪e ruch, czyli że równanie (3.1)
obowi ↪azuje w każdej chwili czasu. Używaj ↪ac równania (3.7) i różniczkuj ↪ac po
czasie równanie ograniczeń (3.1), otrzymujemy

q̈ = Q(q)−1
(
−C(q, q̇)q̇ −D(q) + AT (q)λ + Bτ

)
,

A(q)q̈ + Ȧ(q)q̇ = 0.

Po wstawieniu pierwszego równania do drugiego i pogrupowaniu wyrażeń dosta-
jemy formuÃl ↪e określaj ↪ac ↪a postać mnożników Lagrange’a jako
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(
AQ−1AT

)
λ = AQ−1 (Cq̇ + D −Bτ) + Ȧq̇,

przy czym macierz stoj ↪aca przed wektorem mnożników Lagrange’a jest macierz ↪a
peÃlnego rz ↪edu, jeśli ograniczenia s ↪a niezależne.

Widać, że mnożniki Lagrange’a s ↪a funkcjami uogólnionych poÃlożeń q i pr ↪ed-
kości q̇, a także użytych sterowań τ , co dodatkowo utrudnia ich obliczenie [36].
Ponadto model dynamiki we wspóÃlrz ↪ednych uogólnionych ma znacznie mniej
sterowań, niż wynosi wymiar przestrzeni stanu q.

3.2.1. Model manipulatora mobilnego (nh, h) we wspóÃlrz ↪ednych
uogólnionych

Niech wektor wspóÃlrz ↪ednych uogólnionych manipulatora mobilnego b ↪edzie ozna-
czony jako q = (qT

m, qT
r )T , gdzie qm oznacza wektor wspóÃlrz ↪ednych platformy mo-

bilnej, a qr to wektor wspóÃlrz ↪ednych przegubowych manipulatora. Przy zaÃlożeniu
jednorodności kóÃl, energia potencjalna platformy mobilnej poruszaj ↪acej si ↪e po
pÃlaszczyźnie ekwipotencjalnej jest staÃla, nie wpÃlywa zatem na równania ruchu
ukÃladu. Przy takim zaÃlożeniu funkcja Lagrange’a dla manipulatora mobilnego
jest równa

L(q, q̇) = Km(qm, q̇m) + Kr(q, q̇)− Vr(q), (3.8)

gdzie:

Km(qm, q̇m) = 1
2 q̇T

mQm(qm)q̇m – energia kinetyczna platformy mobilnej,

Kr(q, q̇) = 1
2 q̇T Qr(q)q̇ – energia kinetyczna manipulatora,

Vr(q) – energia potencjalna manipulatora.

Energia kinetyczna manipulatora zależy zarówno od wspóÃlrz ↪ednych przegubowych
qr ramienia manipulacyjnego, jak i od wspóÃlrz ↪ednych platformy mobilnej, na
której zamontowano manipulator. Wynika to z faktu, że energia kinetyczna ma-
nipulatora jest wyrażana wzgl ↪edem nieruchomego ukÃladu globalnego, a wi ↪ec ma-
nipulator może być rozważany jako ukÃlad doÃl ↪aczony do cz ↪eści mobilnej. Z kolei
równania ograniczeń (3.1) w manipulatorze mobilnym (nh, h) odnosz ↪a si ↪e jedynie
do wspóÃlrz ↪ednych platformy mobilnej, jednak wpÃlywaj ↪a na zachowanie caÃlego
ukÃladu.

Wstawmy wyrażenie na funkcj ↪e Lagrange’a (3.8) do równań dynamiki (3.7)
otrzymanych z zasady d’Alemberta. Równania dynamiki manipulatora mobil-
nego typu (nh, h) przyjm ↪a wówczas postać
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[
Q11 Q12

Q21 Q22

] (
q̈m

q̈r

)
+

[
Qm11 0

0 0

] (
q̈m

q̈r

)
+

[
C11 C12

C21 C22

] (
q̇m

q̇r

)

+

[
Cm11 0

0 0

] (
q̇m

q̇r

)
+

(
0
D

)
=

[
AT λ

0

]
+

[
B 0
0 I

] (
τm

τr

)
, (3.9)

gdzie

Qr =

[
Q11 Q12

Q21 Q22

]
– macierz bezwÃladności manipulatora,

Qm =

[
Qm11 0

0 0

]
– macierz bezwÃladności platformy,

Cr =

[
C11 C12

C21 C22

]
– macierz siÃl Coriolisa i siÃl odśrodkowych manipulatora,

Cm =

[
Cm11 0

0 0

]
– macierz siÃl Coriolisa i siÃl odśrodkowych platformy,

D = −∂Vr
∂q – wektor grawitacji manipulatora,

τm – wektor sterowań dla platformy,
τr – wektor sterowań dla manipulatora.

3.2.2. Model manipulatora mobilnego (nh, nh) we wspóÃlrz ↪ednych
uogólnionych

Ograniczenia nieholonomiczne naÃlożone na ruch manipulatora mobilnego (nh, nh)
s ↪a niecaÃlkowalne, dlatego do wyprowadzenia równań dynamiki należy zastosować
zasad ↪e d’Alemberta. Takie post ↪epowanie prowadzi do równań postaci

Q(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + D(q) = A11(qm)λ1 + A21(qr)λ2 + B(q)τ, (3.10)

gdzie:
Q(q) = Qr(q) + Qm(qm) – macierz bezwÃladności manipulatora mobilnego,
C(q, q̇) = Cr(q, q̇)+Cm(qm, q̇m) – macierz siÃl Coriolisa i siÃl odśrodkowych ma-
nipulatora mobilnego,
D(q) – wektor grawitacji,
Ai1 – macierz ograniczeń Pfaffa dla i-tego podsystemu,
λi – wektor mnożników Lagrange’a dla i-tego podsystemu,
B(q) – macierz wej́sciowa,
τ – wektor sterowań.



3.3. Model dynamiki we wspóÃlrz ↪ednych pomocniczych 31

Widać, że ograniczenia s ↪a naÃlożone na ruch każdego z podsystemów z osobna.
Macierze A11(qm) i A21(qr) s ↪a macierzami ograniczeń Pfaffa odpowiednio dla
platformy i manipulatora, natomiast B(q) jest macierz ↪a wej́sciow ↪a ukÃladu

A11(qm) =

[
AT

1 (qm)
0

]
, A21(qr) =

[
0

AT
2 (qr)

]
, B(q) =

[
B11(qm) 0

0 B22(q)

]
.

Podmacierze B11(qm) i B22(q) opisuj ↪a, które wspóÃlrz ↪edne platformy i manipula-
tora s ↪a bezpośrednio nap ↪edzane przez silniki.

3.3. Model dynamiki we wspóÃlrz ↪ednych pomocniczych

Jak pokazano w poprzednim podrozdziale, model dynamiki wyrażony we wspóÃl-
rz ↪ednych uogólnionych zawsze wymaga obliczenia mnożników Lagrange’a λ. Jed-
nak do celów sterowania nie jest to niezb ↪edne. W rozdziale 2.1 wykazano, że
nieholonomiczne równania ograniczeń Pfaffa można wyrazić w równoważnej po-
staci bezdryfowego ukÃladu sterowania (2.2) jako kombinacj ↪e wektorów rozpina-
j ↪acych j ↪adro macierzy Pfaffa

q̇ = G(q)η. (3.11)

Zmienne η, maj ↪ace sens pr ↪edkości, b ↪edziemy nazywać za d’Andre ↪a-Novel, Basti-
nem i Campionem [6], [16] pr ↪edkościami pomocniczymi ukÃladu nieholonomicznego,
a zmienne (η, qr) b ↪edziemy nazywali wspóÃlrz ↪ednymi pomocniczymi.

W dalszej cz ↪eści rozdziaÃlu pokażemy, jak ↪a postać b ↪ed ↪a miaÃly równania ruchu
nieholonomicznych manipulatorów wyrażone we wspóÃlrz ↪ednych pomocniczych.

3.3.1. Model manipulatora mobilnego (nh, h) we wspóÃlrz ↪ednych
pomocniczych

Jak pokazano w podrozdziale 3.2.1, równania dynamiki manipulatora mobilnego
typu (nh, h) wyrażone we wspóÃlrz ↪ednych uogólnionych przyjmuj ↪a postać (3.9)
z ograniczeniami równymi

A(qm)q̇m = 0.

Ograniczenia Pfaffa można zapisać jako bezdryfowy ukÃlad sterowania w nast ↪epu-
j ↪acej postaci

q̇m = G(qm)η. (3.12)

W równaniach dynamiki można wówczas wyeliminować wyraz zawieraj ↪acy mnoż-
niki Lagrange’a poprzez lewostronne przemnożenie równań platformy mobilnej
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(pierwszego wiersza macierzowych równań (3.9)) przez macierz GT (qm). Otrzy-
mujemy wtedy

[
GT Q11G GT Q12

Q21G Q22

] (
η̇
q̈r

)
+

[
GT QmG 0

0 0

] (
η̇
q̈r

)

+

[
GT C11G + GT Q11Ġ GT C12

Q21Ġ + C21G C22

] (
η
q̇r

)

+

[
GT CmG + GT QmĠ 0

0 0

] (
η
q̇r

)
+

(
0
D

)
=

(
GT Bτm

τr

)

lub po pogrupowaniu wyrażeń
[

GT (Q11 + Qm)G GT Q12

Q21G Q22

] (
η̇
q̈r

)

+

[
GT (C11 + Cm)G + GT (Q11 + Qm)Ġ GT C12

Q21Ġ + C21G C22

] (
η
q̇r

)

+

(
0
D

)
=

[
GT B 0

0 I

] (
τm

τr

)
. (3.13)

Z równań (3.13) wynika, że w modelu wyrażonym za pomoc ↪a wspóÃlrz ↪ednych po-
mocniczych nie tylko znikaj ↪a mnożniki Lagrange’a, ale także wymiar zmiennych
(η, qr) jest równy liczbie sterowań (τm, τr).

3.3.2. Model manipulatora mobilnego (nh, nh) we wspóÃlrz ↪ednych
pomocniczych

W przypadku manipulatora mobilnego (nh, nh) ograniczenia nieholonomiczne s ↪a
naÃlożone niezależnie na ruch każdego z podsystemów skÃladowych. Przyjmuj ↪a one
wtedy postać

A1(qm)q̇m = 0, A2(qr)q̇r = 0,

przy czym A1 jest macierz ↪a Pfaffa dla platformy, natomiast A2 jest macierz ↪a
Pfaffa dla manipulatora. Każd ↪a grup ↪e ograniczeń Pfaffa można wyrazić jako
bezdryfowy ukÃlad sterowania i opisać za pomoc ↪a jednego równania kinematyki
w nast ↪epuj ↪acy sposób

q̇ =

(
q̇m

q̇r

)
=

[
G1 0
0 G2

] (
η
u

)
= Gζ, ζ =

(
η
u

)
, (3.14)
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gdzie ζ jest wektorem pr ↪edkości pomocniczych dla obu podsystemów. Po pod-
stawieniu równania (3.14) do modelu dynamiki (3.10) wyrażonego we wspóÃlrz ↪ed-
nych uogólnionych otrzymujemy

Q∗ζ̇ + C∗ζ + D∗ = B∗τ (3.15)

z elementami zdefiniowanymi nast ↪epuj ↪aco

Q∗ = GT QG, C∗ = GT (QĠ + CG), D∗ = GT D, B∗ = GT B.

Równanie (3.15) opisuje dynamik ↪e podwójnie nieholonomicznego manipulatora
mobilnego wyrażon ↪a we wspóÃlrz ↪ednych pomocniczych. Podobnie jak dla mani-
pulatora typu (nh, h), znikaj ↪a w nim mnożniki Lagrange’a i dynamika staje si ↪e
w peÃlni sterowana.

3.4. Model dynamiki we wspóÃlrz ↪ednych
linearyzuj ↪acych

Jak wspomniano w poprzednich podrozdziaÃlach, zazwyczaj modele opisuj ↪ace za-
chowanie nieholonomicznych manipulatorów mobilnych wyrażane s ↪a we wspóÃl-
rz ↪ednych uogólnionych b ↪adź pomocniczych. Dla koÃlowych robotów mobilnych,
do których należ ↪a platformy jezdne manipulatorów mobilnych, istnieje również
możliwość wybrania innych wspóÃlrz ↪ednych pochodz ↪acych z teorii linearyzacji,
tzw. wspóÃlrz ↪ednych linearyzuj ↪acych. WspóÃlrz ↪edne te zostaÃly wprowadzone po
raz pierwszy w pracy [6], w której pokazano, że spośród nieholonomicznych
koÃlowych platform mobilnych tylko klasa (3, 0) daje si ↪e w peÃlni zlinearyzować
statycznie, natomiast dla pozostaÃlych klas koÃlowych platform mobilnych jest
możliwa wyÃl ↪acznie cz ↪eściowa statyczna linearyzacja w przestrzeni stanu (chodzi
o linearyzacj ↪e przez sprz ↪eżenie zwrotne). Ponadto pokazano, że liczba wspóÃlrz ↪ed-
nych, które mog ↪a zostać zlinearyzowane w sposób statyczny, jest równa wymia-
rowi dost ↪epnych sterowań w bezdryfowym ukÃladzie sterowania.

Aby uzyskać linearyzacj ↪e statyczn ↪a równań kinematyki platformy mobilnej,
dla wspóÃlrz ↪ednych platformy wprowadźmy lokalny dyfeomorfizm przestrzeni stanu

ξ =

(
ξ1

ξ2

)
= Φ(qm) =

(
h(qm) ∈ Rm

k(qm) ∈ Rn−m

)
.

Pierwsza grupa wspóÃlrz ↪ednych h(qm) ∈ Rm nosi nazw ↪e wyj́sć linearyzuj ↪acych
(funkcji linearyzuj ↪acych). Sposób wyboru tych zmiennych dla wszystkich klas
koÃlowych robotów mobilnych można znaleźć w pracy [8]. Zmienne te zazwyczaj
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opisuj ↪a poÃlożenie pewnego punktu w obr ↪ebie robota, nie obejmuj ↪a one natomiast
orientacji platformy.

Drug ↪a grup ↪a wspóÃlrz ↪ednych k(qm) ∈ Rn−m s ↪a zmienne wybrane w taki sposób,
aby transformacja Φ(qm) byÃla lokalnym dyfeomorfizmem. Te zmienne, b ↪ed ↪ace
w istocie niezlinearyzowanymi wspóÃlrz ↪ednymi ukÃladu, obejmuj ↪a orientacj ↪e plat-
formy mobilnej.

Wyraźmy teraz równania kinematyki za pomoc ↪a nowych wspóÃlrz ↪ednych

ξ̇1 =
∂h

∂qm
q̇m =

∂h

∂qm
Gη. (3.16)

Macierz wi ↪aż ↪aca wspóÃlrz ↪edne pomocnicze η ze wspóÃlrz ↪ednymi linearyzuj ↪acymi ξ1

R(ξ) =
[

∂h

∂qm
G

]−1

q=Φ−1(ξ)

(3.17)

jest kwadratowa, jej odwrotność zaś istnieje, gdy speÃlniony jest warunek regu-
larności

det R(ξ) 6= 0.

WspóÃlrz ↪edne punktów w obr ↪ebie platformy, dla których warunki regularności nie
s ↪a speÃlnione, nie mog ↪a zostać wybrane jako wyj́scia linearyzuj ↪ace, np. dla klasy
(2, 0) nie można zlinearyzować wspóÃlrz ↪ednych poÃlożenia punktów leż ↪acych na osi
Ãl ↪acz ↪acej koÃla.

Nast ↪epnie obliczamy

ξ̇2 =
∂k

∂qm
q̇m =

∂k

∂qm
Gη =

∂k

∂qm
GRξ̇1 = S2(ξ)ξ̇1. (3.18)

Ostatecznie kinematyka platformy mobilnej przyjmuje postać
(

ξ̇1

ξ̇2

)
=

[
Im

S2(ξ)

]
v,

gdzie

v = R−1(ξ)η,

S2(ξ) =
[

∂k

∂qm
G

]

q=Φ−1(ξ)

R(ξ). (3.19)

Dla modelu koÃlowego robota mobilnego wyrażonego we wspóÃlrz ↪ednych linearyzu-
j ↪acych równanie (3.18) jest równaniem ograniczeń (kinematyk ↪a).
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3.4.1. Model manipulatora mobilnego (nh, h) we wspóÃlrz ↪ednych
linearyzuj ↪acych

Dla manipulatorów mobilnych z ograniczeniami nieholonomicznymi cz ↪eściowa li-
nearyzacja modeli nie byÃla dotychczas rozważana w literaturze, można natomiast
uzyskać model manipulatora mobilnego (nh, h) wyrażony za pomoc ↪a wspóÃlrz ↪ed-
nych linearyzuj ↪acych w cz ↪eści opisuj ↪acej platform ↪e. Taki model b ↪edzie miaÃl
postać

[
RT GT (Q11 + Qm)GR RT GT Q12

Q21GR Q22

] (
ξ̈1

q̈r

)

+

[
RT GT [(C11 + Cm)GR + (Q11 + Qm)(ĠR + GṘ)] RT GT C12

C21GR + Q21(GṘ + ĠR) C22

] (
ξ̇1

q̇r

)

+

(
0
D

)
=

[
RT GT B 0

0 I

] (
τm

τr

)
, (3.20)

przy czym kinematyka platformy w tych wspóÃlrz ↪ednych jest dana równaniem
(3.18)

ξ̇2 = S2|qm=φ−1(ξ) ξ̇1

opisuj ↪acym zwi ↪azek pomi ↪edzy wyj́sciami linearyzuj ↪acymi a zmiennymi niezli-
nearyzowanymi w ukÃladzie.

W praktyce przydatność modelu wyrażonego we wspóÃlrz ↪ednych linearyzuj ↪a-
cych w cz ↪eści dotycz ↪acej platformy jest niewielka. Jest to konsekwencj ↪a braku
możliwości wybrania Ãl ↪acznie poÃlożenia i orientacji platformy jako wyj́sć lineary-
zuj ↪acych. Wskutek tego platforma mobilna może realizować trajektorie, które
b ↪ed ↪a niedopuszczalne z punktu widzenia zadań realizowanych przez manipulator
mobilny, np. może wjechać na zadan ↪a trajektori ↪e tyÃlem, co uniemożliwi ramieniu
manipulacyjnemu wykonanie zadania określonego dla tego podsystemu.

3.4.2. Model manipulatora mobilnego (nh, nh) we wspóÃlrz ↪ednych
linearyzuj ↪acych

Jak wspomniano w poprzednim podrozdziale, cz ↪eściowa linearyzacja modeli nie-
holonomicznych manipulatorów mobilnych, a zwÃlaszcza nieholonomicznych ma-
nipulatorów, nie byÃla przedmiotem badań w literaturze. Można jednak przed-
stawić ogóln ↪a postać dynamiki manipulatora mobilnego (nh, nh) z równaniami
ograniczeń platformy wyrażonymi we wspóÃlrz ↪ednych linearyzuj ↪acych
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[
RT GT

1 (Q11 + Qm)G1R RT GT
1 Q12G2

GT
2 Q21G1R GT

2 Q22G2

] (
ξ̈1

u̇

)

+

[
RTGT

1 [(C11+Cm)G1R+(Q11+Qm)(Ġ1R+G1Ṙ)] RTGT
1 (Q12Ġ2+C12G2)

GT
2 [Q21(G1Ṙ + Ġ1R) + C21G1R] GT

2 (Q22Ġ2 + C22G2)

](
ξ̇1

u

)

+

(
0

GT
2 D

)
=

[
RT GT

1 B 0
0 GT

2

] (
τm

τr

)
. (3.21)

Warto przypomnieć, że kinematyka (równanie ograniczeń nieholonomicznych) dla
platformy jest opisana równaniem (3.18).

3.5. Podsumowanie

Jak wielokrotnie wspominano w tym rozdziale, znajomość modelu dynamiki nie-
holonomicznych manipulatorów mobilnych pozwala na uzyskanie algorytmów
sterowania o wysokiej jakości. Zastosowanie zasady d’Alemberta prowadzi do
uzyskania równań opisuj ↪acych zachowanie rozważanych obiektów robotycznych,
jednak w zależności od wybranych zmiennych stanu uzyskiwane s ↪a różne typy
modeli. Warto rozważyć przydatność poszczególnych modeli do celów sterowania
manipulatorami mobilnymi.

Model dynamiki wyrażony we wspóÃlrz ↪ednych uogólnionych cechuje si ↪e bardzo
duż ↪a liczb ↪a zmiennych stanu, z reguÃly dużo wi ↪eksz ↪a, niż wynosi liczba dost ↪epnych
sterowań. WpÃlywa to na duż ↪a zÃlożoność obliczeniow ↪a projektowanych algo-
rytmów sterowania, nawet w przypadku algorytmów wymagaj ↪acych tylko cz ↪eś-
ciowej znajomości modelu. Kolejn ↪a wad ↪a tego modelu jest konieczność obliczenia
siÃl przyczepności, a w konsekwencji jawnej postaci mnożników Lagrange’a, które
zależ ↪a nie tylko od czasu i zmiennych stanu, ale również od użytego sterowania.
Wspomniane cechy powoduj ↪a, że model wyrażony we wspóÃlrz ↪ednych uogólnionych
nie jest na ogóÃl stosowany do celów sterowania.

Najcz ↪eściej spotykanym w literaturze modelem jest model dynamiki wyrażony
we wspóÃlrz ↪ednych pomocniczych. Cechuje si ↪e on mniejsz ↪a zÃlożoności ↪a obliczenio-
w ↪a ze wzgl ↪edu na zredukowany wymiar przestrzeni stanu – liczba wspóÃlrz ↪ed-
nych pomocniczych jest równa liczbie pr ↪edkości pomocniczych platformy i licz-
bie dost ↪epnych sterowań manipulatora. Ponadto wybór wspóÃlrz ↪ednych pomoc-
niczych powoduje, że w modelu nie wyst ↪epuj ↪a mnożniki Lagrange’a. W tym
modelu pojawia si ↪e jednak pewna trudność, mianowicie równania ograniczeń
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(kinematyka) wyrażone w postaci bezdryfowego ukÃladu sterowania wymagaj ↪a
sygnaÃlów steruj ↪acych, które w sensie fizycznym s ↪a pr ↪edkościami.

Kolejny model rozważany w niniejszym rozdziale to model z cz ↪eściowo zli-
nearyzowanymi równaniami platformy. W odniesieniu do platform mobilnych
traktowanych jako samodzielne urz ↪adzenia transportowe wybór wspóÃlrz ↪ednych
linearyzuj ↪acych, maj ↪acych na ogóÃl sens wspóÃlrz ↪ednych poÃlożenia pewnego punktu
należ ↪acego do platformy, jest intuicyjny, gdyż uÃlatwia sterowanie systemem. W ta-
kim wypadku przynależność orientacji ukÃladu do zmiennych niezlinearyzowanych
nie odgrywa istotnej roli, ponieważ podczas transportu nie jest ważne czy plat-
forma wjedzie na przykÃlad na zadan ↪a trajektori ↪e przodem, czy też tyÃlem. Nato-
miast z inn ↪a sytuacj ↪a mamy do czynienia przy sterowaniu manipulatorami mo-
bilnymi. Ponieważ manipulator może być umieszczony w różnych miejscach na
platformie mobilnej, wi ↪ec możliwość sterowania orientacj ↪a platformy odgrywa
kluczow ↪a rol ↪e podczas realizacji zadań manipulatora. To decyduje o ograniczonej
przydatności modelu wyrażonego we wspóÃlrz ↪ednych linearyzuj ↪acych do sterowa-
nia nieholonomicznymi manipulatorami mobilnymi.

Podsumowuj ↪ac rozważania na temat modeli nieholonomicznych manipula-
torów mobilnych, należy wspomnieć, że model dynamiki takiego zÃlożonego obiektu
robotycznego, wyrażony w którychkolwiek z wymienionych wspóÃlrz ↪ednych, posia-
da pewne szczególne wÃlasności, które nie obowi ↪azywaÃly dla podsystemów skÃlado-
wych rozważanych oddzielnie:

• Dla manipulatora mobilnego na koÃlowej platformie mobilnej nie zachodzi
skośna symetria [22] dla macierzy Q̇−2C. Jeśli algorytm sterowania wymaga
skośnej symetrii, to staje si ↪e niezb ↪edne wprowadzenie pewnej niezerowej
macierzy korekcji CK speÃlniaj ↪acej warunek

Q̇ = (C + CK) + (C + CK)T , CK 6= 0. (3.22)

Ponieważ dowolna macierz speÃlniaj ↪aca równanie (3.22) może być macierz ↪a
korekcji, wi ↪ec najcz ↪eściej wyznacza si ↪e symetryczn ↪a macierz CK ze wzoru

CK = CT
K =

1
2

{
Q̇− (C + CT )

}
. (3.23)

• Nie można jednoznacznie zdefiniować niektórych rozwi ↪azań, na przykÃlad
zadana trajektoria lub ścieżka może być zrealizowana poprzez ruch tylko
jednego podsystemu (samej platformy lub samego ramienia manipulacyjne-
go) lub jako skoordynowany ruch obu podsystemów rozpatrywanych Ãl ↪acznie.
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• Istniej ↪a duże wzajemne interakcje dynamiczne – wÃl ↪aczenie sterowania tylko
w jednym podsystemie powoduje ruch również drugiego podsystemu ma-
nipulatora mobilnego.

Warto zwrócić uwag ↪e na fakt, że ograniczenia nieholonomiczne pojawiaj ↪ace si ↪e
w ruchu tylko jednego podsystemu wpÃlywaj ↪a na zachowanie caÃlego ukÃladu i musz ↪a
zostać uwzgl ↪ednione w modelu dynamiki ukÃladu zÃlożonego.



4. SformuÃlowanie problemu
sterowania

Rozważmy zadanie, jakim jest znalezienie algorytmu sterowania dla nieholo-
nomicznego manipulatora mobilnego, gwarantuj ↪acego prawidÃlow ↪a kooperacj ↪e po-
mi ↪edzy platform ↪a mobiln ↪a a sztywnym manipulatorem zamontowanym na tej
platformie. Jak wspomniano w rozdziale 1, manipulator mobilny zbudowany
jest ze sztywnego ramienia manipulacyjnego, które ma realizować zadanie, oraz
platformy mobilnej, której rola sprowadza si ↪e do operacji transportowych, czyli
przemieszczenia manipulatora w znacznie wi ↪ekszej przestrzeni roboczej, niż mia-
Ãloby to miejsce w przypadku manipulatora o nieruchomej podstawie. Takie
poÃl ↪aczenie dwóch strukturalnie różnych systemów mechanicznych powoduje pow-
stanie kilku problemów podczas sterowania. Jednym z nich jest wielość rozwi ↪azań
realizowanego zadania, gdyż cz ↪esto w praktyce zadanie może być zrealizowane
np. poprzez ruch samego manipulatora, ruch samej platformy lub jednoczesne
przemieszczanie obu podsystemów [85], [86]. W dalszej cz ↪eści pracy przyj ↪eto
zaÃlożenie, że zadanie dla manipulatora mobilnego można zdekomponować na
niezależne zadania dla podsystemów [91], [92]:

Każdy podsystem ma realizować odr ↪ebne zadanie polegaj ↪ace na osi ↪a-
gni ↪eciu zadanej konfiguracji qd, śledzeniu pewnej ścieżki qd(s) (krzy-
wej w przestrzeni) lub trajektorii qd(t) (krzywej sparametryzowanej
czasem). Jeśli zadanie polega na śledzeniu ścieżki lub trajektorii, to
zakÃlada si ↪e, że ścieżka lub trajektoria musi być dopuszczalna, czyli
możliwa do realizacji przez ukÃlad przy naÃlożonych na niego ograni-
czeniach.

Innym problemem wynikaj ↪acym z zastosowania manipulatora mobilnego za-
miast manipulatora stacjonarnego jest konieczność zapewnienia prawidÃlowej orien-
tacji platformy mobilnej. W operacjach transportowych, do których używa si ↪e
koÃlowych wózków mobilnych, zazwyczaj nie jest istotna orientacja platformy,
lecz jej poÃlożenie. Jeśli platforma dojedzie do zadanego punktu nieprawidÃlowo
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zorientowana, np. tyÃlem, na ogóÃl nie wpÃlywa to na sposób realizacji jej zada-
nia, czyli możliwość zaÃladunku lub rozÃladunku. Dlatego stosowanie koÃlowych
platform mobilnych cz ↪esto nie wymaga sterowania ich orientacj ↪a. Z inn ↪a sytu-
acj ↪a mamy jednak do czynienia w przypadku manipulatorów mobilnych, np. gdy
manipulator nie może zmienić swojej orientacji wzgl ↪edem platformy. Realiza-
cja zadania przez podsystem manipulatora zależy wówczas wprost od możliwości
sterowania orientacj ↪a platformy mobilnej. Z punktu widzenia projektowanych
algorytmów sterowania oznacza to konieczność sterowania nie tylko poÃlożeniem
platformy, lecz także jej orientacj ↪a. Jest to tzw. sterowanie postur ↪a koÃlowej
platformy mobilnej [8], co wymaga użycia znacznie bardziej wyszukanych algo-
rytmów sterowania kinematyk ↪a, niż w przypadku sterowania uwzgl ↪edniaj ↪acego
jedynie poÃlożenie platformy.

Przy projektowaniu sterowania dla nieholonomicznego manipulatora mobil-
nego należy zwrócić uwag ↪e na fakt, iż kompletny opis takiego ukÃladu, zawieraj ↪acy
zarówno równania ograniczeń nieholonomicznych, jak i równania dynamiki, np.
dla manipulatora typu (nh, nh)

q̇ = G(q)ζ,

Q(q)ζ̇ + C(q, q̇)ζ + D(q) = B(q)τ,

ma budow ↪e kaskadow ↪a. Do poszukiwania algorytmów sterowania dla ukÃladów
kaskadowych sÃluży metoda zaproponowana w pracy [38], nazywana algorytmem
caÃlkowania wstecznego (z ang. backstepping). Metoda ta, której istot ↪e przedsta-
wiono poniżej, prowadzi do specjalnej struktury ukÃladu sterowania, a mianowicie
podziaÃlu sterownika na dwie równolegle realizowane i wspóÃlpracuj ↪ace ze sob ↪a
cz ↪eści:

• sterownik kinematyczny,
• sterownik dynamiczny.

Sposób realizacji powyższych ukÃladów sterowania przedstawiono w dalszej cz ↪eści
rozdziaÃlu.

4.1. Algorytm caÃlkowania wstecznego

Rozważmy ukÃlad dynamiczny o strukturze kaskadowej

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2,

ẋ2 = f2(x1, x2) + g2(x1, x2)x3, (4.1)
...

ẋn = fn(x1, ..., xn) + gn(x1, ..., xn)u.



4.1. Algorytm caÃlkowania wstecznego 41

UkÃlad kaskadowy cechuje si ↪e tym, że poszczególne podsystemy można potrak-
tować oddzielnie, czyli w i-tym podsystemie funkcje fi i gi nie mog ↪a zależeć od
zmiennych xj dla j ≥ i + 1, natomiast zmienne o wyższych numerach, nieb ↪e-
d ↪ace zmiennymi stanu tych podsystemów, mog ↪a odgrywać rol ↪e sterowań, o ile
wyrażenia gi b ↪ed ↪a odwracalne. Algorytm caÃlkowania wstecznego polega na za-
projektowaniu sterownika dla ukÃladu (4.1) w sposób rekurencyjny, poprzez po-
traktowanie pewnych zmiennych jako ,,wirtualnych wej́sć”, i zaproponowaniu dla
nich sterowań stabilizuj ↪acych zmienne xi w zerze.

Aby pokazać sposób dziaÃlania algorytmu caÃlkowania wstecznego, rozważmy
pierwszy podsystem ukÃladu (4.1) dany równaniem

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2. (4.2)

ZaÃlóżmy, że zmienna x2, nieb ↪ed ↪aca zmienn ↪a stanu tego ukÃladu, speÃlnia rol ↪e
sterowania. W celu ustabilizowania ukÃladu (4.2) wybierzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a funkcj ↪e
Lapunowa

V1(x1) =
1
2
xT

1 x1. (4.3)

Niech x2 = α1(x1) b ↪edzie funkcj ↪a stabilizuj ↪ac ↪a ten podsystem, tzn. pochodna
po czasie funkcji V1 danej wzorem (4.3) liczona wzdÃluż trajektorii ukÃladu (4.2)
wynosi

V̇1 = x1(f1 + g1α1). (4.4)

Widać, że jeśli b ↪edzie speÃlniony warunek

f1 + g1α1 = −K0x1,

to V̇1 b ↪edzie można oszacować nast ↪epuj ↪aco

V̇1 = −xT
1 K0x1 = −W1(x1) ≤ 0. (4.5)

Ponieważ W1(x1) jest pewn ↪a funkcj ↪a dodatni ↪a, wi ↪ec na mocy zasady niezmien-
niczości LaSalle’a (tw. 5, rozdz. 11) zmienna x1 asymptotycznie d ↪aży do 0.

W nast ↪epnym kroku algorytmu skupimy si ↪e na wi ↪ekszym podsystemie skÃla-
daj ↪acym si ↪e z dwóch równań

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2,

ẋ2 = f2(x1, x2) + g2(x1, x2)x3, (4.6)

gdzie rol ↪e ,,wirtualnego wej́scia” speÃlnia zmienna x3. Aby znaleźć sterowanie dla
podsystemu (4.6), rozważmy funkcj ↪e Lapunowa

V2(x1, x2) = V1(x1) +
1
2

(x2 − α1)
T (x2 − α1) . (4.7)
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Z postaci funkcji (4.7) widać, że zapewnia ona zarówno stabilizacj ↪e pierwszego
podsystemu, jak i asymptotyczne speÃlnienie ograniczenia x2 = α1 naÃlożonego
na zmienn ↪a x2, gdy traktowano j ↪a jako chwilowe wej́scie do podsystemu (4.2).
Obliczmy pochodn ↪a po czasie funkcji V2 wzdÃluż trajektorii ukÃladu (4.6). Otrzy-
mamy wówczas

V̇2 = V̇1+(x2 − α1)
T (ẋ2 − α̇1) = V̇1+(x2 − α1)

T
(

f2 + g2x3 − ∂α1

∂x1
(f1 + g1x2)

)
.

Widać, że jeśli x3 b ↪edzie speÃlniać równanie

f2 + g2x3 − ∂α1

∂x1
(f1 + g1x2) = −K1(x2 − α1), K1 = KT

1 > 0,

lub równoważnie

x3 = (g2)−1
(
−f2 +

∂α1

∂x1
(f1 + g1x2)−K1(x2 − α1)

)
= α2(x1, x2),

to pochodna funkcji Lapunowa V̇2 liczona wzdÃluż trajektorii ukÃladu (4.6) b ↪edzie
równa

V̇2 = V̇1 − (x2 − α1)T K1(x2 − α1)
≤ −W1(x1)− (x2 − α1)T K1(x2 − α1)
≤ −W2(x1, x2) < 0. (4.8)

Rozważaj ↪ac kolejne podsystemy ukÃladu kaskadowego (4.1), można znaleźć stero-
wanie u dla caÃlego ukÃladu. W tym celu przyjmijmy, że funkcja Lapunowa dla
peÃlnego systemu (4.1) ma postać

Vn(x1, ..., xn) = Vn−1(x1, ..., xn−1) +
1
2

(xn − αn−1)
T (xn − αn−1) . (4.9)

Pochodna funkcji Lapunowa Vn liczona wzdÃluż trajektorii ukÃladu kaskadowego
(4.1) jest równa

V̇n = V̇n−1 + (xn − αn−1)
T (ẋn − α̇n−1)

= V̇n−1 + (xn − αn−1)
T (fn + gnu− α̇n−1) . (4.10)

Widać, że jeśli u b ↪edzie speÃlniać równanie

fn + gnu− α̇n−1 = −Kn−1(xn − αn−1), Kn−1 = KT
n−1 > 0,

lub równoważnie

u = (gn)−1 (−fn + α̇n−1 −Kn−1(xn − αn−1)) = αn(x),
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to pochodna funkcji Lapunowa V̇n wzdÃluż trajektorii ukÃladu kaskadowego (4.1)
b ↪edzie miaÃla postać

V̇n = V̇n−1 − (xn − αn−1)T Kn−1(xn − αn−1)
≤ −Wn−1(x1, ..., xn−1)− (xn − αn−1)T Kn−1(xn − αn−1)
≤ −Wn(x) < 0. (4.11)

Ponieważ zbiór niezmienniczy zawarty w Wn(x) = 0 skÃlada si ↪e tylko z punktu 0,
oznacza to, że na mocy zasady niezmienniczości LaSalle’a punkt 0 ∈ Rn jest
asymptotycznie stabilnym punktem równowagi ukÃladu (4.1).

Jak wynika z procedury caÃlkowania wstecznego, w przypadku ukÃladu kaskado-
wego, a tak ↪a struktur ↪e maj ↪a równania opisuj ↪ace model matematyczny nieholo-
nomicznych manipulatorów mobilnych, najpierw należy znaleźć algorytm sterowa-
nia dla mniejszego podsystemu (s ↪a to równania nieholonomicznych ograniczeń
pr ↪edkościowych), a nast ↪epnie uzyskane rozwi ↪azanie wykorzystać przy projektowa-
niu sterowania dla caÃlego modelu zawieraj ↪acego zarówno opis ograniczeń (kine-
matyk ↪e), jak i dynamik ↪e ukÃladu. Z tego wzgl ↪edu sterownik jest podzielony na
dwa równolegle realizowane i wspóÃlpracuj ↪ace ze sob ↪a algorytmy sterowania:

1. Sterownik kinematyczny ζr – rozwi ↪azuje zadanie dla matematycznie sfor-
muÃlowanych równań ograniczeń w taki sposób, jakby dynamika nie byÃla
obecna. Taki sterownik generuje pewien ,,profil pr ↪edkościowy” ζr, który
zapewnia przej́scie od aktualnej konfiguracji podsystemu do realizowanego
zadania z jednoczesnym speÃlnieniem ograniczeń w każdym momencie czasu.

2. Sterownik dynamiczny τ – wskutek kaskadowej struktury modelu, pr ↪edkości
systemu nie s ↪a sterowane bezpośrednio, jak to byÃlo przyj ↪ete przy planowa-
niu sterownika kinematycznego, ale s ↪a uzyskiwane z równań dynamiki ste-
rowanych sygnaÃlem τ . Oznacza to, że zadaniem sterownika dynamicznego
jest wymuszenie na fizycznym obiekcie pr ↪edkości rzeczywistych ζ d ↪aż ↪acych
do sygnaÃlów pochodz ↪acych ze sterownika kinematycznego ζr.

Ponieważ w praktyce istnieje różnica pomi ↪edzy rzeczywistymi pr ↪edkościami sys-
temu nieholonomicznego ζ a pr ↪edkościami projektowanymi w sterowniku kine-
matycznym ζr, konieczne staje si ↪e sprawdzenie, jak bÃl ↪edy eζ = ζ − ζr wpÃlywaj ↪a
na zachowanie caÃlego nieholonomicznego manipulatora mobilnego. Innymi sÃlowy,
w dowodzie zbieżności algorytmu należy wykazać zbieżność bÃl ↪edów eζ do zera.
Zmienne ζ maj ↪a sens pr ↪edkości pomocniczych dla każdego z podsystemów nieholo-
nomicznych.
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4.2. Sterownik kinematyczny

Zadania realizowane przez sterownik kinematyczny można sformuÃlować nast ↪epu-
j ↪aco:

– sterowanie do punktu (asymptotyczne lub w zadanym czasie T ),

– śledzenie trajektorii, czyli krzywej parametryzowanej czasem t,

– śledzenie ścieżki, czyli krzywej parametryzowanej odlegÃlości ↪a krzywolinio-
w ↪a s od wybranego punktu.

W dalszej cz ↪eści rozdziaÃlu szczegóÃlowo zostan ↪a omówione problemy pojawiaj ↪ace
si ↪e podczas realizacji wspomnianych zadań sterowania.

4.2.1. Sterowanie do punktu

W ostatnich latach XX wieku rozpocz ↪eÃly si ↪e bardzo intensywne poszukiwania
algorytmów sterowania dla ukÃladów mechanicznych z ograniczeniami nieholo-
nomicznymi, do których należ ↪a również nieholonomiczne manipulatory mobilne.
Jednym z najtrudniejszych zadań stawianych ukÃladom nieholonomicznym okazaÃlo
si ↪e sterowanie do punktu zapewniaj ↪ace osi ↪agni ↪ecie przez ukÃlad zadanej staÃlej kon-
figuracji.

Problemy pojawiaj ↪ace si ↪e przy próbach znalezienia takiego sterowania znalazÃly
wytÃlumaczenie dzi ↪eki przeÃlomowemu wynikowi podanemu przez Brocketta [5].

Twierdzenie 2 (Brockett). Rozważmy ukÃlad sterowania opisany równaniem

ẋ = f(x, u), f(0, 0) = 0,

gdzie x ∈ Rn, zaś u ∈ Rm. Warunkiem koniecznym na to, aby istniaÃlo stabi-
lizuj ↪ace statyczne sprz ↪eżenie zwrotne u = u(x) klasy C∞ jest, żeby przeksztaÃlcenie

(x, u) −→ f(x, u) Rn ×Rm −→ Rn

byÃlo typu ,,na” pewien otwarty podzbiór Rn zawieraj ↪acy 0.

Konsekwencje twierdzenia Brocketta dla sterowania ukÃladami nieholonomiczny-
mi s ↪a daleko id ↪ace, gdyż okazaÃlo si ↪e, że kinematyka ukÃladów w peÃlni nieholo-
nomicznych, mimo sterowalności, nie jest stabilizowalna przez gÃladkie sprz ↪eżenie
zwrotne zależne od stanu. Warunek Brocketta okazaÃl si ↪e również konieczny dla
stabilizacji poprzez sprz ↪eżenie zwrotne zależne od stanu u(x) ∈ C1, co pokazaÃla
praca Sontaga [82].
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Pierwsze próby rozwi ↪azania problemu stabilizacji w punkcie ukÃladów z ogra-
niczeniami niecaÃlkowalnymi polegaÃly na poszukiwaniu gÃladkiego sterowania za-
leżnego od czasu dla wybranych klas ukÃladów nieholonomicznych. I tak, dla
koÃlowych platform mobilnych z ograniczon ↪a mobilności ↪a (monocykl i samochód
kinematyczny) rozwi ↪azanie podaÃl Samson [75], [77]. Prace Samsona staÃly si ↪e in-
spiracj ↪a do poszukiwania ogólnej metody projektowania sterowania stabilizuj ↪acego
dla szerszej klasy ukÃladów nieholonomicznych, co zostaÃlo przedstawione w pra-
cach Corona i Pometa [13], [14], [72]. Jednak gÃladkie sterowanie zależne w sposób
jawny od czasu nie cechuje si ↪e szybk ↪a zbieżności ↪a [27]. To staÃlo si ↪e przyczyn ↪a
poszukiwania alternatywnych sposobów stabilizacji ukÃladów nieholonomicznych.

Inn ↪a możliwości ↪a speÃlnienia warunku koniecznego podanego przez Brocketta
jest zastosowanie sterowania nieci ↪agÃlego [1], [9], [60], które cechuje szybka zbież-
ność, na ogóÃl eksponencjalna, lub kombinacja obu prezentowanych podej́sć [61],
[62] – niegÃladkie sterowanie zależne od czasu.

Sterowanie poprzez sprz ↪eżenie zwrotne jest najlepszym rozwi ↪azaniem w prak-
tyce, gdyż cechuje si ↪e duż ↪a odporności ↪a na zakÃlócenia, a ponadto umożliwia wyko-
rzystanie bież ↪acych pomiarów zmiennych stanu do celów regulacji. W literaturze
pojawiÃlo si ↪e również inne podej́scie, polegaj ↪ace na sterowaniu w p ↪etli otwartej
[56], [66], [68], [88], [89], które zapewnia doj́scie ukÃladu nieholonomicznego do
zadanej konfiguracji w skończonym horyzoncie czasowym T . Niestety, sterowanie
takie ma wady sterowania w p ↪etli otwartej, czyli jest nieodporne na jakiekolwiek
zakÃlócenia i nie zależy od bież ↪acego stanu ukÃladu nieholonomicznego. Jest ono
przydatne przede wszystkim do planowania ruchu takiego ukÃladu.

4.2.2. Śledzenie trajektorii

Innym zadaniem, które może być realizowane przez podsystemy manipulatora
mobilnego, jest asymptotyczna stabilizacja do zadanej trajektorii. Takie zadanie
w teorii sterowania robotów jest nazywane śledzeniem trajektorii. W przypadku
koÃlowych platform mobilnych klasy (2, 0) rozwi ↪azanie gwarantuj ↪ace śledzenie tra-
jektorii zostaÃlo przedstawione w pracach [34], [79]. Nast ↪epne lata przyniosÃly
próby poprawienia uzyskanych wyników poprzez osÃlabienie przyj ↪etych zaÃlożeń
[7], [32] lub poprzez rozszerzenie klas systemów, dla których podobne rozwi ↪azania
obowi ↪azuj ↪a [90], [40]. W celu zapewnienia asymptotycznego śledzenia, wspomnia-
ne sterowniki wymagaÃly zazwyczaj, aby zadana trajektoria cechowaÃla si ↪e określo-
nymi wÃlaściwościami, nazywanymi w literaturze warunkiem trwaÃlego wzbudzenia
[80]. Warunek taki byÃl odmiennie definiowany w różnych pracach, jednak gene-
ralnie zawsze wykluczaÃl śledzenie trajektorii staÃlej (czyli stabilizacj ↪e do punktu).
Wszystkie wspomniane sterowniki zależ ↪a od czasu w sposób pośredni, poprzez
zależność od śledzonej trajektorii.
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Istnieje kilka innych podej́sć próbuj ↪acych potraktować w jednolity sposób
zarówno stabilizacj ↪e do punktu, jak i śledzenie trajektorii. Jedn ↪a z metod można
znaleźć w pracach Jianga i Nijmeijera [21], [31], w których sterowanie jest funkcj ↪a
zależn ↪a od czasu. Wśród technik używaj ↪acych sterowania zależnego od czasu do
równoczesnego rozwi ↪azywania obu zadań (stabilizacji i śledzenia) należy wymienić
prace Dixona i Dawsona [20], którzy operuj ↪a poj ↪eciem oscylatora dynamicznego,
jak i wyniki uzyskane przez Samsona i Morina [64] za pomoc ↪a tzw. funkcji
transwersalnych b ↪ed ↪acych uogólnieniem oscylatora dynamicznego, co pokazali
KozÃlowski i Pazderski [37]. Należy jednakże wspomnieć, że zarówno metoda
funkcji transwersalnych, jak i metoda oscylatora dynamicznego dla przypadku
braku zaÃlożeń co do śledzonej trajektorii, zapewniaj ↪a zbieżność bÃl ↪edu śledzenia
do pewnej kuli w otoczeniu 0, której promień jest określany przed przyst ↪apieniem
do regulacji.

W dziedzinie śledzenia trajektorii dla ukÃladów nieholonomicznych istnieje
twierdzenie, które speÃlnia podobn ↪a funkcj ↪e, jak twierdzenie Brocketta dla sta-
bilizacji w punkcie. Twierdzenie to zostaÃlo podane przez Lizárrag ↪e [42].

Twierdzenie 3 (Lizárraga). Rozważmy ukÃlad sterowania

ẋ = f(x, u), (4.12)

gdzie x ∈ Rn, u ∈ Rm, 1 < m < n. Niech U b ↪edzie zbiorem kawaÃlkami ci ↪agÃlych
funkcji zależnych od czasu, zdefiniowanych na pewnym otwartym podzbiorze U ⊂
Rm zawieraj ↪acym punkt 0. ZaÃlóżmy, że E1

⊕
E2 jest dekompozycj ↪a Rm, która

speÃlnia nast ↪epuj ↪acy warunek: w przestrzeni stanu istniej ↪a pewne rozmaitości
S1, S2 ⊂ Rn, takie że dla i = 1, 2 zachodzi

(i) Si jest niezmiennicze ze wzgl ↪edu na B̂i(·),
gdzie Bi = {f(·, u) ∈ £ : u ∈ U ∩ Ei}, £ jest algebr ↪a Liego gÃladkich pól
wektorowych, zaś B̂i(p) = spanR{X(p) : X ∈ Bi},

(ii) dim(B̂i(·)) jest staÃly na Si,

(iii) istnieje punkt p ∈ S1 ∩ S2, taki że

B̂1(p) + B̂2(p) = B̂1(p)⊕ B̂2(p), (4.13)

B̂1(p) + B̂2(p) ⊂ TpS1 + TpS2. (4.14)

Wówczas nie istnieje ci ↪agÃle sprz ↪eżenie zwrotne zależne od czasu, które zapewni
zbieżność trajektorii x do każdej trajektorii dopuszczalnej, uzyskanej za pomoc ↪a
sterowań należ ↪acych do klasy U .
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Z podanego twierdzenia można wyci ↪agn ↪ać praktyczne wskazówki odnośnie
do możliwości znalezienia ci ↪agÃlego prawa sterowania zależnego od stanu lub od
czasu, które zapewniÃloby śledzenie zadanej trajektorii. Zauważmy, że warunek
0 ∈ U pozwala na Ãl ↪aczne potraktowanie stabilizacji do punktu i śledzenia trajek-
torii. Ponadto inny wybór zbioru U (np. sterowań nieci ↪agÃlych) spowoduje, że
twierdzenie 3 nie b ↪edzie obowi ↪azywać i uda si ↪e uzyskać odpowiednie sterowanie
stabilizuj ↪ace system do zadanej trajektorii. Z drugiej strony jednak twierdze-
nie Lizárragi pokazuje, że dla systemów nieholonomicznych, dla których zadane
trajektorie dopuszczalne nie s ↪a trwale wzbudzane1, nie można uzyskać sterowa-
nia kawaÃlkami ci ↪agÃlego, zapewniaj ↪acego śledzenie trajektorii nawet wtedy, gdy
sterowanie jest zależne od czasu.

Rozważaj ↪ac istniej ↪ace algorytmy sterowania, zapewniaj ↪ace śledzenie trajek-
torii, nie można pomin ↪ać metod pochodz ↪acych z teorii linearyzacji. Pierwsze
próby linearyzacji nieholonomicznych platform mobilnych za pomoc ↪a statycznego
sprz ↪eżenia zwrotnego przyniosÃly tylko cz ↪eściowy sukces [43]. OkazaÃlo si ↪e, że tylko
klasa (3, 0) koÃlowych platform mobilnych może być caÃlkowicie zlinearyzowana za
pomoc ↪a statycznego sprz ↪eżenia zwrotnego, natomiast pozostaÃle klasy wymienio-
ne w tabeli 2.1, czyli klasy nieholonomiczne, mog ↪a być zlinearyzowane jedynie
cz ↪eściowo, przy czym orientacja platformy nie wchodzi do zmiennych zlineary-
zowanych dla żadnej z klas (patrz rozdziaÃl 3.4). W zwi ↪azku z niemożności ↪a
przeprowadzenia caÃlkowitej statycznej linearyzacji przestrzeni stanu koÃlowych
robotów mobilnych (platform mobilnych) z ograniczon ↪a mobilności ↪a, podj ↪eto pró-
by zlinearyzowania ukÃladów nieholonomicznych za pomoc ↪a dynamicznego sprz ↪e-
żenia zwrotnego. Wyniki uzyskane w [10], [11], [19] pokazaÃly, że caÃlkowita
linearyzacja przestrzeni stanu dla nieholonomicznych koÃlowych robotów mobil-
nych jest możliwa do osi ↪agni ↪ecia za pomoc ↪a dynamicznego sprz ↪eżenia zwrotnego.
UkÃlady w peÃlni linearyzowalne przez dynamiczne sprz ↪eżenie zwrotne nosz ↪a nazw ↪e
różniczkowo pÃlaskich2. Poj ↪ecie ukÃladu różniczkowo pÃlaskiego zostaÃlo wprowadzo-
ne przez Fliessa i wspóÃlpracowników [24] jako ważna wÃlasność strukturalna nieli-
niowych ukÃladów sterowania, która pozwala na przykÃlad na rozwi ↪azanie problemu
śledzenia trajektorii, ścieżki itp.

4.2.3. Śledzenie ścieżki

Do otrzymywania równań ruchu koÃlowej platformy mobilnej w przestrzeni za-
daniowej wyrażonych wzgl ↪edem zadanej krzywej P (zależnej od odlegÃlości krzy-

1W literaturze takie trajektorie s ↪a nazywane persistently exciting.
2UkÃlady takie w literaturze s ↪a nazywane differentially flat systems.
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woliniowej od ustalonego punktu), któr ↪a ukÃlad ma śledzić [51], wykorzystuje si ↪e
tzw. wspóÃlrz ↪edne Freneta. PrzykÃladowa platforma mobilna, poruszaj ↪aca si ↪e po
pÃlaskiej powierzchni, wraz z zadan ↪a ścieżk ↪a zostaÃla pokazana na rys. 4.1.
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Rys. 4.1. Ilustracja problemu śledzenia ścieżki dla platformy mobilnej
Fig. 4.1. Illustration of the path tracking problem for a mobile platform

Rozważmy poruszaj ↪acy si ↪e punkt M i stowarzyszony z nim ukÃlad Freneta
zdefiniowany na krzywej P przez wektor jednostkowy styczny do krzywej ozna-
czony jako dr

ds i wektor jednostkowy normalny do krzywej oznaczony symbolem
xn. Punkt M reprezentuje środek masy platformy mobilnej, natomiast punkt
M′ jest rzutem prostok ↪atnym punktu M na ścieżk ↪e P . WspóÃlrz ↪edne punktu
M wzgl ↪edem ukÃladu Freneta wynosz ↪a (0, l), zaś wzgl ↪edem nieruchomego ukÃladu
podstawowego s ↪a równe (x, y), przy czym l jest odlegÃlości ↪a punktu M od punktu
M′. UkÃlad Freneta jest obrócony wzgl ↪edem osi Z0 ukÃladu podstawowego o k ↪at
θr(s), a jego odlegÃlość krzywoliniowa od ustalonego punktu pocz ↪atkowego na
ścieżce jest równa s.

Przez ścieżk ↪e b ↪edziemy rozumieli pÃlask ↪a krzyw ↪a opisan ↪a par ↪a wspóÃlrz ↪ednych

r(t) = (r1(t), r2(t))T .
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Zdefiniujmy nast ↪epnie parametr s, który jest odlegÃlości ↪a mierzon ↪a wzdÃluż ścieżki
P mi ↪edzy pewnym ustalonym punktem krzywej a bież ↪acym punktem M′

s =
∫ t

0

√(
dr1

dt

)2

+
(

dr2

dt

)2

dτ =
∫ t

0
‖ ṙ(τ) ‖ dτ.

Używaj ↪ac powyższej parametryzacji, można krzyw ↪a P wyrazić we wspóÃlrz ↪ednych
r(s) zamiast dotychczasowych wspóÃlrz ↪ednych r(t). Ścieżka P opisana jest krzy-
wizn ↪a c(s)

c(s) =‖ d

ds

dr

ds
‖=‖ d2r

ds2
‖=

√(
d2r1

ds2

)2

+
(

d2r2

ds2

)2

, (4.15)

która jest odwrotności ↪a promienia okr ↪egu stycznego do krzywej w punkcie od-
legÃlym o s od pocz ↪atku ścieżki. Z zależności geometrycznych wiadomo, że

dr1

ds
=‖ dr

ds
‖ cos θr,

dr2

ds
=‖ dr

ds
‖ sin θr. (4.16)

Ponieważ zachodzi

dr

ds
=

dr

dt
· dt

ds
=

ṙ

‖ ṙ ‖ =⇒ ‖ dr

ds
‖= 1, (4.17)

czyli wektor definiuj ↪acy kierunek ukÃladu Freneta jest jednocześnie wektorem jed-
nostkowym, mamy wi ↪ec

d2r1

ds2
= − sin θr

dθr

ds
,

d2r2

ds2
= cos θr

dθr

ds
.

Używaj ↪ac powyższych wzorów, można wyrazić krzywizn ↪e w postaci

c(s) =

√(
− sin θr

dθr

ds

)2

+
(

cos θr
dθr

ds

)2

=| dθr

ds
| .

W punkcie M′ zadana orientacja platformy θr speÃlnia wi ↪ec nast ↪epuj ↪ace równanie

c(s) =| dθr

ds
|=| dθr

dt
· 1
ṡ
| =⇒ dθr

dt
= ±c(s)ṡ. (4.18)

Znak wyrażenia c(s) opisuj ↪acego krzywizn ↪e ścieżki zależy od tego, jak wektor
normalny do ścieżki w punkcie s jest skierowany wzgl ↪edem krzywej P .

Nast ↪epnie należy wyrazić poÃlożenie punktu M nie we wspóÃlrz ↪ednych kartez-
jańskich (x, y) wzgl ↪edem ukÃladu podstawowego X0Y0Z0, lecz wzgl ↪edem zadanej
ścieżki P . Zauważmy najpierw, że
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r1 − x = l sin θr, y − r2 = l cos θr.

Po zróżniczkowaniu tych zależności po czasie otrzymujemy

ṙ1 − ẋ = l̇ sin θr + l cos θrθ̇r, ẏ − ṙ2 = l̇ cos θr − l sin θrθ̇r.

Nast ↪epnie należy powyższe równania przemnożyć przez odpowiednie funkcje try-
gonometryczne, by otrzymać

l̇ = (ṙ1 − ẋ) sin θr + (ẏ − ṙ2) cos θr,

lθ̇r = (ṙ1 − ẋ) cos θr − (ẏ − ṙ2) sin θr.

Ponieważ z równań (4.16) i (4.17) wynika, że

ṙ1 =
dr1

ds
· ds

dt
= ṡ cos θr, ṙ2 =

dr2

ds
· ds

dt
= ṡ sin θr,

wi ↪ec ostatecznie otrzymujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a zależność pomi ↪edzy pr ↪edkościami pun-
ktu M wyrażonymi we wspóÃlrz ↪ednych kartezjańskich i krzywoliniowych

l̇ = (− sin θr , cos θr)

(
ẋ
ẏ

)
, ṡ =

(cos θr , sin θr)
1∓ c(s)l

(
ẋ
ẏ

)
.

Podstawowym problemem podczas parametryzacji krzywoliniowej jest zapewnie-
nie odpowiednich wÃlaściwości ścieżki P (s). Aby punkt M′ istniaÃl i byÃl jednozna-
cznie zdefiniowany, musz ↪a być speÃlnione nast ↪epuj ↪ace warunki [25], [78]:

• Promień dowolnego okr ↪egu stycznego do krzywej P (s) w dwóch lub wi ↪ecej
punktach musi być ograniczony od doÃlu pewn ↪a liczb ↪a dodatni ↪a rmin > 0,
natomiast wn ↪etrze tego okr ↪egu nie może zawierać żadnego punktu należ ↪acego
do tej krzywej.

To zaÃlożenie oznacza w szczególności, że krzywizna ścieżki c(s) jest nie
wi ↪eksza niż 1/rmin.

• Przy tym zaÃlożeniu, jeżeli odlegÃlość pomi ↪edzy ścieżk ↪a P a punktem M jest
mniejsza niż rmin, to istnieje jedyny punkt na krzywej P oznaczony jako
M′. Innymi sÃlowy, parametryzacja wzgl ↪edem ukÃladu Freneta jest lokalna
i obowi ↪azuje jedynie w pobliżu ścieżki.
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Podsumowuj ↪ac, widać że poÃlożenie punktu M może być opisane wzgl ↪edem ukÃladu
podstawowego za pomoc ↪a pary wspóÃlrz ↪ednych kartezjańskich (x, y) lub równo-
ważnie (lokalnie) wzgl ↪edem zadanej ścieżki za pomoc ↪a pary wspóÃlrz ↪ednych (s, l)
[25].

4.3. Sterownik dynamiczny

Jak wspomniano w rozdziale 4.1, kaskadowa struktura równań ruchu nieholo-
nomicznego manipulatora mobilnego powoduje, że pr ↪edkości nie s ↪a sterowane
bezpośrednio, jak przyj ↪eto przy syntezie sterownika kinematycznego, ale s ↪a uzyski-
wane z równań dynamiki sterowanych sygnaÃlem τ . Zadanie, jakie sterownik
dynamiczny ma realizować, to zbieżność rzeczywistych pr ↪edkości podsystemu
nieholonomicznego do pr ↪edkości uzyskiwanych ze sterownika kinematycznego,
a dla podsystemu holonomicznego zbieżność bÃl ↪edów poÃlożenia pojawiaj ↪acych si ↪e
podczas wykonywania różnych zadań, np. śledzenia trajektorii lub ścieżki, do
zera.

W dalszych rozważaniach przedstawimy algorytmy sterowania dynamik ↪a, czyli
sterowniki dynamiczne, projektowane dla nieholonomicznego manipulatora mo-
bilnego typu (nh, h), którego model jest wyrażony we wspóÃlrz ↪ednych pomoc-
niczych dla platformy oraz wspóÃlrz ↪ednych uogólnionych dla manipulatora. Taki
obiekt jest najtrudniejszy do sterowania ze wzgl ↪edu na różne rodzaje wspóÃlrz ↪ed-
nych opisuj ↪acych oba podsystemy. Sterownik dynamiczny dla manipulatora mo-
bilnego typu (nh, nh) może być potraktowany jako szczególny przypadek stero-
wnika dla manipulatora mobilnego (nh, h) z zerowym wektorem wspóÃlrz ↪ednych
uogólnionych, dlatego też sterowanie dla takiego obiektu nie b ↪edzie rozważane
oddzielnie w tym rozdziale.

4.3.1. Przypadek peÃlnej znajomości modelu

Rozważmy dynamik ↪e nieholonomicznego manipulatora mobilnego typu (nh, h)
wyrażon ↪a w postaci

Q∗
(

η̇
q̈r

)
+ C∗

(
η
q̇r

)
+ D∗ = B∗

(
τm

τr

)
, (4.19)

gdzie poszczególne macierze s ↪a dane wzorem (3.13) jako

Q∗ =

[
GT (Q11 + Qm)G GT Q12

Q21G Q22

]
, B∗ =

[
GT B 0

0 I

]
,
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C∗ =

[
GT (C11 + Cm)G + GT (Q11 + Qm)Ġ GT C12

Q21Ġ + C21G C22

]
, D∗ =

(
0
D

)
.

Dla modelu dynamiki (4.19) manipulatora mobilnego typu (nh, h) zaproponu-
jemy kilka algorytmów sterowania: algorytm dokÃladnej linearyzacji, algorytm
dysypatywny oraz algorytm uniwersalny.

Algorytm dokÃladnej linearyzacji

Algorytm dokÃladnej linearyzacji dla manipulatora mobilnego typu (nh, h) [49]
projektuje si ↪e tak jak podobny algorytm dla sztywnego manipulatora [69].

Do modelu (4.19) doÃl ↪aczamy sterowanie postaci
(

τm

τr

)
= (B∗)−1(q)

{
Q∗(q)

(
η̇r −Kmeη

q̈rd −Kdėr −Kper

)
+ C∗(q, q̇)

(
η
q̇r

)

+

(
0

D(qr)

)}
, (4.20)

przy czym bÃl ↪edy s ↪a zdefiniowane nast ↪epuj ↪aco

eη = η − ηr, er = qr − qrd, ėr = q̇r − q̇rd.

Wartości zmiennych stanu qT = (qm, qr), wymagane do obliczenia macierzy mo-
delu, uzyskiwane s ↪a zarówno z równań dynamiki, jak i z równań kinematyki.
Symbolem eη oznaczono różnic ↪e pomi ↪edzy rzeczywistymi pr ↪edkościami podsyste-
mu nieholonomicznego η a pr ↪edkościami ηr projektowanymi w sterowniku kine-
matycznym. Z kolei bÃl ↪ad er jest to bÃl ↪ad pomi ↪edzy zadan ↪a trajektori ↪a (zadan ↪a
konfiguracj ↪a) a rzeczywist ↪a trajektori ↪a (rzeczywist ↪a konfiguracj ↪a) manipulatora.
W przypadku gdy manipulator jest podsystemem holonomicznym, sterowanie do
punktu jest szczególnym przypadkiem śledzenia trajektorii staÃlej qrd(t) = const.

Z kolei macierze Km,Kd i Kp

Km = KT
m > 0, Kd = KT

d > 0, Kp = KT
p > 0

to symetryczne i dodatnio określone macierze regulacji. Z tak zdefiniowany-
mi parametrami sterowania, wykorzystuj ↪ac odwracalność rzeczywistej macierzy
bezwÃladności Q∗, otrzymujemy nast ↪epuj ↪ace równania bÃl ↪edów

ėη + Kmeη = 0,

ër + Kdėr + Kper = 0,

które s ↪a eksponencjalnie stabilne.
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Algorytm dysypatywny

Rozważmy model manipulatora mobilnego (4.19) wyrażony we wspóÃlrz ↪ednych
(η, qr). Możemy zaproponować nast ↪epuj ↪acy algorytm sterowania dynamik ↪a, za-
pewniaj ↪acy realizacj ↪e zadań przez oba podsystemy
(

τm

τr

)
= (B∗)−1

{
Q∗

(
η̇r

q̈ref

)
+ C∗

(
ηr

q̇ref

)
+

(
0
D

)
− (K + CK)

(
eη

s

)}

(4.21)
gdzie wielkości eη i s zdefiniowane jako

(
eη

s

)
=

(
η − ηr

q̇r − q̇ref

)
=

(
η − ηr

ėr + Λer

)
, er = qr − qrd,

oznaczaj ↪a odpowiednio bÃl ↪ad pomi ↪edzy rzeczywistymi pr ↪edkościami podsystemu
nieholonomicznego η a pr ↪edkościami projektowanymi w sterowniku kinematy-
cznym ηr (dla platformy) oraz zmienn ↪a ślizgu s (dla manipulatora). Jak widać,
zmienna s jest zdefiniowana analogicznie do zmiennej ślizgu w algorytmie Slo-
tine’a i Li [81]. Z kolei macierze K i Λ równe

K =

[
K1 0
0 K2

]
, Λ = ΛT > 0

s ↪a symetrycznymi i dodatnio określonymi macierzami regulacji. Równanie ukÃladu
(4.19) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego (4.21) ma postać

Q∗
(

ėη

ṡ

)
+ (C∗ + CK)

(
eη

s

)
+ K

(
eη

s

)
= 0.

Macierz CK jest macierz ↪a korekcji zapewniaj ↪ac ↪a speÃlnienie warunku skośnej sy-
metrii (3.22) pomi ↪edzy macierzami Q∗ i C∗, który dla manipulatorów umieszczo-
nych na koÃlowych platformach mobilnych nie jest speÃlniony [22].

Algorytm uniwersalny

Uniwersalny algorytm sterowania dynamik ↪a manipulatora mobilnego jest w rze-
czywistości dynamiczn ↪a wersj ↪a algorytmu dysypatywnego [44], [50]. Sterowanie
w tym algorytmie jest zdefiniowane wzorem

(
τm

τr

)
= (B∗)−1

{
Q∗

(
η̇r

q̈ref

)
+ C∗

(
ηr

q̇ref

)
+

(
0
D

)
− (K(t) + CK)

(
eη

s

)}
,
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gdzie wszystkie zmienne i parametry s ↪a takie jak w algorytmie dysypatywnym,
jedynie macierze sterowania maj ↪a wzmocnienia zależne od czasu, adaptowane jak
w ukÃladzie uniwersalnym

K1(t) = K1 diag {k1i(t)} , k1i(t) =
∫ t

0
e2
ηi(τ)dτ, k1i(0) > 0,

K2(t) = K2 diag {k2j(t)} , k2j(t) =
∫ t

0
s2
j (τ)dτ, k2j(0) > 0,

gdzie K1 i K2 s ↪a pewnymi skaluj ↪acymi wspóÃlczynnikami dodatnimi. Dowód
zbieżności algorytmu uniwersalnego jest analogiczny do dowodu algorytmu dysy-
patywnego, należy jednakże wykazać również zbieżność sygnaÃlów K1(t) i K2(t),
czyli wzmocnień w p ↪etli sprz ↪eżenia zwrotnego, do skończonej granicy. Dowód ten
można znaleźć w [48].

4.3.2. Przypadek parametrycznej nieznajomości modelu

W przypadku nieznanego modelu dynamiki nieholonomicznego manipulatora mo-
bilnego mog ↪a wyst ↪apić: nieznajomość parametryczna oraz nieznajomość struktu-
ralna. Z nieznajomości ↪a parametryczn ↪a modelu mamy do czynienia, gdy znane
s ↪a siÃly dziaÃlaj ↪ace na obiekt (znana jest postać funkcyjna oddziaÃlywań), lecz nie
s ↪a znane wspóÃlczynniki stoj ↪ace przed tymi funkcjami. W takiej sytuacji naj-
cz ↪eściej stosuje si ↪e w praktyce algorytmy adaptacyjne wymagaj ↪ace bież ↪acej esty-
macji nieznanych parametrów [2], [4], [70], a także algorytmy odporne, wyko-
rzystuj ↪ace znajomość przedziaÃlów, w których parametry te s ↪a określone [81],
[87]. Dla nieznajomości strukturalnej zarezerwowane s ↪a algorytmy odporne na
określony rodzaj zaburzeń [23] lub algorytmy uniwersalne [46], [50]. W dalszych
rozważaniach ograniczymy si ↪e do przypadku nieholonomicznych manipulatorów
mobilnych (nh, h) z parametryczn ↪a nieznajomości ↪a modelu dynamiki.

Z teorii sterowania adaptacyjnego dla sztywnych robotów manipulacyjnych
wiadomo, że model dynamiki można sparametryzować liniowo [74], [87]. To oz-
nacza, że przy odpowiednim wyborze nieznanych parametrów dynamik ↪e można
przedstawić jako iloczyn macierzy regresji Y utworzonej przez znane funkcje
poÃlożenia, pr ↪edkości i przyspieszeń oraz wektora nieznanych staÃlych parametrów
a, które zależ ↪a od parametrów mechanicznych, takich jak masy, momenty bez-
wÃladności Ãladunku, przegubów, platformy mobilnej, kóÃl itp.

Q∗(q, a)ż + C∗(q, z, a)z + D∗(q, a)− CK(q, z, a)e = Y (ż, z, e, z, q)a, (4.22)

gdzie dla uproszczenia notacji symbolem z oznaczono wektor pr ↪edkości

z =

(
η
q̇r

)
.
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Pierwszy argument macierzy Y jest przyspieszeniem, przez które mnożona jest
macierz bezwÃladności Q∗, drugi argument to pr ↪edkość stoj ↪aca za macierz ↪a Corio-
lisa C∗, trzeci argument to wektor, przez który mnożona jest macierz korekcji CK .
PozostaÃle elementy w macierzy Y to poÃlożenia i pr ↪edkości b ↪ed ↪ace argumentami
wszystkich macierzy modelu. Warto zauważyć, że macierz korekcji CK , która jest
liniow ↪a kombinacj ↪a macierzy Q̇∗ i C∗, może być wyrażona jako funkcja zależna
od tych samych argumentów, co obie wspomniane macierze.

Dla przypadku parametrycznej nieznajomości modelu dynamiki można zas-
tosować adaptacyjne wersje algorytmów sterowania dynamik ↪a podanych poprzed-
nio dla peÃlnej znajomości modelu. Ponieważ jednak algorytm dokÃladnej linea-
ryzacji w wersji adaptacyjnej cechuje si ↪e duż ↪a zÃlożoności ↪a obliczeniow ↪a i niesta-
bilności ↪a numeryczn ↪a, gdyż wymaga odwracania estymowanej macierzy bezwÃlad-
ności (patrz [4]), wi ↪ec w dalszych rozważaniach zostanie on pomini ↪ety ze wzgl ↪edu
na maÃl ↪a przydatność praktyczn ↪a.

Adaptacyjny algorytm uniwersalny

Rozważmy nast ↪epuj ↪ace sterowanie dla nieholonomicznych manipulatorów mobil-
nych (nh, h), zaproponowane w pracy [51]

(
τm

τr

)
= (B∗(q))−1

{
Q∗(q, â)

(
η̇r

q̈ref

)
+ C∗(q, z, â)

(
ηr

q̇ref

)
+ D∗(q, â)

−CK(q, z, â)

(
eη

s

)
−K(t)

(
eη

s

)}

= (B∗(q))−1 {Y (żr, zr, e, z, q)â(t)−K(t)e} , (4.23)

gdzie bÃl ↪edy s ↪a zdefiniowane nast ↪epuj ↪aco

e =

(
η − ηr

q̇r − q̇ref

)
=

(
eη

s

)
=

(
eη

ėr + Λer

)
,

er = qr − qrd,
Λ = ΛT > 0.

(4.24)

Wyrażenie â(t) jest wektorem bież ↪acych estymat nieznanych parametrów. Ma-
cierz K(t) jest macierz ↪a wzmocnień lokalnych dynamicznych sterowników uni-
wersalnych, obliczanych w nast ↪epuj ↪acy sposób

K(t) =

[
K1(t) 0

0 K2(t)

]
, Ki(t) = diag{Kij(t)}, i = 1, 2, (4.25)

przy czym Kij(0) musz ↪a być wi ↪eksze niż 0. Każdy z lokalnych sterowników
uniwersalnych ma wzmocnienie adaptowane zgodnie z reguÃl ↪a

K̇1k(t) =| eηk(t) |2, k = 1, ..., m, K̇2l(t) =| sl(t) |2, l = 1, ..., p. (4.26)
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Prawo adaptacji nieznanych parametrów jest dane równaniem

˙̂a(t) = ˙̃a(t) = −Γ−1Y T (żr, zr, e, z, q)e, (4.27)

gdzie symbol ã(t) = â(t) − a oznacza bÃl ↪ad estymacji nieznanych parametrów,
zaś macierz Γ = ΓT > 0 jest nazywana macierz ↪a wzmocnień adaptacyjnych i ma
staÃl ↪a wartość.

W kolejnych rozdziaÃlach pokażemy, że proponowane algorytmy sterowania dy-
namik ↪a speÃlniaj ↪a swoj ↪a rol ↪e, gwarantuj ↪ac asymptotyczn ↪a zbieżność bÃl ↪edów pow-
staÃlych podczas regulacji do zera.



5. Wybrane algorytmy
sterowania kinematyk ↪a

W rozdziale 4.1 omówiono metod ↪e projektowania algorytmów sterowania dla
ukÃladów z ograniczeniami nieholonomicznymi – caÃlkowanie wsteczne. Wymaga
ona jednoczesnego zastosowania dwóch sterowników, mianowicie sterownika kine-
matycznego i dynamicznego. Zaprojektowanie algorytmu sterowania na poziomie
kinematycznym jest zadaniem trudnym, dlatego w wielu pracach podejmowany
jest ten temat. W tym rozdziale zostan ↪a przedstawione wybrane algorytmy
sterowania kinematyk ↪a ukÃladów nieholonomicznych, b ↪ed ↪ace cz ↪eści ↪a zÃlożonych
sterowników przedstawionych w kolejnych rozdziaÃlach, realizuj ↪acych różne zada-
nia dla nieholonomicznych manipulatorów mobilnych.

5.1. Algorytmy śledzenia trajektorii

Wśród wielu algorytmów śledzenia trajektorii dla różnych ukÃladów sterowania ist-
nieje tylko jeden ogólny algorytm śledzenia trajektorii dla ukÃladów Ãlańcuchowych
[33], który można zastosować do sterowania manipulatorem z nieholonomicznymi
sprz ↪egÃlami. Z kolei do sterowania zapewniaj ↪acego śledzenie trajektorii przez
koÃlowe platformy mobilne mog ↪a być użyte zarówno algorytmy ogólnego przez-
naczenia, takie jak algorytm linearyzacji dynamicznej [8], jak i algorytmy spe-
cjalizowane, przeznaczone dla wybranych klas nieholonomicznych platform mo-
bilnych [39], [77].

5.1.1. Śledzenie trajektorii ukÃladów Ãlańcuchowych

Algorytm ten zostaÃl podany w 1999 roku przez Jianga i Nijmeijera w pracy [33].
Ze wzgl ↪edu na jego obszerność w rozważaniach ograniczymy si ↪e do algorytmu dla
ukÃladu 4-wymiarowego, jednak jest on rekurencyjny i może być zastosowany do
ukÃladu Ãlańcuchowego o dowolnym skończonym wymiarze.
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Rozważmy system nieholonomiczny przedstawiony w postaci Ãlańcuchowej

ż1 = u1,
ż2 = u2,
ż3 = z2u1,
ż4 = z3u1,

(5.1)

który ma śledzić zadan ↪a trajektori ↪e zd(t) = (z1d(t), z2d(t), z3d(t), z4d(t))T . Trajek-
toria zadana musi być dopuszczalna, czyli taka, aby w każdej chwili byÃlo możliwe
przemieszczanie manipulatora z równoczesnym speÃlnieniem ograniczeń nieholo-
nomicznych. To oznacza, że śledzona trajektoria zd musi być generowana przez
równania ograniczeń

ż1d = u1d,
ż2d = u2d,
ż3d = z2du1d,
ż4d = z3du1d,

(5.2)

gdzie ud = (u1d, u2d) jest pewnym zadanym sterowaniem, niezb ↪ednym do realiza-
cji ruchu na trajektorii zd.

Aby do kinematyki danej równaniem (5.1) zastosować algorytm zapropono-
wany przez Jianga i Nijmeijera, zdefiniujmy najpierw podstawowe bÃl ↪edy śledzenia
trajektorii jako

xe = z − zd.

Wprowadźmy nast ↪epnie zmodyfikowane bÃl ↪edy śledzenia równe

e1 = x4e − z3x1e,
e2 = x3e − z2x1e,
e3 = x2e,
e4 = x1e.

(5.3)

PrzeksztaÃlcenie pomi ↪edzy podstawowymi bÃl ↪edami śledzenia xe a zmodyfikowany-
mi bÃl ↪edami śledzenia e jest globalnym liniowym, ale zależnym od stanu, dyfeomor-
fizmem dla każdej trajektorii zadanej, dlatego asymptotyczna zbieżność bÃl ↪edów
e → 0 implikuje asymptotyczn ↪a zbieżność bÃl ↪edów śledzenia xe → 0, co zapewnia
realizacj ↪e śledzenia trajektorii.

W nowych wspóÃlrz ↪ednych równania kinematyki (5.1) można wyrazić jako

ė1 = u1de2 − z2e4(u1 − u1d),
ė2 = u1de3 − e4u2,
ė3 = u2 − u2d,
ė4 = u1 − u1d.

(5.4)
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Procedura projektowania sterownika kinematycznego dla równań (5.4) jest oparta
na algorytmie caÃlkowania wstecznego.

Rozważmy pierwszy podsystem ukÃladu (5.4)

ė1 = u1de2 − z2e4(u1 − u1d),

dla którego e2 speÃlnia rol ↪e wirtualnego sterowania, a u1d i e4 s ↪a pewnymi funk-
cjami czasu. Przyjmijmy ē1 = e1. Dla tego podsystemu wybierzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a
funkcj ↪e Lapunowa

V1(ē1) =
1
2
ē2
1. (5.5)

WzdÃluż trajektorii pierwszego podsystemu (5.4) otrzymujemy wówczas

V̇1 = u1dē1e2 − z2(u1 − u1d)e4ē1. (5.6)

Widać, że e2 = α1(e1) = 0 stabilizuje ukÃlad, jeśli e4 = 0. Wprowadźmy wi ↪ec
now ↪a zmienn ↪a

ē2 = e2 − α1(e1).

Używaj ↪ac wprowadzonej definicji, można pochodn ↪a funkcji Lapunowa wyrazić
w postaci

V̇1 = u1dē1ē2 − z2(u1 − u1d)e4ē1. (5.7)

Post ↪epuj ↪ac analogicznie dla kolejnych podsystemów ukÃladu (5.4) i definiuj ↪ac
rekurencyjnie funkcje Lapunowa jako

Vi =
1
2
ē2
1 + ... +

1
2
ē2
i ,

można pochodne kolejnych funkcji Lapunowa przedstawić w ogólnej postaci

V̇i = u1dēi(ei+1 − αi)− hi(e, z)(u1 − u1d)en,

gdzie hi(e, z) s ↪a funkcjami zależnymi od stanu, równymi

hi(z, e) =
i∑

j=1

ējzn−j−1 −
i−1∑

j=1

j∑

k=1

ēj+1
∂αj

∂ek
zn−k−1, 2 ≤ i ≤ n− 3.

Ostatecznie, jako sterowanie kinematyczne dla ukÃladu (5.4) należy wybrać nast ↪e-
puj ↪ace sygnaÃly wej́sciowe

u1r = u1d + f
γ−z2(2e1+e3) = α4,

u2r = u2d − c3(e1 + e3)− 2u1de2 = α3,

(5.8)
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gdzie

f = −c4e4 + e2u2d − c3e2(e1 + e3)− 2u1de
2
2,

staÃle c3, c4 > 0 s ↪a parametrami regulacji, natomiast γ > 0 definiuje lokalnie
obszar zbieżności (zależy od wartości pocz ↪atkowych bÃl ↪edów).

WzdÃluż trajektorii ukÃladu (5.4) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego (5.8)
pochodna po czasie funkcji Lapunowa równej

V4 =
1
2
ē2
1 +

1
2
ē2
2 +

1
2
ē2
3 +

γ

2
e2
4 =

1
2
e2
1 +

1
2
e2
2 +

1
2
(e1 + e3)2 +

γ

2
e2
4 (5.9)

speÃlnia nierówność
V̇4 = −c3(e1 + e3)2 − c4e

2
4 ≤ 0. (5.10)

Ponieważ funkcja V4 jest nierosn ↪aca, wi ↪ec ei s ↪a ograniczone. Na mocy lematu
Barbalata (patrz lemat 1, rozdz. 11) można pokazać, że ē3 → 0 i e4 → 0. Z ana-
lizy równań na ˙̄ei wynika, że

lim
t→∞u1dēi = 0, 1 ≤ i ≤ 3,

a wi ↪ec wyrażenie u2
1dV4 d ↪aży do zera. Ponieważ V4 jest malej ↪aca wzdÃluż trajektorii

ukÃladu z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a, oznacza to, że V4 zbiega do pewnej nieujemnej staÃlej
V ∗

4 . Skoro u1d z definicji nie d ↪aży do zera, oznacza to, że V ∗
4 musi być równe 0,

czyli zachodzi ēi → 0, i = 1, 2, 3 oraz e4 → 0, a wi ↪ec także ei → 0, i = 1, ..., 4. To
kończy dowód póÃlglobalnej zbieżności algorytmu.

5.1.2. Śledzenie trajektorii koÃlowych platform mobilnych

Jak wspomniano we wst ↪epie, spośród algorytmów śledzenia trajektorii dla plat-
form mobilnych można wyróżnić algorytmy ogólnego przeznaczenia, np. lineary-
zacj ↪e dynamiczn ↪a, oraz algorytmy dedykowane konkretnym klasom koÃlowych
platform mobilnych z ograniczon ↪a mobilności ↪a. Pierwszy z prezentowanych algo-
rytmów to algorytm o najszerszym zakresie zastosowań – linearyzacja za pomoc ↪a
dynamicznego sprz ↪eżenia zwrotnego.

Linearyzacja dynamiczna

Rozważmy kinematyk ↪e koÃlowej platformy mobilnej wyrażon ↪a w postaci bezdry-
fowego ukÃladu sterowania

q̇m = G(qm)η =
m∑

i=1

gi(qm)ηi, (5.11)
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gdzie zmienne qm ∈ Rn to wspóÃlrz ↪edne uogólnione platformy, pr ↪edkości pomoc-
nicze η ∈ Rm speÃlniaj ↪a rol ↪e sterowań, zaś pola wektorowe gi s ↪a gÃladkie.

Jeśli ukÃlad nie jest caÃlkowicie linearyzowalny przez zmian ↪e bazy (dyfeomor-
fizm) i statyczne sprz ↪eżenie zwrotne, to można osi ↪agn ↪ać peÃln ↪a linearyzacj ↪e poprzez
użycie bardziej ogólnego prawa sterowania o postaci

η = a(qm, χ, ηref),

χ̇ = b(qm, χ, ηref),

gdzie ηref jest pomocniczym wej́sciem do systemu. Aby otrzymać dynamiczne
sprz ↪eżenie zwrotne, należy najpierw wybrać m odpowiednich wyj́sć linearyzuj ↪a-
cych

yi = hi(qm), i = 1, ..., m. (5.12)

Nast ↪epnie do ukÃladu (5.11) z wyj́sciami (5.12) należy zastosować tzw. algorytm
rozszerzenia dynamicznego1, wykorzystuj ↪acy tzw. kompensator Brunovsky’ego
[11]. Idea tego algorytmu polega na ,,opóźnianiu” sygnaÃlów wej́sciowych poprzez
podÃl ↪aczenie integratorów do pewnej kombinacji wej́sć oraz rozszerzeniu przestrzeni
stanu, aby uzyskać rozszerzony i odsprz ↪eżony system

y
(rk)
k = ηref,k k = 1, ...,m, (5.13)

gdzie y
(i)
k oznacza i-t ↪a pochodn ↪a wyj́scia yk po czasie, zaś rk jest stopniem wzgl ↪ed-

nym wyj́scia yk. Ponadto, aby uzyskać peÃln ↪a linearyzacj ↪e, należy rozszerzyć
przestrzeń stanu o tyle zmiennych, aby speÃlniony byÃl warunek

m∑

i=1

ri = ne, (5.14)

gdzie ne jest wymiarem przestrzeni stanu qe po rozszerzeniu go o zmienne χ

qe =

(
qm

χ

)
.

Jeśli warunek (5.14) jest speÃlniony, to możliwe jest przeksztaÃlcenie transformuj ↪ace

1Algorytm ten w literaturze jest nazywany dynamic extension algorithm.
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rozszerzony wektor stanu qe do postaci

ζ = Ψ(qe) =




h1
...

h
(r1−1)
1

...
hm
...

h
(rm−1)
m




, (5.15)

przy czym Ψ jest lokalnym dyfeomorfizmem. W pracy [8] pokazano, że dla każdej
klasy koÃlowych platform mobilnych jest speÃlniona nast ↪epuj ↪aca zależność

y(r) = P (qe) + Kd(qe)ηref , (5.16)

gdzie poszczególne symbole oznaczaj ↪a

y(r) =




y
(r1)
1
...

y
(rm)
m


 , ηref =




ηref,1
...

ηref,m


 ,

Kd(qe) jest kwadratow ↪a macierz ↪a odsprz ↪egania, a wektor P (qr) jest dryfem.
Jeśli Kd(qe) speÃlnia warunek regularności (Kd jest odwracalna), to można za-
gwarantować eksponencjalnie szybkie śledzenie trajektorii wyj́sć linearyzuj ↪acych
dla każdej klasy nieholonomicznych platform mobilnych poprzez zastosowanie
nast ↪epuj ↪acego sterowania

ηref = K−1
d (qe)(−P (qe) + w) (5.17)

z nowym wej́sciem do odsprz ↪eżonego ukÃladu liniowego w, równym

wi = y
(ri)
id −

ri−1∑

j=0

αj
i (y

(j)
i − y

(j)
id ), i = 1, ...,m.

Sterowanie (5.17) gwarantuje, że bÃl ↪ad śledzenia trajektorii ey = y − yd d ↪aży do
zera eksponencjalnie, o ile parametry regulacji αj

i s ↪a wybrane w taki sposób,
aby bieguny ukÃladu liniowego, powstaÃlego z systemu (5.16) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a
sprz ↪eżenia zwrotnego (5.17), leżaÃly w otwartej lewej póÃlpÃlaszczyźnie pÃlaszczyzny
zmiennych zespolonych.
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Najważniejsz ↪a zalet ↪a algorytmu linearyzacji dynamicznej jest możliwość wy-
brania orientacji platformy jako jednego z wyj́sć yi, co oznacza, że jest ona
sterowalna. Dla klas, dla których orientacja nie jest zmienn ↪a wyj́sciow ↪a, możliwość
śledzenia orientacji platformy wynika z istnienia dyfeomorfizmu [8] pomi ↪edzy roz-
szerzon ↪a przestrzeni ↪a stanu qe a zmiennymi ζ.

Kolejne algorytmy dotycz ↪a nieholonomicznych platform mobilnych klasy (2, 0).
Platforma jezdna klasy (2, 0) jest przedstawiona na rysunku 5.1.

X2

2Y

L

Yp Xp

Y1

X1

X0
x

y

Y0

θ

Rys. 5.1. Schemat koÃlowej platformy mobilnej klasy (2, 0) (monocykla)
Fig. 5.1. Schematic of a wheeled mobile platform of (2, 0) class (unicycle)

Stan platformy opisuj ↪a wspóÃlrz ↪edne (x, y, θ, φ1, φ2), gdzie φi jest k ↪atem obrotu
i-tego koÃla. Zgodnie ze wzorami (2.8) i (2.9) na brak poślizgu wzdÃlużnego i bocz-
nego kóÃl konwencjonalnych otrzymujemy ograniczenia

ẋ cos θ + ẏ sin θ −Rφ̇1 = 0,

ẋ cos θ + ẏ sin θ −Rφ̇2 = 0,

ẋ sin θ − ẏ cos θ = 0.

Prowadz ↪a one do nast ↪epuj ↪acych równań kinematyki dla platformy (2, 0)



ẋ
ẏ

θ̇

φ̇1

φ̇2




=




cos θ cos θ
sin θ sin θ

1
L − 1

L
2
R 0
0 2

R




(
η1

η2

)
. (5.18)
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Jak widać, równanie (5.18) ma pi ↪eć zmiennych stanu, przy czym dwa ostatnie
równania

φ̇1 =
2
R

η1, φ̇2 =
2
R

η2

pokazuj ↪a, że pr ↪edkości pomocnicze ηi s ↪a tylko przeskalowanymi pr ↪edkościami
obrotu poszczególnych kóÃl. Wynika st ↪ad, że równania kinematyki można zapisać
w równoważnej postaci jako




ẋ
ẏ

θ̇


 =




cos θ 0
sin θ 0

0 1




(
v
ω

)
, (5.19)

gdzie v = η1 + η2 = R
2 (φ̇1 + φ̇2) jest pr ↪edkości ↪a ruchu post ↪epowego monocykla,

a ω = 1
L(η1 − η2) = R

2L(φ̇1 − φ̇2) jest jego pr ↪edkości ↪a k ↪atow ↪a.
Jak wspomnielísmy we wst ↪epie, aby zapewnić śledzenie trajektorii dla caÃlego

manipulatora mobilnego, niezb ↪edne jest znalezienie algorytmu sterowania zapew-
niaj ↪acego zbieżność wszystkich wspóÃlrz ↪ednych do odpowiadaj ↪acych im trajek-
torii zadanych. Niestety, wi ↪ekszość znanych algorytmów sterowania gwarantuje
śledzenie jedynie dla wspóÃlrz ↪ednych poÃlożenia (x, y). Sterowanie orientacj ↪a dla
platformy (2, 0) wymaga użycia bardziej wyszukanych algorytmów sterowania.
Przedstawimy trzy algorytmy sterowania kinematyk ↪a dla platformy klasy (2, 0):
algorytm Lee, Lee i Tenga [39] oraz dwie wersje algorytmu Samsona.

Algorytm Lee, Lee i Tenga

Rozważmy równanie kinematyki dla platformy klasy (2, 0) dane wzorem (5.18).
Zadaniem platformy jest śledzenie pewnej trajektorii dopuszczalnej, tj. speÃlnia-
j ↪acej równania kinematyki wynikaj ↪ace z istnienia ograniczeń nieholonomicznych
naÃlożonych na ukÃlad




ẋd

ẏd

θ̇d


 =




vd cos θd

vd sin θd

ωd


 . (5.20)

Pr ↪edkość vd i ωd jest to pr ↪edkość liniowa i k ↪atowa, jak ↪a musi mieć ukÃlad, aby
realizować ruch dokÃladnie po trajektorii zadanej (xd, yd, θd).

Aby przedstawić algorytm sterowania, zdefiniujmy najpierw referencyjne bÃl ↪edy
śledzenia wyrażone wzgl ↪edem ukÃladu ciaÃla




xe

ye

θe


 = Rot(Z,−θ)




ex

ey

et


 =




cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1







xd − x
yd − y
θd − θ


 . (5.21)
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Algorytm Lee, Lee i Tenga zapewnia asymptotyczn ↪a zbieżność bÃl ↪edów (xe, ye, θe)
do zera. Ze wzgl ↪edu na nieosobliwość macierzy rotacji w powyższym równaniu
widać, że z asymptotycznej zbieżności bÃl ↪edów odniesienia do zera wynika asym-
ptotyczna zbieżność bÃl ↪edów śledzenia trajektorii (ex, ey, et) do zera. Sterowania
kinematyczne vr, ωr zapewniaj ↪ace zbieżność bÃl ↪edów odniesienia do zera, przed-
stawione w [39], s ↪a nast ↪epuj ↪ace

vr = k0xe + vd cos θe,

ωr = ωd +
β

α
+ k1(θe +

εyeh

1 + Λ
),

β = ε

{
ḣye − hωdxe + hvd sin θe

1 + Λ
− hye

(1 + Λ)2Λ
(yevd sin θe − k0x

2
e)

}
,

α = 1− εhxe

1 + Λ
+

εhθeye

(1 + Λ)2Λ
,

Λ =
√

θ2
e + x2

e + y2
e , (5.22)

gdzie k0, k1 > 0 s ↪a parametrami regulacji, h(t) = 1 + γ cos(t − t0), 0 < γ < 1,
a 0 < ε < 1

2(1+γ) . Jak widać, do celów sterowania należy odpowiednio wybrać
parametry γ i ε.

Zlinearyzowany algorytm Samsona

Rozważmy model kinematyki robota mobilnego klasy (2, 0) dany równaniem
(5.18). Niech trajektoria zadana speÃlnia ograniczenia nieholonomiczne (5.20)
i niech b ↪edzie speÃlnione nast ↪epuj ↪ace zaÃlożenie

ZaÃlożenie 1. Pr ↪edkości zadane monocykla vd i ωd speÃlniaj ↪a warunki

lim
t→∞ vd(t) 6= 0, lim

t→∞ωd(t) 6= 0.

Gdy zróżniczkujemy (5.21), wówczas równania bÃl ↪edów można zapisać jako



ẋe

ẏe

θ̇e


 =




0 ω 0
−ω 0 0
0 0 0







xe

ye

θe


 +




vd cos θe − v
vd sin θe

ωd − ω


 . (5.23)

Zdefiniujmy nowe wej́scia do ukÃladu (5.23) jak nast ↪epuje

u1 = vd cos θe − v, u2 = ωd − ω.

Po zastosowaniu sprz ↪eżenia zwrotnego równania przyjmuj ↪a postać
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


ẋe

ẏe

θ̇e


 =




0 ω 0
−ω 0 0
0 0 0







xe

ye

θe


 +




0
sin θe

0


 vd +




1 0
0 0
0 1




(
u1

u2

)
. (5.24)

Zlinearyzujmy teraz równania (5.24) wokóÃl punktu (xe = 0, ye = 0, θe = 0, u = 0).
Otrzymamy wówczas nast ↪epuj ↪acy ukÃlad zależny od czasu




ẋe

ẏe

θ̇e


 =




0 ωd(t) 0
−ωd(t) 0 vd(t)

0 0 0







xe

ye

θe


 +




1 0
0 0
0 1




(
u1

u2

)
. (5.25)

Jeśli vd i ωd s ↪a staÃle, to otrzymamy stacjonarny ukÃlad liniowy, którego macierz
sterowalności Kalmana jest równa

C =
[

B AB
]

=




1 0 0 0
0 0 −ωd vd

0 1 0 0


 . (5.26)

Widać, że ukÃlad liniowy jest sterowalny (macierz sterowalności jest peÃlnego rz ↪edu),
jeśli vd i ωd s ↪a niezależne od czasu i nie s ↪a jednocześnie równe 0.

Zaproponujmy sterowanie w nast ↪epuj ↪acej postaci

u1 = −k1xe, u2 = −k2sgn(vd)ye − k1θe, k1, k2 > 0.

Dla tak wybranego sterowania równanie zamkni ↪etej p ↪etli ukÃladu jest lokalnie
asymptotycznie stabilne.

Algorytm ten zostaÃl przedstawiony przez Samsona w pracy [76]. Może być on
stosowany tylko do śledzenia trajektorii, dla których vd i ωd s ↪a staÃle, a zwÃlaszcza
do śledzenia okr ↪egów i linii prostych, którymi cz ↪esto aproksymuje si ↪e planowan ↪a
drog ↪e platform mobilnych.

Algorytm Samsona i Ait-Abderrahima

Istnieje możliwość zaprojektowania sterowania dla ukÃladu (5.25), które rozsze-
rza obszar przestrzeni stanu cechuj ↪acy si ↪e lokaln ↪a asymptotyczn ↪a zbieżności ↪a,
a ponadto obejmuje przypadek, gdy zadane pr ↪edkości zależ ↪a od czasu. Jest to
tzw. algorytm Samsona i Ait-Abderrahima [79]. Równania kinematyki wyrażone
za pomoc ↪a referencyjnych bÃl ↪edów śledzenia maj ↪a postać
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


ẋe

ẏe

θ̇e


 =




ωye + vd cos θe − v
−ωxe + vd sin θe

ωd − ω


 . (5.27)

Sterowanie kinematyczne gwarantuj ↪ace śledzenie zadanej trajektorii dopuszczal-
nej jest dane wzorem

vr = k1xe + vd cos θe,

ωr = ωd + k2θe + vdye
sin θe

θe
, (5.28)

gdzie k1, k2 > 0 s ↪a parametrami regulacji. Widać, że sterowanie to jest dobrze
zdefiniowane, gdyż dla θe → 0 wyrażenie sin θe

θe
→ 1.

Wybierzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a funkcj ↪e Lapunowa

V (xe, ye, θe) =
1
2
x2

e +
1
2
y2

e +
1
2
θ2
e .

Pochodna funkcji V liczona wzdÃluż trajektorii ukÃladu (5.27) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a
sprz ↪eżenia zwrotnego (5.28) wynosi

V̇ (xe, ye, θe) = −k1x
2
e − k2θ

2
e ≤ 0.

Na mocy lematu Barbalata (patrz lemat 1, rozdz. 11) można pokazać, że wszyst-
kie bÃl ↪edy referencyjne d ↪aż ↪a do zera, czyli algorytm jest globalnie asymptotycznie
stabilny.

5.2. Algorytmy sterowania do punktu

Spośród algorytmów zapewniaj ↪acych stabilizacj ↪e wokóÃl zadanej konfiguracji moż-
na wyróżnić algorytmy sterowania w p ↪etli zamkni ↪etej (ze sprz ↪eżeniem zwrotnym)
oraz w p ↪etli otwartej (bez sprz ↪eżenia). Sterowanie przez sprz ↪eżenie zwrotne
jest najlepszym rozwi ↪azaniem ze wzgl ↪edów praktycznych, gdyż cechuje si ↪e duż ↪a
odporności ↪a na zakÃlócenia. Wynika to z wykonywania bież ↪acych pomiarów zmien-
nych stanu i użycia zmierzonych wartości do celów regulacji. W literaturze
pojawiÃlo si ↪e również inne podej́scie, w którym wykorzystano tzw. sterowanie
w p ↪etli otwartej [56], [66], [68], [88], [89], zapewniaj ↪ace doj́scie ukÃladu nieholo-
nomicznego do zadanej konfiguracji w skończonym czasie T . Niestety, sterowanie
takie ma wady sterowania w p ↪etli otwartej – jest nieodporne na jakiekolwiek
zakÃlócenia, gdyż nie jest zależne od bież ↪acego stanu ukÃladu nieholonomicznego.
Jedn ↪a z metod sterowania w p ↪etli otwartej jest metoda endogenicznej przestrzeni
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konfiguracyjnej [85], któr ↪a stosuje si ↪e do planowania ruchu. W metodzie tej pewne
uzależnienie obliczeń od stanu ukÃladu uzyskuje si ↪e poprzez poÃl ↪aczenie metody
z ide ↪a sterowania predykcyjnego [67].

Algorytmy stabilizacji w punkcie projektowane dla manipulatorów nieholo-
nomicznych s ↪a algorytmami sterowania w p ↪etli otwartej, natomiast algorytmy
sterowania do punktu dla koÃlowych platform mobilnych s ↪a najcz ↪eściej wybierane
spośród algorytmów ze sprz ↪eżeniem zwrotnym.

5.2.1. Sterowanie do punktu dla ukÃladów Ãlańcuchowych

Przedstawione zostan ↪a trzy algorytmy stabilizacji w punkcie dla ukÃladów Ãlańcu-
chowych, które mog ↪a być wykorzystane dla nieholonomicznych manipulatorów:
algorytm wielomianowy Nakamury, Chunga i Sørdalena [68], algorytm wielo-
mianowy z zatrzymaniem w zadanej konfiguracji, wprowadzony przez autork ↪e
w pracy [56], oraz algorytm sterowania sinusoidalnego sformuÃlowany przez Mur-
raya i Sastry’ego [66]. Wszystkie wspomniane algorytmy s ↪a algorytmami sterowa-
nia w ukÃladzie otwartym.

Algorytm Nakamury, Chunga i Sørdalena

Rozważmy kinematyk ↪e ukÃladu Ãlańcuchowego

ż1 = ν1,
ż2 = ν2,
ż3 = z2ν1,
ż4 = z3ν1.

(5.29)

Niech sygnaÃly steruj ↪ace maj ↪a postać wielomianu

ν1 = b0,
ν2 = c0 + c1t + c2t

2,
b0 =

z1(T )− z1(0)
T

. (5.30)

Wej́scia wielomianowe s ↪a stosowane ze wzgl ↪edu na gÃladkość uzyskiwanych trajek-
torii i Ãlatwość praktycznej realizacji. Sterowanie przeprowadzaj ↪ace ukÃlad (5.29)
ze stanu pocz ↪atkowego z(0) do stanu końcowego z(T ) w skończonym czasie T
jest dane równaniem (5.30), natomiast wspóÃlczynniki ci drugiego wielomianu
steruj ↪acego można obliczyć bezpośrednio poprzez scaÃlkowanie równań stanu ukÃla-
du Ãlańcuchowego. Otrzymuje si ↪e wówczas zależność

Mc + Nz(0) = z(T )

lub bardziej szczegóÃlowo
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


T 1
2T 2 1

3T 3

b0
T 2

2 b0
T 3

6 b0
T 4

12

b2
0

T 3

6 b2
0

T 4

24 b2
0

T 5

60







c0

c1

c2




+




1 0 0

b0T 1 0

b2
0

T 2

2 b2
0T 1







z2(0)

z3(0)

z4(0)




=




z2(T )

z3(T )

z4(T )




.

Jeśli z1(0) 6= z1(T ) (czyli b0 6= 0), to macierz M jest nieosobliwa i wspóÃlczynniki
ci można obliczyć jako

c = M−1(z(T )−Nz(0)). (5.31)

Sterowanie wielomianowe (5.30) ma postać rekurencyjn ↪a i poprzez podnosze-
nie stopnia drugiego wielomianu ν2 pozwala na wysterowanie ukÃladu Ãlańcuchowego
o dowolnym skończonym wymiarze.

Algorytm osi ↪agania zadanej konfiguracji z zatrzymaniem

Algorytm przedstawiony poprzednio pozwala na osi ↪agni ↪ecie w chwili T zadanej
konfiguracji przez ukÃlad Ãlańcuchowy, jednak ze wzgl ↪edu na niezerow ↪a pr ↪edkość
w chwili końcowej po wyÃl ↪aczeniu sterowania nast ↪epuje dalsze przemieszczanie
systemu. W wielu praktycznych zastosowaniach niezb ↪edne jest jednak uzyskanie
algorytmu pozwalaj ↪acego na osi ↪agni ↪ecie zadanej konfiguracji z jednoczesnym za-
trzymaniem ruchu, np. przy ustawianiu palców nieholonomicznych w konfiguracji
umożliwiaj ↪acej pobranie przedmiotu, podej́sciu do przeszkody itp. Z tego powodu
sygnaÃly steruj ↪ace należy zmodyfikować w taki sposób, aby w chwili T nast ↪apiÃlo za-
trzymanie. Podobnie jak w algorytmie Nakamury, Chunga i Sørdalena, sterowa-
nia maj ↪a postać wielomianow ↪a

ν1(t) = b0 + b1t,
ν2(t) = c0 + c1t + c2t

2 + c3t
3.

(5.32)

Aby ukÃlad Ãlańcuchowy (5.29) zatrzymaÃl si ↪e w chwili T , pr ↪edkości poszczególnych
zmiennych stanu w chwili końcowej żi(T ) musz ↪a być równe 0. Ze wzoru (5.29)
wynika, że ukÃlad zatrzyma si ↪e w chwili T , gdy ν1(T ) = ν2(T ) = 0.

WspóÃlczynniki pierwszego wielomianu steruj ↪acego musz ↪a być równe

b0 =
2(z1(T )− z1(0))

T
, b1 =

2(z1(0)− z1(T ))
T 2

,

natomiast wspóÃlczynniki ci drugiego wielomianu steruj ↪acego można obliczyć po
scaÃlkowaniu równań stanu ukÃladu Ãlańcuchowego jako
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Mc + N = z(T )

lub bardziej szczegóÃlowo




M11 M12 M13 M14

M21 M22 M23 M24

M31 M32 M33 M34

M41 M42 M43 M44







c0

c1

c2

c3


 +




N1

N2

N3

0


 =




z2(T )
z3(T )
z4(T )

0


 , (5.33)

gdzie poszczególne elementy równania (5.33) s ↪a równe

M11 = T,

M12 =
T 2

2
,

M13 =
T 3

3
,

M14 =
T 4

4
,

M21 =
T 2

2
b0 +

T 3

3
b1,

M22 =
T 3

6
b0 +

T 4

8
b1,

M23 =
T 4

12
b0 +

T 5

15
b1,

M24 =
T 5

20
b0 +

T 6

24
b1,

M31 =
T 3

6
b2
0 +

5T 4

24
b0b1 +

T 5

15
b2
1,

M32 =
T 4

24
b2
0 +

7T 5

120
b0b1 +

T 6

48
b2
1,

M33 =
T 5

60
b2
0 +

18T 6

720
b0b1 +

T 7

105
b2
1,

M34 =
T 6

120
b2
0 +

77T 7

5880
b0b1 +

T 8

192
b2
1,

M41 = 1,

M42 = T,



5.2. Algorytmy sterowania do punktu 71

M43 = T 2,

M44 = T 3,

N1 = z2(0),

N2 = z3(0) + z2(0)b0T +
T 2

2
z2(0)b1,

N3 = z4(0) + z3(0)(b0T +
T 2

2
b1) + z2(0)

(
T 2

2
b2
0 +

T 3

2
b0b1 +

T 4

8
b2
1

)
.

Macierz M jest nieosobliwa, jeśli z1(0) 6= z1(T ), czyli b0 6= 0. WspóÃlczynniki ci

sterowania wielomianowego ν2 można wówczas obliczyć ze wzoru

c = M−1 (z(T )−N) .

Podobnie jak w przypadku algorytmu Nakamury, Chunga i Sørdalena, sterowa-
nie ma postać rekurencyjn ↪a – podnosz ↪ac stopień drugiego wielomianu można
wysterować ukÃlad Ãlańcuchowy o dowolnym wymiarze.

Sterowanie sinusoidalne

Idea sterowania sinusoidalnego pochodzi od Murraya i Sastry’ego [66]. Prezen-
towany algorytm należy, podobnie jak algorytm Nakamury, Chunga i Sørdalena
oraz algorytm z zatrzymaniem, do algorytmów sterowania w ukÃladzie otwartym.

Aby pokazać przydatność sterowania okresowego, ograniczymy si ↪e do naj-
prostszego ukÃladu Ãlańcuchowego, a mianowicie

ż1 = u1,
ż2 = u2,
ż3 = z2u1.

(5.34)

Zadanie polega na znalezieniu w przedziale czasu [0, T ] takiego sterowania u(t) =
(u1(t), u2(t))T , które przeprowadzi ukÃlad ze stanu pocz ↪atkowego z(0) do zadanego
stanu końcowego z(T ) oraz b ↪edzie zużywaÃlo minimum energii, tzn. b ↪edzie mini-
malizować caÃlk ↪e

∫ T

0
uT u dt =

∫ T

0
(u2

1 + u2
2) dt. (5.35)

Równania ukÃladu (5.34) można potraktować jako równania zmiennych stanu
z speÃlniaj ↪acych dodatkowe ograniczenie

ż3 − z2u1 = ż3 − z2ż1 = 0. (5.36)
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W celu znalezienia optymalnego sterowania dla ukÃladu (5.34) tworzymy la-
granżian postaci

L(z, ż) =
2∑

i=1

ż2
i + Λ(t)(ż3 − z2ż1), (5.37)

gdzie Λ(t) jest niezdeterminowanym mnożnikiem Lagrange’a. Po podstawieniu
podanego funkcjonaÃlu L(z, ż) do równań Eulera–Lagrange’a

d

dt

(
∂L

∂ż

)
− ∂L

∂z
= 0

otrzymujemy nast ↪epuj ↪ace rozwi ↪azanie

u1(t) = u1(0) cos
Λ
2

t + u2(0) sin
Λ
2

t,

u2(t) = −u1(0) sin
Λ
2

t + u2(0) cos
Λ
2

t, (5.38)

gdzie Λ = const.
Po wstawieniu sterowań (5.38) do równań ukÃladu (5.34) można obliczyć tra-

jektorie ukÃladu Ãlańcuchowego jako

z1(t) = C1 +
2u1(0)

Λ
sin

Λ
2

t− 2u2(0)
Λ

cos
Λ
2

t,

z2(t) = C2 +
2u1(0)

Λ
cos

Λ
2

t +
2u2(0)

Λ
sin

Λ
2

t, (5.39)

z3(t) = C3 +
∫ t

0
z2(τ)u2(τ) dτ,

gdzie C1, C2 i C3 s ↪a staÃlymi caÃlkowania. Jeśli rozważymy przypadek szczególny

z1(0) = z1(T ),
z2(0) = z2(T ), (5.40)
z3(0) 6= z3(T ),

to możemy pokazać, że

Λ =
4kπ

T
, k 6= 0,

przy czym k jest liczb ↪a caÃlkowit ↪a. Widać wi ↪ec, że sterowanie minimalnoenergety-
czne jest okresowe. Wykorzystuj ↪ac powyższ ↪a wÃlasność, można określić strategi ↪e
sterowania dla ukÃladu Ãlańcuchowego o n-wymiarowej przestrzeni stanu.
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Krok 1. Dzielimy horyzont sterowania na (n− 1) równych przedziaÃlów

[0, τ ], [τ, 2τ ], ..., [(n− 2)τ, T ], τ =
T

n− 1
.

Krok 2. Na odcinku czasu [0, τ ] za pomoc ↪a staÃlego sterowania przeprowadzamy
ukÃlad ze stanu z1(0), z2(0) do stanu z1(T ), z2(T ). Sterowanie takie dla
t ∈ [0, τ ] musi być równe

u1(t) =
z1(T )− z1(0)

τ
= const,

u2(t) =
z2(T )− z2(0)

τ
= const. (5.41)

Efektem dziaÃlania sterowania (5.41) jest także zmiana pozostaÃlych wspóÃl-
rz ↪ednych z3, ..., zn, które nie s ↪a równe swoim wartościom końcowym. I tak
na przykÃlad

z3(τ) = z3(0) + u1z2(0) +
1
2
τ2u1u2 6= z3(T ).

Krok 3. W przedziale czasu [τ, 2τ ] przeprowadzamy wspóÃlrz ↪edn ↪a z3(τ) do jej zadanej
wartości końcowej z3(T ) za pomoc ↪a sterowania okresowego

u1(t) = a21 sinωt,

u2(t) = a22 cosωt, (5.42)

gdzie

ω =
2π

τ
=

4π

T
.

Jednocześnie wszystkie dotychczas wysterowane wspóÃlrz ↪edne w chwili koń-
cowej wracaj ↪a do poprzednio osi ↪agni ↪etej wartości zadanej

z1(2τ) = z1(T ),
z2(2τ) = z2(T ),

z3(2τ) 6= z3(τ) +
a21a22τ

2

4π
= z3(T ), (5.43)

...
zn(2τ) 6= zn(T ).
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W celu wyznaczenia wartości amplitud sterowań a2i należy określić wartość
liczbow ↪a jednego parametru, np. a22, w taki sposób, aby sterowanie w chwi-
li τ byÃlo ci ↪agÃle, a nast ↪epnie wyznaczyć drugi parametr a21 speÃlniaj ↪acy
warunek (5.43).

Krok i. Post ↪epuj ↪ac analogicznie, tj. za pomoc ↪a sterowań dla t ∈ [(i− 2)τ, (i− 1)τ ]
równych

u1(t) = ai1 sinωt,

u2(t) = ai2 cosωt, (5.44)

można wysterować i-t ↪a zmienn ↪a od wartości zi((i−1)τ) do zadanej wartości
końcowej zi(T ).

5.2.2. Sterowanie do punktu dla koÃlowych platform mobilnych

Dla koÃlowych platform mobilnych istnieje algorytm sterowania ogólnego prze-
znaczenia, który za pomoc ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego zależnego od czasu stabilizuje
w zadanej konfiguracji wszystkie klasy nieholonomicznych platform mobilnych.
Algorytm ten, podany przez Pometa w pracy [72], należy do grupy algorytmów,
w których warunek konieczny Brocketta sformuÃlowany w tw. 2 jest speÃlniony
poprzez zastosowanie gÃladkiego sprz ↪eżenia zwrotnego zależnego w sposób jawny
nie tylko od stanu, ale i od czasu. Jak wspomniano w rozdziale 4, takie algorytmy
s ↪a wolnozbieżne.

Twierdzenie 4 (Pomet). Rozważmy ukÃlad sterowania postaci

ẋ = G(x)η =
m∑

k=1

gk(x)ηk, (5.45)

gdzie x ∈ Rn, η ∈ Rm, m < n jest liczb ↪a pr ↪edkości pomocniczych, a gk s ↪a gÃladkimi
polami wektorowymi. ZaÃlóżmy, że powyższy ukÃlad speÃlnia warunki:

1. ∀ x 6= 0

rank {adj
g1

gk | k = 1, ..., m, j ≥ 0}(x) = n, (5.46)

gdzie

dla j ≥ 1 adj
g1

gk(x) = [g1, adj−1
g1

gk](x), ad0
g1

gk(x) = gk(x),
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2. pole wektorowe g1(x) można wyprostować w otoczeniu punktu 0 ∈ Rn (można
wi ↪ec zaÃlożyć, że g1(x) = e1),

3. jest określona pewna funkcja Lapunowa V (t, x)

V (t, x) =
1
2
(x1 + h(t, x2, ..., xn))2 +

1
2
x2

2 + ...
1
2
x2

n, (5.47)

gdzie h(t, x) = h(t, x2, ..., xn) =

(
n∑

i=2

x2
i

)
cos t, (5.48)

4. pola wektorowe gk i funkcja V s ↪a takie, że zachodz ↪a warunki

Lgk
V (t, x) = 0 k = 2, ..., m
∂jh(t,x)

∂tj
= 0 j ≥ 1

}
⇒ x = 0, (5.49)

gdzie Lfλ(x) =
n∑

i=1

∂λ

∂xi
fi(x).

Wówczas 0 jest globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilnym punktem równo-
wagi ukÃladu (5.45) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a nast ↪epuj ↪acego sprz ↪eżenia zwrotnego





η1 = −∂h(t,x)
∂t − k1Lg1V (t, x),

η2 = −k1Lg2V (t, x),
...
ηm = −k1LgmV (t, x).

k1 > 0, (5.50)

Jak wspomniano wcześniej, algorytm ten jest wprawdzie asymptotycznie zbie-
żny do zera, jednak zbieżność ta jest powolna. Ponadto podczas stosowania
tego algorytmu wyst ↪epuje zjawisko gwaÃltownego przeÃl ↪aczania kierunków ruchu,
co może mieć niekorzystny wpÃlyw na mechanik ↪e platformy.

5.3. Algorytmy śledzenia ścieżki

Algorytmy śledzenia ścieżki dla manipulatorów nieholonomicznych do tej pory
nie byÃly publikowane w literaturze, dlatego w tym podrozdziale zostan ↪a przed-
stawione jedynie znane z literatury algorytmy śledzenia ścieżki dla koÃlowych plat-
form mobilnych z ograniczon ↪a mobilności ↪a. Śledzenie ścieżki wszystkich nieholo-
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nomicznych platform mobilnych może być zrealizowane na podstawie tw. 4 po-
danego przez Pometa, co pokazaÃla autorka w pracy [51], lub za pomoc ↪a algo-
rytmów przeznaczonych dla poszczególnych klas. Takim algorytmem jest na
przykÃlad algorytm Samsona gwarantuj ↪acy śledzenie ścieżki dla platformy klasy
(2, 0).

5.3.1. Śledzenie ścieżki koÃlowych platform mobilnych

Jeśli zadaniem zdefiniowanym dla nieholonomicznej koÃlowej platformy mobil-
nej b ↪edzie śledzenie trajektorii, to nie b ↪edzie możliwe zastosowanie algorytmu
Pometa, ponieważ tw. 4 jest sÃluszne jedynie dla ukÃladów bezdryfowych, śledze-
nie trajektorii zaś powoduje powstanie dryfu w równaniach bÃl ↪edu kinematyki
ukÃladu nieholonomicznego [33], [71]. Jednak zadanie śledzenia ścieżki może być
przeksztaÃlcone za pomoc ↪a wspóÃlrz ↪ednych Freneta do postaci wymaganej przez
algorytm Pometa.

Algorytm Pometa dla wspóÃlrz ↪ednych Freneta

W rozdziale 4.2.3 pokazano, że zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace zależności pomi ↪edzy pr ↪ed-
kościami platformy mobilnej wyrażonymi we wspóÃlrz ↪ednych kartezjańskich i krzy-
woliniowych

l̇ = (− sin θr cos θr)

(
ẋ
ẏ

)
, ṡ =

(cos θr sin θr)
1∓ c(s)l

(
ẋ
ẏ

)
, (5.51)

gdzie l jest odlegÃlości ↪a platformy od ścieżki, s jest bież ↪acym parametrem ścieżki
(odlegÃlości ↪a krzywoliniow ↪a od wybranego punktu), c(s) jest krzywizn ↪a ścieżki,
θr jest zadan ↪a orientacj ↪a ścieżki, natomiast ẋ, ẏ można wyrazić np. za pomoc ↪a
równań ograniczeń nieholonomicznych dla platformy mobilnej z ograniczon ↪a mo-
bilności ↪a.

Niech θ̃ = θ − θr b ↪edzie bÃl ↪edem orientacji. W zależności od klasy koÃlowej
platformy mobilnej, zmienne s, l, θ̃ oraz ewentualnie βi, i = 1, 2 stanowi ↪a zbiór
nowych wspóÃlrz ↪ednych dla systemu poruszaj ↪acego si ↪e wzdÃluż ścieżki. Używaj ↪ac
tej parametryzacji i definiuj ↪ac nowe wej́scia, można bÃl ↪ad śledzenia ścieżki wyrazić
w postaci bezdryfowego ukÃladu sterowania

ξ̇ = G̃(ξ)η =
m∑

i=1

gi(ξ)ηi, (5.52)

gdzie dla konkretnych klas koÃlowych platform mobilnych powyższe symbole maj ↪a
nast ↪epuj ↪acy sens
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• klasa (2,0):

Kinematyka platformy należ ↪acej do tej klasy jest opisana równaniami:

ẋ = cos θv,

ẏ = sin θv, (5.53)
θ̇ = ω,

gdzie v i ω oznaczaj ↪a pr ↪edkość liniow ↪a i k ↪atow ↪a platformy.

Ze wzorów (5.51) obliczamy

l̇ = − sin θrẋ + cos θrẏ = − sin θr cos θv + cos θr sin θv

= sin(θ − θr)v = sin θ̃v,

ṡ =
cos θ̃

1∓ c(s)l
v,

˙̃
θ = θ̇ − θ̇r = θ̇ − c(s)ṡ = ω − c(s)

1∓ c(s)l
(cos θrẋ + sin θrẏ)

= ω − c(s)
1∓ c(s)l

(cos θr cos θv + sin θr sin θv)

= ω − c(s) cos θ̃

1∓ c(s)l
v.

BÃl ↪edy śledzenia ścieżki można wtedy przedstawić w postaci

( ˙̃
θ

l̇

)
=

(
1
0

)
u +

(
0

sin θ̃

)
v, (5.54)

z nowym wej́sciem u = ω − c(s) cos θ̃
1∓c(s)l v.

• klasa (2,1):

Kinematyka platformy należ ↪acej do tej klasy jest opisana równaniami:

ẋ = cos(θ + β)v,

ẏ = sin(θ + β)v, (5.55)
θ̇ = ω,

β̇ = ζ,
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gdzie β jest orientacj ↪a koÃla sterowanego (kierownicy), v i ω reprezentuj ↪a
pr ↪edkość liniow ↪a i pr ↪edkość k ↪atow ↪a platformy, a ζ opisuje pr ↪edkość k ↪atow ↪a
orientacji kierownicy.

Ze wzorów (5.51) obliczamy

l̇ = − sin θrẋ + cos θrẏ = − sin θr cos(θ + β)v + cos θr sin(θ + β)v
= sin(θ + β − θr)v = sin(θ̃ + β)v,

ṡ =
cos(θ̃ + β)
1∓ c(s)l

v,

˙̃
θ = θ̇ − θ̇r = θ̇ − c(s)ṡ = ω − c(s)

1∓ c(s)l
(cos θrẋ + sin θrẏ)

= ω − c(s)
1∓ c(s)l

(cos θr cos(θ + β)v + sin θr sin(θ + β)v)

= ω − c(s) cos(θ̃ + β)
1∓ c(s)l

v.

BÃl ↪edy śledzenia ścieżki można wówczas przedstawić w postaci




˙̃
θ

l̇

β̇


 =




1
0
0


 u +




0
sin(θ̃ + β)

0


 v +




0
0
1


 ζ, (5.56)

z nowym wej́sciem u = ω − c(s) cos(θ̃+β)
1∓c(s)l v.

• klasa (1,2):

Kinematyka platformy należ ↪acej do tej klasy jest opisana równaniami:

ẋ = −L(sinβ1 sin(θ + β2) + sinβ2 sin(θ + β1))v,

ẏ = L(sinβ1 cos(θ + β2) + sinβ2 cos(θ + β1))v,

θ̇ = sin(β2 − β1)v, (5.57)
β̇1 = ζ1,

β̇2 = ζ2,

gdzie β1 i β2 to k ↪aty orientacji dwóch niezależnie sterowanych kierownic,
zaś L jest poÃlow ↪a odlegÃlości pomi ↪edzy kierownicami.
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Ze wzorów (5.51) obliczamy

l̇ = − sin θrẋ + cos θrẏ =
= Lv[sin θr(sinβ1 sin(θ + β2) + sinβ2 sin(θ + β1))

+ cos θr(sinβ1 cos(θ + β2) + sinβ2 cos(θ + β1))]
= Lv sinβ1[sin θr sin(θ + β2) + cos θr cos(θ + β2)]

+Lv sinβ2[sin θr sin(θ + β1) + cos θr cos(θ + β1)]
= Lv sinβ1 cos(θ + β2 − θr) + Lv sinβ2 cos(θ + β1 − θr)
= Lv sinβ1 cos(θ̃ + β2) + Lv sinβ2 cos(θ̃ + β1),

ṡ =
−L

1∓ c(s)l
[sinβ1 sin(θ̃ + β2) + sinβ2 sin(θ̃ + β1)],

˙̃
θ = θ̇ − θ̇r = θ̇ − c(s)ṡ = sin(β2 − β1)v − c(s)

1∓ c(s)l
(cos θrẋ + sin θrẏ)

= sin(β2−β1)v+
Lc(s)v

1∓ c(s)l
cos θr[sinβ1 sin(θ + β2) + sinβ2 sin(θ + β1)]

− Lc(s)v
1∓ c(s)l

sin θr[sinβ1 cos(θ + β2) + sinβ2 cos(θ + β1)]

= sin(β2 − β1)v +
Lc(s)v

1∓ c(s)l
sinβ1[cos θr sin(θ + β2)− sin θr cos(θ + β2)]

+
Lc(s)v

1∓ c(s)l
sinβ2[cos θr sin(θ + β1)− sin θr cos(θ + β1)]

= sin(β2 − β1)v +
Lc(s)v

1∓ c(s)l
sinβ1 sin(θ + β2 − θr)

+
Lc(s)v

1∓ c(s)l
sinβ2 sin(θ + β1 − θr)

= sin(β2 − β1)v +
Lc(s)v

1∓ c(s)l
[sinβ1 sin(θ̃ + β2) + sinβ2 sin(θ̃ + β1)].

BÃl ↪edy śledzenia ścieżki można wówczas przedstawić w postaci




β̇1

β̇2
˙̃
θ

l̇




=




1
0
0
0


 ζ1 +




0
1
0
0


 ζ2 +




0
0

g33(ξ)
g34(ξ)


 v, (5.58)

gdzie

g33(ξ) = sin(β2 − β1) +
Lc(s)

1∓ c(s)l
[sinβ1 sin(θ̃ + β2) + sinβ2 sin(θ̃ + β1)],
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g34(ξ) = L
(
sinβ1 cos(θ̃ + β2) + sinβ2 cos(θ̃ + β1)

)
.

• klasa (1,1):

Kinematyka platformy należ ↪acej do tej klasy jest opisana równaniami [8]:

ẋ = L sin θ sinβv,

ẏ = −L cos θ sinβv,

θ̇ = − cosβv, (5.59)
β̇ = ζ,

gdzie L jest poÃlow ↪a odlegÃlości pomi ↪edzy osi ↪a Ãl ↪acz ↪ac ↪a koÃla ustalone a środkiem
kierownicy.

Ze wzorów (5.51) obliczamy

l̇ = − sin θrẋ + cos θrẏ = − sin θrL sin θ sinβv − cos θrL cos θ sinβv

= −Lv sinβ(sin θr sin θ + cos θr cos θ) = −Lv sinβ cos(θ − θr)
= −Lv sinβ cos θ̃,

ṡ =
L sinβ sin θ̃

1∓ c(s)l
v,

˙̃
θ = θ̇ − θ̇r = θ̇ − c(s)ṡ = − cosβv − c(s)

1∓ c(s)l
(cos θrẋ + sin θrẏ)

= − cosβv − Lc(s)v
1∓ c(s)l

sinβ(cos θr sin θ − sin θr cos θ)

= − cosβv− Lc(s)v
1∓ c(s)l

sinβ sin(θ−θr) = − cosβv− Lc(s)v
1∓ c(s)l

sinβ sin θ̃.

BÃl ↪edy śledzenia ścieżki można wówczas przedstawić w postaci




β̇
˙̃
θ

l̇


 =




1
0
0


 ζ +




0
g22(ξ)
g23(ξ)


 v, (5.60)

gdzie

g22(ξ) = − cosβ − L
c(s) sin β sin θ̃

1∓ c(s)l
,

g23(ξ) = L sinβ cos θ̃.
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W podanych równaniach, a także w równaniach opisuj ↪acych bÃl ↪edy śledzenia
ścieżki dla pozostaÃlych klas nieholonomicznych platform mobilnych, pomini ↪eto
równanie na ṡ, ponieważ trajektoria nie osi ↪aga zadanej ścieżki, tylko zbliża si ↪e do
niej (śledzenie jest asymptotyczne) [25].

ÃLatwo sprawdzić, że powyższe równania speÃlniaj ↪a zaÃlożenia tw. 4, czyli asym-
ptotyczna stabilizacja ukÃladu, dla którego sterowanie jest generowane za pomoc ↪a
algorytmu Pometa, może być dowiedziona.

Algorytm Samsona dla wspóÃlrz ↪ednych Freneta

W wielu dotychczasowych pracach do rozwi ↪azania zadania śledzenia ścieżki przez
platform ↪e stosowano algorytm Pometa [72]. Zalet ↪a wspomnianego algorytmu
jest możliwość zastosowania do dowolnej klasy nieholonomicznych koÃlowych plat-
form mobilnych, co pokazano w [51]. Jednak algorytm Pometa cechuje powolna
zbieżność oraz przeÃl ↪aczanie kierunków ruchu. Z tych wzgl ↪edów może on być
stosowany tylko w procesie zbliżania si ↪e do ścieżki. Jeżeli jednak wymagany jest
algorytm sterowania zapewniaj ↪acy nie tylko zbieżność do ścieżki, ale także dal-
sze przemieszczanie si ↪e wzdÃluż niej, to należy użyć algorytmu odpowiedniego dla
określonej klasy platform mobilnych. Dla platform klasy (2, 0) takim algorytmem
jest algorytm Samsona [76].

Zgodnie ze wzorem (5.54), bÃl ↪edy śledzenia ścieżki dla platformy (2, 0) można
zapisać jako

l̇ = v sin θ̃,
˙̃
θ = u,

(5.61)

gdzie u jest nowym sterowaniem dla drugiego równania.
Jak pokazano w [8], algorytm Samsona definiuje v i u w taki sposób, że

pr ↪edkość liniowa v nie może zanikać do zera, natomiast u zależy od pr ↪edkości
liniowej platformy. W naszych rozważaniach skoncentrujemy si ↪e na przypadku
v(t) = const 6= 0, ponieważ chcemy, aby platforma poruszaÃla si ↪e ze staÃl ↪a pr ↪edkości ↪a
wzdÃluż ścieżki. Sterowanie kinematyczne Samsona jest wówczas równe

v = const, u = −k2lv
sin θ̃

θ̃
− k3θ̃, k2, k3 > 0. (5.62)

Dla ukÃladu dynamicznego (5.61) wybierzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a funkcj ↪e Lapunowa

Vk(ξ) = k2
l2

2
+

θ̃2

2
. (5.63)
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Nast ↪epnie obliczmy pochodn ↪a funkcji Lapunowa V̇k wzdÃluż trajektorii ukÃladu
(5.61) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego (5.62)

V̇k = k2ll̇ + θ̃
˙̃
θ = −k3θ̃

2 ≤ 0. (5.64)

Ponieważ Vk nie rośnie wzdÃluż trajektorii ukÃladu, oznacza to, że l i θ̃ s ↪a ograni-
czone, i wtedy

V̈k = −2k3θ̃(−k2lv
sin θ̃

θ̃
− k3θ̃)

jest również sum ↪a iloczynów funkcji ograniczonych, co jest równoznaczne z jedno-
stajn ↪a ograniczoności ↪a funkcji V̇k. Z lematu Barbalata wynika wi ↪ec, że V̇k d ↪aży
do zera, czyli θ̃ → 0. Ponieważ θ̃ = 0 jest asymptotycznie stabilnym punktem
równowagi ukÃladu (5.61)–(5.62), Ãlatwo pokazać, że ¨̃

θ jest również ograniczona
(jest sum ↪a iloczynów wyrażeń ograniczonych), a wi ↪ec

˙̃
θ musi d ↪ażyć do zera. We

wzorze (5.62) opisuj ↪acym dynamik ↪e bÃl ↪edu ˙̃
θ wyrażenia k2, v i sin θ̃

θ̃
s ↪a różne od

zera w pobliżu θ̃ = 0, czyli zachodzi l → 0.
Ostatecznie widać wi ↪ec, że

(l, θ̃) = (0, 0)

jest asymptotycznie stabilnym punktem równowagi. To kończy dowód zbieżności
algorytmu kinematycznego Samsona.



6. Sterowanie manipulatorów
mobilnych do punktu

Sterowanie do punktu ma na celu ustawienie manipulatora mobilnego w odpowied-
niej konfiguracji, obejmuj ↪acej zadan ↪a postur ↪e platformy (tj. jej poÃlożenie i orien-
tacj ↪e) oraz określone poÃlożenie przegubów ramienia manipulacyjnego umiesz-
czonego na platformie. Osi ↪agni ↪ecie zadanej konfiguracji jest cz ↪esto punktem
wyj́scia do realizacji kolejnych zadań, jakie ma wykonać manipulator mobilny,
polegaj ↪acych na przykÃlad na pobraniu Ãladunku z ustalonego punktu przestrzeni
roboczej. Informacj ↪e o konieczności ustawienia si ↪e we wskazanej konfiguracji
moduÃl transportowo-wykonawczy, jakim jest manipulator mobilny, otrzymuje za-
zwyczaj od systemu nadrz ↪ednego [73].

Ze wzgl ↪edu na specyfik ↪e budowy manipulatora mobilnego obejmuj ↪ac ↪a dwa
strukturalnie różne podsystemy (platform ↪e mobiln ↪a i rami ↪e manipulacyjne), reali-
zowane zadanie dla każdego z podukÃladów można sformuÃlować nast ↪epuj ↪aco:

• platforma mobilna ma przemieścić si ↪e do ustalonego punktu przestrzeni
i zatrzymać si ↪e w nim z ustalon ↪a orientacj ↪a,

• rami ↪e manipulacyjne ma osi ↪agn ↪ać zadan ↪a konfiguracj ↪e w przestrzeni wew-
n ↪etrznej, czyli przegubowej.

Ponieważ zadanie sterowania do punktu jest realizowane w odmienny sposób
w zależności od budowy nieholonomicznych manipulatorów mobilnych, wi ↪ec należy
je rozważyć oddzielnie dla poszczególnych typów wspomnianych obiektów.

6.1. Sterowanie manipulatora mobilnego (nh, h)
do ustalonej konfiguracji

Rozważmy manipulator mobilny typu (nh, h) opisany równaniami kinematyki
(3.12) wyrażaj ↪acymi wyÃl ↪acznie brak poślizgów kóÃl platformy podczas ruchu

q̇m = G(qm)η
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oraz równaniami dynamiki (4.19) wyrażonymi w wspóÃlrz ↪ednych pomocniczych.
Jak pokazano w rozdziale 4, rozwi ↪azanie problemu sterowania do ustalonej kon-
figuracji wymaga zastosowania procedury caÃlkowania wstecznego [38], a wi ↪ec
znalezienia sterowania kinematycznego rozwi ↪azuj ↪acego problem ograniczeń, a na-
st ↪epnie użycie go do sterowania dynamik ↪a obiektu. Jako algorytm kinematyczny
zostanie użyty algorytm Pometa, przedstawiony w podrozdziale 5.2.2, natomiast
sterowanie dynamik ↪a jest dane równaniem (4.21).

6.1.1. Sterowanie kinematyczne

Algorytm Pometa może być stosowany do realizacji zadania osi ↪agania zadanej
postury przez koÃlowe platformy mobilne z ograniczon ↪a mobilności ↪a. Można poka-
zać, że wszystkie klasy nieholonomicznych platform mobilnych speÃlniaj ↪a zaÃlożenia
tw. 4. W tym celu przeksztaÃlćmy równania kinematyki dowolnej klasy nieholo-
nomicznych platform koÃlowych do nast ↪epuj ↪acej postaci normalnej:

• klasa (2, 0):
wektor stanu ξ = (θ, x, y)T

ξ̇ =




1
0
0


 ω +




0
cos θ
sin θ


 v, (6.1)

• klasa (2, 1):
wektor stanu ξ = (θ, x, y, β)T

ξ̇ =




1
0
0
0


 ω +




0
cos(θ + β)
sin(θ + β)

0


 v +




0
0
0
1


 ζ, (6.2)

• klasa (1, 2):
wektor stanu ξ = (β1, β2, θ, x, y)T

ξ̇ =




1
0
0
0
0




ζ1 +




0
1
0
0
0




ζ2 +




0
0

sin(β2 − β1)
g34(ξ)
g35(ξ)




v, (6.3)



6.1. Sterowanie manipulatora mobilnego (nh, h)... 85

gdzie:

g34(ξ) = −L [sinβ1 sin(θ + β2) + sinβ2 sin(θ + β1)] ,
g35(ξ) = L [sinβ1 cos(θ + β2) + sinβ2 cos(θ + β1)] ,

• klasa (1, 1):

wektor stanu ξ = (β, θ, x, y)T

ξ̇ =




1
0
0
0


 ζ +




0
tan β

L
cos θ
sin θ


 v. (6.4)

Jak widać, równania kinematyki każdej z klas nieholonomicznych platform mo-
bilnych można wyrazić w takiej postaci, aby pierwsze pole wektorowe g1(ξ) byÃlo
wyprostowane. Ponadto w przypadku nieholonomicznych koÃlowych platform mo-
bilnych wykazano [72], [87], że dla modelu kinematyki platformy mobilnej dowol-
nej klasy można znaleźć tak ↪a zmian ↪e wspóÃlrz ↪ednych oraz statyczne sprz ↪eżenie
zwrotne, że powstaÃly w ten sposób nowy ukÃlad sterowania speÃlnia pozostaÃle
zaÃlożenia tw. 4. Na mocy tego twierdzenia prawo sterowania (5.50) podane
przez Pometa zapewnia asymptotyczn ↪a zbieżność postury platformy mobilnej do
postury wymaganej w zadaniu.

6.1.2. Sterowanie dynamiczne

Rozważmy caÃlkowicie znany model dynamiki manipulatora mobilnego (4.19) wy-
rażony we wspóÃlrz ↪ednych pomocniczych. ZaÃlóżmy, że znane s ↪a kinematyczne
pr ↪edkości referencyjne ηr(t) obliczone wedÃlug algorytmu Pometa (5.50), które
rozwi ↪azuj ↪a problem sterowania do punktu dla platformy mobilnej.

Z kolei zadana trajektoria dla przegubów manipulatora pokÃladowego nie zależy
od czasu, czyli jest ustalon ↪a konfiguracj ↪a przegubow ↪a qrd(t) = qrd = const. Warto
wspomnieć, że w przypadku manipulatorów holonomicznych zadanie sterowania
do ustalonej konfiguracji przegubowej (sterowanie do punktu) jest szczególnym
przypadkiem śledzenia trajektorii i może być rozwi ↪azane za pomoc ↪a tych samych
algorytmów, które s ↪a dedykowane zadaniu śledzenia trajektorii.

Zaproponujmy prawo sterowania dynamik ↪a
(

τm

τr

)
= (B∗)−1

{
Q∗

(
η̇r

q̈ref

)
+ C∗

(
ηr

q̇ref

)
+ D∗ − (K + CK)

(
eη

s

)}
, (6.5)
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gdzie symbole s ↪a zdefiniowane jako
(

eη

s

)
=

(
η − ηr

q̇r − q̇ref

)
=

(
η − ηr

ėr + Λer

)
, er = qr − qrd.

Wyrażenie eη oznacza wektor bÃl ↪edów pr ↪edkości pomocniczych – różnic pomi ↪edzy
rzeczywistymi pr ↪edkościami η nieholonomicznej platformy a pr ↪edkościami ηr pro-
jektowanymi w sterowniku kinematycznym. Z kolei zmienna s jest zdefiniowana
analogicznie do zmiennej ślizgu w algorytmie Slotine’a i Li [81], natomiast trajek-
toria qref jest pewn ↪a trajektori ↪a referencyjn ↪a, definiowan ↪a za pomoc ↪a zmiennej
ślizgu s jako

q̇ref = q̇rd − Λer, q̈ref = q̈rd − Λėr.

Macierze K i Λ, równe

K =

[
K1 0
0 K2

]
, Λ = ΛT > 0,

s ↪a symetrycznymi i dodatnio określonymi macierzami regulacji. Macierz CK

jest macierz ↪a korekcji dan ↪a wzorem (3.23), niezb ↪edn ↪a do uzyskania warunku
skośnej symetrii (3.22) pomi ↪edzy macierzami Q∗ i C∗, który dla manipulatorów
umieszczonych na koÃlowych platformach mobilnych nie jest speÃlniony [22]. ÃLatwo
sprawdzić, że równanie zamkni ↪etej p ↪etli (4.19), (6.5) na poziomie dynamicznym
można przedstawić jako

Q∗
(

ėη

ṡ

)
+ (C∗ + CK)

(
eη

s

)
+ K

(
eη

s

)
= 0. (6.6)

6.1.3. Dowód zbieżności

Przed rozpocz ↪eciem rozważań na temat zbieżności bÃl ↪edów śledzenia (6.6) należy
uwzgl ↪ednić wpÃlyw bÃl ↪edów eη na sterowanie kinematyczne (5.50).

Pr ↪edkości referencyjne ηr to sygnaÃly sterowania kinematycznego uzyskiwane
w przypadku idealnym, tzn. bez uwzgl ↪edniania poziomu dynamicznego w rów-
naniach obiektu. Jednak w rzeczywistym przypadku, tj. z uwzgl ↪ednieniem dy-
namiki, jako sterowanie kinematyczne (pr ↪edkości podawane na wej́scia ukÃladu)
należy wzi ↪ać zmodyfikowane sterowania η = ηr + eη równe





η1 = −∂h(t,ξ)
∂t − Lg1V (t, ξ) + eη1 ,

η2 = −Lg2V (t, ξ) + eη2 ,
...
ηm = −LgmV (t, ξ) + eηm ,

(6.7)
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w których wyst ↪epuj ↪a mierzone bÃl ↪edy pr ↪edkości eη. BÃl ↪edy te pojawiaj ↪a si ↪e wtedy,
gdy rzeczywista pr ↪edkość ukÃladu nie może osi ↪agn ↪ać wartości referencyjnej ηr, np.
ze wzgl ↪edu na duż ↪a bezwÃladność obiektu.

Dla systemu (6.6), (6.7) wybierzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a funkcj ↪e Lapunowa

W = V (t, ξ) +
1
2
( eη , s )T Q∗

(
eη

s

)
, (6.8)

gdzie V (t, ξ) jest funkcj ↪a Lapunowa (5.47) dla sterowania kinematycznego, zapro-
ponowan ↪a w tw. 4. Obliczmy pochodn ↪a po czasie funkcji W wzdÃluż trajektorii
ukÃladu z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego (6.6) i ze sterowaniem kinematy-
cznym (6.7), uwzgl ↪edniaj ↪acym oddziaÃlywanie dynamiki

Ẇ = − (Lg1V )2 + eη1Lg1V + ...− (LgmV )2 + eηmLgmV −
(
eT
η sT

)
K

(
eη

s

)

≤ −3
4

(Lg1V )2 −
(

1
2
Lg1V − eη1

)2

− (K1 − 1)e2
η1

+ ...− 3
4

(LgmV )2

−
(

1
2
LgmV − eηm

)2

− (K1 − 1)e2
ηm
− sT K2s ≤ 0.

Ze wzgl ↪edu na zależność funkcji W od czasu, stabilność proponowanego algorytmu
sterowania zostanie wykazana przy pomocy twierdzenia La Salle’a–Yoshizawy
(patrz tw. 7, rozdz. 11).

Widać, że jeśli parametry regulacji s ↪a odpowiednio dobrane, czyli K1 > 1
i K2 > 0, to speÃlnione jest oszacowanie

Ẇ ≤ −
[
3
4

(Lg1V )2 + (K1 − 1)e2
η1

+ ... +
3
4

(LgmV )2 + (K1 − 1)e2
ηm

+ sT K2s

]

= −H(eη, s, LgiV ) ≤ 0, i = 1, ..., m, (6.9)

czyli wszystkie trajektorie ukÃladu z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego speÃl-
niaj ↪a warunek

lim
t→+∞H(eη, s, LgiV ) = 0, i = 1, ...,m. (6.10)

To oznacza, że punkt w przestrzeni stanu manipulatora mobilnego

(eη, s, LgiV ) = (0, 0, 0), i = 1, ...,m,

jest asymptotycznie stabilnym punktem równowagi.
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Kolejn ↪a wÃlaściwości ↪a, któr ↪a należy pokazać, jest fakt, że warunek LgiV = 0
dla i = 1, ..., m zapewnia zbieżność zmiennych ξ platformy do 0 oraz że s = 0
gwarantuje osi ↪agni ↪ecie przez manipulator ustalonej konfiguracji. Jednak zbież-
ność ξ do 0 jest konsekwencj ↪a zaÃlożenia (5.49) twierdzenia 4, gdyż z postaci
funkcji h(t, ξ) danej wzorem (5.48) wynika natychmiast

∂jh(t, ξ)
∂tj

= 0 ⇒ ξ = 0,

natomiast dla ramienia manipulacyjnego zadany punkt w przestrzeni przegubowej
qrd(t) = qrd jest szczególnym przypadkiem trajektorii i zachodzi dla niego zbież-
ność

s = ėr + Λer = 0, er = qr − qrd,

jeśli Λ = ΛT > 0. To kończy dowód.

6.2. Sterowanie manipulatora mobilnego (nh, nh)
do ustalonej konfiguracji

W manipulatorach mobilnych typu (nh, nh) ograniczenia nieholonomiczne s ↪a
naÃlożone na ruch każdego z podsystemów skÃladowych. Podobnie jak dla mani-
pulatorów typu (nh, h), aby rozwi ↪azać zadanie sterowania do punktu dla takiego
obiektu, należy zastosować sterowanie kinematyczne, np. przedstawione w roz-
dziale 5.2, a nast ↪epnie otrzymane pr ↪edkości referencyjne użyć do zaprojektowania
sterowania obiektem uwzgl ↪edniaj ↪acego również jego równania dynamiki.

Jak pokazano w rozdziale 5.2, algorytmy prezentowane w literaturze dzia-
Ãlaj ↪a w otwartej lub zamkni ↪etej p ↪etli sprz ↪eżenia zwrotnego. W rozdziale 6.1
dowiedziono, że wybór algorytmu kinematycznego ze sprz ↪eżeniem zwrotnym od
stanu gwarantuje osi ↪agni ↪ecie celu sterowania, jakim jest np. ustawienie manipu-
latora mobilnego w zadanej konfiguracji. W dalszej cz ↪eści rozdziaÃlu pokazano,
jak uwzgl ↪ednienie równań dynamiki wpÃlywa na zachowanie podukÃladu, w którym
sterowanie kinematyczne jest projektowane bez sprz ↪eżenia zwrotnego.

6.2.1. Sterowanie kinematyczne

Aby sprawdzić, jak dynamika wpÃlywa na trajektorie podsystemu nieholonomicz-
nego, dla którego użyto sterowania kinematycznego bez sprz ↪eżenia zwrotnego,
rozważmy najprostszy ukÃlad Ãlańcuchowy
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ẋ1 = u1,
ẋ2 = u2,
ẋ3 = x2u1,

(6.11)

w którym sterowanie kinematyczne ma postać wielomianow ↪a podan ↪a przez Naka-
mur ↪e, Chunga i Sørdalena

u1 = b0,
u2 = c0 + c1t,

(6.12)

ze wspóÃlczynnikami b0, c0 i c1 obliczonymi ze wzorów (5.30) i (5.31). Jak wspom-
niano w rozdziale 6.1, wzi ↪ecie pod uwag ↪e równań dynamiki w modelu sterowanego
obiektu powoduje konieczność uwzgl ↪ednienia dodatkowych bÃl ↪edów eη = η − ηr,
które pochodz ↪a od poziomu dynamicznego i na poziomie kinematycznym musz ↪a
zostać uwzgl ↪ednione jako zakÃlócenie. Dostajemy wówczas zmodyfikowane stero-
wanie kinematyczne postaci

u1 = b0 + eη1,
u2 = c0 + c1t + eη2.

(6.13)

Takie sterowanie zastosowane do równań (6.11) generuje nast ↪epuj ↪ace trajektorie

x1(t) = x1(0) + b0t +
∫ t

0
eη1dτ,

x2(t) = x2(0) + c0t +
1
2
c1t

2 +
∫ t

0
eη2dτ, (6.14)

x3(t) = x3(0) + x2(0)b0t +
1
2
c0b0t

2 +
1
6
c1b0t

3 +
∫ t

0
x2eη1dτ

+
∫ t

0
(b0 + eη1)dτ

∫ t

0
eη2dσ.

WspóÃlczynniki wielomianów steruj ↪acych b0, c0 i c1 s ↪a projektowane w taki
sposób, aby w określonym horyzoncie czasowym T , przy nieobecnych zakÃlóceniach,
zmienne stanu osi ↪agn ↪eÃly zadane wartości x1(T ), x2(T ) i x3(T ). Aby jednak
uzyskać tak ↪a zależność w równaniach zaburzonych (6.14), wszystkie caÃlki za-
wieraj ↪ace bÃl ↪edy eη1 i eη2 musiaÃlyby w chwili T równać si ↪e zero. Ponieważ jednak
zastosowanie równolegle sterowania kinematycznego i dynamicznego zapewnia
zbieżność do zera bÃl ↪edów eη, nie zaś ich caÃlek, to wyrażenia caÃlkowe w równaniach
stanu nie s ↪a równe zeru. Wynika st ↪ad, że wprawdzie rami ↪e manipulacyjne za-
trzyma si ↪e po czasie T , jednak nie w wymaganej konfiguracji. Wielkość prze-
suni ↪ecia (niedokÃladności pozycjonowania) zależy od przebiegu bÃl ↪edów eη i można
j ↪a zbadać symulacyjnie.
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Rys. 6.1. WpÃlyw sterownika dynamicznego o wzmocnieniu K = 80
na zachowanie ukÃladu. Linia kropkowana – konfiguracja kinematyczna
(hipotetyczna), linia ci ↪agÃla – rzeczywista konfiguracja przegubów:

a) k ↪at x1, b) k ↪at x2, c) k ↪at x3

Fig. 6.1. Influence of the dynamical controller with gain K = 80 on the
behavior of the system. Dotted line – ideal kinematic configuration,

solid line – real configuration of robot joints: a) joint x1, b) joint x2, c) joint x3
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W tym celu przeprowadzono badania symulacyjne zachowania nieholonomicz-
nego trójwahadÃla, w którym jako algorytmu kinematycznego, gwarantuj ↪acego
osi ↪agni ↪ecie ustalonej konfiguracji przez nieholonomiczny manipulator, użyto roz-
ważanego algorytmu wielomianowego Nakamury, Chunga i Sørdalena. Symulacje
przeprowadzono używaj ↪ac pakietu Matlab i Simulink1.

Schemat nieholonomicznego trójwahadÃla zostaÃl pokazany na rysunku 6.2.

θ1

IW

ρ

θ2

θ3

Rys. 6.2. Planarne trójwahadÃlo z nap ↪edem nieholonomicznym
Fig. 6.2. Planar 3-pendulum with nonholonomic gear

Kinematyka nieholonomicznego trójwahadÃla jest opisana równaniami (2.10) oraz
(2.11) 



θ̇1

θ̇2

θ̇3

ρ̇


 =




1 0
0 a2 sin θ1

0 a3 sin θ2 cos θ1

0 1




(
u1

u2

)
= G2(qr)u,

gdzie u1 to pr ↪edkość k ↪atowa pierwszego przegubu, zaś u2 to pr ↪edkość k ↪atowa koÃla
IW w pierwszym przegubie. Model dynamiki nieholonomicznego trójwahadÃla, ze
wzgl ↪edu na obszerność, zostaÃl pomini ↪ety, jednak można go znaleźć w pracy [52].

Konfiguracja zadana byÃla równa

x(0) = [−20o,−20o,−20o], x(T ) = [20o, 20o, 20o],

z horyzontem czasowym T = 10 s. PodÃl ↪aczenie do ukÃladu sterownika dynamicz-
nego powoduje powstanie dodatkowych bÃl ↪edów śledzenia wszystkich przegubów,
co widać na rys. 6.1.

1Matlab i Simulink byÃly dost ↪epne dzi ↪eki WrocÃlawskiemu Centrum Sieciowo-Superkompute-
rowemu.
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Znaczne różnice pomi ↪edzy projektowanymi i rzeczywistymi poÃlożeniami prze-
gubów decyduj ↪a o niewielkiej przydatności algorytmów kinematycznych pracuj ↪a-
cych w p ↪etli otwartej, a co za tym idzie, sugeruj ↪a wybór algorytmu ze sprz ↪eżeniem
zwrotnym.

6.2.2. Sterowanie dynamiczne

Model manipulatora (nh, nh) jest opisany równaniami ograniczeń (3.14)

q̇ =

(
q̇m

q̇r

)
=

[
G1 0
0 G2

] (
η
u

)
= Gζ

i dynamik ↪a dan ↪a wzorem (3.15) jako

Q∗ζ̇ + C∗ζ + D∗ = B∗τ.

Zamiast algorytmu kinematycznego dziaÃlaj ↪acego w p ↪etli otwartej zastosujmy do
równań kinematyki manipulatora nieholonomicznego (3.14), podobnie jak do
platformy, algorytm kinematyczny Pometa (5.50). Jako sterownik dynamiczny
wybierzmy prawo sterowania

τ = (B∗)−1

{
Q∗

(
η̇r

u̇r

)
+ C∗

(
ηr

ur

)
+ D∗ − (K + CK)

(
eη

eu

)}
, (6.15)

gdzie symbole s ↪a zdefiniowane w nast ↪epuj ↪acy sposób
(

eη

eu

)
=

(
η − ηr

u− ur

)
.

Widać, że proponowane prawo sterowania jest szczególnym przypadkiem algo-
rytmu (6.5) zaproponowanego w rozdziale 6.1 do wysterowania do punktu ma-
nipulatora mobilnego (nh, h), w którym podsystem holonomiczny nie wyst ↪epuje.
To oznacza, że dowód zbieżności algorytmu (6.5) b ↪edzie sÃluszny również w przy-
padku manipulatora podwójnie nieholonomicznego.



7. Śledzenie trajektorii
manipulatorów mobilnych

Zadania zwi ↪azane ze śledzeniem trajektorii przez manipulator mobilny pojawiaj ↪a
si ↪e zawsze wtedy, gdy jest istotne nie tylko wykonanie ruchu wzdÃluż określonego
konturu, ale również zrealizowanie go z określon ↪a pr ↪edkości ↪a [55]. Trajekto-
ria zadana jest rozumiana jako krzywa (zazwyczaj klasy C2, niekiedy gÃladka)
parametryzowana czasem, zdefiniowana dla każdego z podsystemów w nast ↪epuj ↪acy
sposób:

• Platforma mobilna ma przemieszczać si ↪e po podÃlożu wzdÃluż zadanej krzywej
ξd(t) zależnej od czasu, zdefiniowanej w taki sposób, aby możliwe byÃlo wyko-
nanie ruchu z jednoczesnym speÃlnieniem ograniczeń nieholonomicznych.
Taka trajektoria jest nazywana trajektori ↪a dopuszczaln ↪a dla systemu. W pra-
ktyce, trajektorie dopuszczalne musz ↪a speÃlniać równania ograniczeń nieholo-
nomicznych naÃlożonych na ruch ukÃladu.

• Efektor ramienia manipulacyjnego ma wykonywać ruch wzdÃluż innej krzy-
wej zależnej od czasu. Jeśli zadanie zdefiniowane dla efektora przeksztaÃlci
si ↪e przez odwrotne zadanie kinematyki, to równoważnie można stwierdzić,
że manipulator ma osi ↪agn ↪ać zadan ↪a trajektori ↪e qd(t) w przestrzeni wewn ↪e-
trznej, czyli przegubowej.

Śledzenie trajektorii jest realizowane w odmienny sposób, w zależności od bu-
dowy nieholonomicznych manipulatorów mobilnych, dlatego należy je rozważyć
oddzielnie dla poszczególnych typów wspomnianych obiektów.

7.1. Śledzenie trajektorii manipulatora mobilnego
(nh, h)

Manipulator mobilny typu (nh, h) zawiera tylko jeden podsystem nieholonomiczny,
mianowicie koÃlow ↪a platform ↪e mobiln ↪a, opisan ↪a równaniami kinematyki (3.12)
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wyrażaj ↪acymi brak poślizgów kóÃl platformy podczas ruchu, oraz równaniami dy-
namiki (4.19) wyrażonymi we wspóÃlrz ↪ednych pomocniczych (η, qr). W rozdziale
4 pokazano, że zadanie polegaj ↪ace na śledzeniu trajektorii wymaga zastosowa-
nia procedury caÃlkowania wstecznego, a wi ↪ec znalezienia sterowania kinematy-
cznego rozwi ↪azuj ↪acego problem ograniczeń, a nast ↪epnie użycia go jako sygna-
Ãlu referencyjnego do sterowania dynamik ↪a obiektu. Jako sterowanie kinematy-
czne zostanie zastosowany algorytm linearyzacji dynamicznej, który może być
użyty dla dowolnej klasy koÃlowych platform mobilnych z ograniczon ↪a mobilności ↪a.
Z kolei sterowanie dynamik ↪a zostanie przedstawione zarówno dla caÃlkowitej zna-
jomości modelu, jak i dla przypadku parametrycznej nieznajomości dynamiki
obiektu.

7.1.1. Sterowanie kinematyczne

Rozważmy kinematyk ↪e koÃlowej platformy mobilnej wyrażon ↪a w postaci ogólnej

q̇m = G(qm)η =
m∑

i=1

gi(qm)ηi, (7.1)

gdzie zmienne qm ∈ Rn to wspóÃlrz ↪edne uogólnione platformy, pr ↪edkości po-
mocnicze η ∈ Rm speÃlniaj ↪a rol ↪e sterowań, zaś pola wektorowe gi s ↪a gÃladkie.
W rozdziale 5.1.2 pokazano, że jeśli ukÃlad nie jest caÃlkowicie linearyzowalny przez
zmian ↪e bazy i statyczne sprz ↪eżenie zwrotne, to peÃln ↪a linearyzacj ↪e można uzyskać
poprzez użycie bardziej ogólnego sterowania z dynamicznym sprz ↪eżeniem zwrot-
nym

η = a(qm, χ, ηr),

χ̇ = b(qm, χ, ηr),

gdzie ηr jest pomocniczym wej́sciem do systemu. Aby otrzymać dynamiczne
sprz ↪eżenie zwrotne, należy najpierw wybrać m odpowiednich wyj́sć linearyzuj ↪a-
cych

yi = hi(qm), i = 1, ...,m. (7.2)

Jako zmienne yi mog ↪a zostać wybrane wspóÃlrz ↪edne środka masy platformy oraz
jej orientacja [8], [18].

Nast ↪epnie do ukÃladu (7.1) z wyj́sciami (7.2) należy zastosować algorytm roz-
szerzenia dynamicznego, polegaj ↪acy na podÃl ↪aczeniu integratorów do pewnej kom-
binacji wej́sć oraz rozszerzeniu przestrzeni stanu o zmienne χ

qe =

(
qm

χ

)
,
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co umożliwia transformacj ↪e rozszerzonego wektora stanu qe do postaci

ζ = Ψ(qe)

za pomoc ↪a lokalnego dyfeomorfizmu. W rozdziale 5.1.2 pokazano, że dla każdej
klasy koÃlowych platform mobilnych speÃlniona jest nast ↪epuj ↪aca zależność

y(r) = P (qe) + Kd(qe)ηr. (7.3)

Jeśli macierz Kd(qe) jest odwracalna, to przez zastosowanie sterowania

ηr = K−1
d (qe)(−P (qe) + w) (7.4)

z nowym wej́sciem do odsprz ↪eżonego ukÃladu liniowego w, równym

wi = y
(ri)
id −

ri−1∑

j=0

αj
i (y

(j)
i − y

(j)
id ), i = 1, ..., m,

uzyskuje si ↪e nast ↪epuj ↪ace równanie

y
(ri)
i − y

(ri)
id +

ri−1∑

j=0

αj
i (y

(j)
i − y

(j)
id ) = 0, i = 1, ...,m. (7.5)

Parametry regulacji αij musz ↪a być wybrane w taki sposób, aby bieguny ukÃladu
liniowego, otrzymanego poprzez podÃl ↪aczenie do ukÃladu (7.3) sprz ↪eżenia zwrotnego
(7.4), leżaÃly w otwartej lewej póÃlpÃlaszczyźnie pÃlaszczyzny zmiennej zespolonej.

Zdefiniujmy bÃl ↪ad śledzenia trajektorii jako

ey = y − yd =




y1 − y1d
...

ym − ymd


 ,

natomiast bÃl ↪ad śledzenia wspóÃlrz ↪ednych niech b ↪edzie równy

eζ = ζ − ζd, (7.6)

gdzie

ζ =




y1
...

y
(r1−1)
1

...
ym
...

y
(rm−1)
m




, ζd =




y1d
...

y
(r1−1)
1d

...
ymd

...
y

(rm−1)
md




.
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Widać, że jeśli eζ → 0, to również ey → 0.
Obliczmy dynamik ↪e bÃl ↪edu eζ dla odsprz ↪eżonego ukÃladu liniowego

ėζ =




ėy1

...
e
(r1)
y1

...
ėym

...
e
(rm)
ym




=




0 1 ... 0 ... 0
...

...
−α0

1 −α1
1 ... −αr1−1

1 0 0
...

...
0 0 ... 0 ... −α

(rm−1)
m







ey1

...
e
(r1−1)
y1

...
eym

...
e
(rm−1)
ym




= Aeζ .

Aby pokazać zbieżność bÃl ↪edu eζ do zera, wybierzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a funkcj ↪e La-
punowa

V (eζ) =
1
2
eT
ζ Peζ , (7.7)

gdzie macierz P = P T > 0 jest rozwi ↪azaniem równania Lapunowa

AT P + PA = −M, M = MT > 0. (7.8)

Widać, że prawdziwe jest oszacowanie

V̇ (eζ) = −eT
ζ Meζ = −E(eζ) ≤ 0.

Z zasady niezmienniczości La Salle’a (tw. 5, rozdz. 11) wynika, że bÃl ↪ad eζ d ↪aży
asymptotycznie do zera. To kończy dowód zbieżności algorytmu.

7.1.2. Sterowanie dynamiczne

Dla manipulatora mobilnego typu (nh, h) rozważmy dodatkowo w peÃlni znane
równanie dynamiki (4.19)

Q∗
(

η̇
q̈r

)
+ C∗

(
η
q̇r

)
+ D∗ = B∗

(
τm

τr

)
.

Dla powyższego równania wybierzmy nast ↪epuj ↪acy dysypatywny algorytm sterowa-
nia dynamik ↪a(

τm

τr

)
= (B∗)−1

{
Q∗

(
η̇r

q̈ref

)
+ C∗

(
ηr

q̇ref

)
+ D∗ (7.9)

− (K + CK)

(
eη

s

)
+

(
κ
0

)}
,



7.1. Śledzenie trajektorii manipulatora mobilnego (nh, h) 97

w którym czÃlon κ ∈ Rm, umożliwiaj ↪acy kompensacj ↪e pewnych niepoż ↪adanych
wyrazów pojawiaj ↪acych si ↪e na poziomie kinematycznym, zostanie zdefiniowany
później, parametry zaś regulacji s ↪a równe

K =

[
K1 0
0 K2

]
, Ki = diag{ki}, ki > 0, i = 1, 2.

Przypomnijmy ponadto, że symbol eη oznacza wektor bÃl ↪edów pr ↪edkości po-
mocniczych, czyli różnic pomi ↪edzy rzeczywistymi pr ↪edkościami η nieholonomicz-
nej platformy a pr ↪edkościami projektowanymi w sterowniku kinematycznym ηr.
BÃl ↪edy eη pojawiaj ↪a si ↪e na poziomie kinematycznym po doÃl ↪aczeniu do opisu ukÃladu
nieholonomicznego równań dynamiki. Należy je uwzgl ↪ednić w sterowaniu kine-
matycznym w postaci zaburzenia powoduj ↪acego modyfikacj ↪e sterowania referen-
cyjnego

η = ηr + eη = K−1
d (qe) [−P (qe) + w] + eη. (7.10)

Pojawienie si ↪e bÃledu eη w sterowaniu kinematycznym powoduje wygenerowanie
zakÃlócenia w dynamice funkcji wyj́sciowych y

y(r) = P (qe) + Kd(qe)[ηr + eη] = w + Kd(qe)eη,

a w konsekwencji również zmian ↪e dynamiki bÃl ↪edu ukÃladu odsprz ↪eżonego do postaci

ėζ = Aeζ +




0
...

Kd1(qe)eη
...
0
...

Kdm(qe)eη




= Aeζ + δ, (7.11)

gdzie Kdi(qe) jest i-tym wierszem macierzy odsprz ↪egania Kd.

7.1.3. Dowód zbieżności

Aby pokazać, że algorytm (7.9) sterowania dynamik ↪a wraz ze zmodyfikowanym
sterowaniem kinematycznym (7.10) zapewnia zbieżność bÃl ↪edów śledzenia do zera,
wybierzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a funkcj ↪e Lapunowa dla manipulatora mobilnego (nh, h)
opisanego zarówno równaniami kinematyki, jak i dynamiki
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W (eζ , eη, s) = V (eζ) +
1
2

(
eT
η sT

)
Q∗

(
eη

s

)
, (7.12)

gdzie V (eζ) jest funkcj ↪a Lapunowa (7.7) wyÃl ↪acznie dla równań kinematyki.
Równania dynamiki ukÃladu (4.19) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego

(7.9) maj ↪a postać

Q∗
(

ėη

ṡ

)
+ (C∗ + CK)

(
eη

s

)
+ K

(
eη

s

)
−

(
κ
0

)
= 0. (7.13)

Pochodna po czasie funkcji W wzdÃluż trajektorii ukÃladu (7.13) oraz (7.11), czyli
sterowania kinematycznego uwzgl ↪edniaj ↪acego oddziaÃlywania dynamiki, jest równa

Ẇ = V̇ (eζ) +
1
2

(
eT
η sT

)
Q̇∗

(
eη

s

)
+

(
eT
η sT

)
Q∗

(
ėη

ṡ

)

=
1
2
eT
ζ (AT P + PA)eζ + eT

ζ Pδ +
1
2

(
eT
η sT

)
Q̇∗

(
eη

s

)

+
(

eT
η sT

) {
−(C∗ + CK)

(
eη

s

)
−K

(
eη

s

)
+

(
κ
0

)}

= −eT
ζ Meζ + eT

ζ Pδ − eT
η K1eη − sT K2s + eT

η κ. (7.14)

Wyraz zawieraj ↪acy zakÃlócenie można wyrazić w równoważnej postaci jako

eT
ζ Pδ = eT

ζ Υeη, Υ =
m∑

j=1

Pi,rjKdj(qe), (7.15)

a wi ↪ec z macierz ↪a Υ równ ↪a sumie macierzy powstaÃlych przez przemnożenie rj-tych
kolumn macierzy P przez j-te wiersze macierzy Kd(qe). Jeśli wyraz kompensuj ↪acy
zostanie wybrany jako

κ = −ΥT eζ ,

to Ẇ b ↪edzie speÃlniaÃla oszacowanie

Ẇ ≤ −eT
ζ Meζ − eT

η K1eη − sT K2s ≤ −γW ≤ 0, (7.16)

gdzie γ jest pewn ↪a liczb ↪a dodatni ↪a. Z II metody Lapunowa (tw. 6, rozdz. 11)
można wywnioskować, że punkt

(eζ , eη, s) = (0, 0, 0)
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jest eksponencjalnie stabilnym punktem równowagi. To kończy dowód zbieżności
proponowanego algorytmu sterowania.

W przypadku parametrycznej nieznajomości modelu dynamiki można zas-
tosować adaptacyjn ↪a wersj ↪e sterowania dynamicznego. ZaÃlóżmy wi ↪ec, że nie s ↪a
znane parametry modelu dynamiki, takie jak masy ogniw, momenty bezwÃladności
ogniw i platformy, itp. Wektor staÃlych nieznanych parametrów rzeczywistych
oznaczymy jako a. Sterowanie na poziomie dynamicznym ma wówczas postać

(
τm

τr

)
= (B∗(q))−1

{
Q∗(q, â)

(
η̇r

q̈ref

)
+ C∗(q, z, â)

(
ηr

q̇ref

)
+ D∗(q, â)

− CK(q, z, â)

(
eη

s

)
−K

(
eη

s

)
+

(
κ
0

)}

= (B∗(q))−1

{
Y (żr, zr, e, z, q)â(t)−K

(
eη

s

)
+

(
κ
0

)}
, (7.17)

gdzie

z =

(
η
q̇r

)
, zr =

(
ηr

q̇ref

)
, e = z − zr, κ = −ΥT eζ ,

er = qr − qrd, s = q̇r − q̇ref = ėr + Λer, Λ = ΛT > 0.

Zastosowanie sterowania (7.17) do modelu dynamiki (4.19) manipulatora mo-
bilnego (nh, h) daje nast ↪epuj ↪ace równania ukÃladu z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia
zwrotnego

Q∗
(

ėη

ṡ

)
= −(C∗ + CK + K)

(
eη

s

)
+ Y (żr, zr, e, z, q)ã(t) +

(
κ
0

)
, (7.18)

przy czym wyrażenie ã(t) = â(t)−a jest wektorem bÃl ↪edów estymacji parametrów.
Bież ↪ace oszacowania nieznanych parametrów otrzymuje si ↪e z prawa adaptacji
parametrów

˙̂a(t) = ˙̃a(t) = −Γ−1Y T (żr, zr, e, z, q)

(
eη

s

)
, (7.19)

gdzie Γ = ΓT > 0 jest staÃl ↪a i symetryczn ↪a macierz ↪a wzmocnień adaptacyjnych.
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Aby dowieść zbieżności proponowanego adaptacyjnego prawa sterowania dy-
namik ↪a, wybierzmy funkcj ↪e Lapunowa

Wa(eζ , eη, s, ã) = V (eζ) +
1
2

(
eT
η sT

)
Q∗

(
eη

s

)
+

1
2
ãT Γã.

Pochodna po czasie funkcji Wa wzdÃluż trajektorii ukÃladu (7.3), (4.19) z zamkni ↪et ↪a
p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego (7.10), (7.17), (7.19) jest równa

Ẇa ≤ −eT
ζ Meζ − eT

η K1eη − sT K2s ≤ 0. (7.20)

Ponieważ pochodna funkcji Lapunowa Ẇa nie zależy od wszystkich skÃladowych
bÃl ↪edów, wi ↪ec wnioskowanie o stabilności należy przeprowadzić na podstawie tw. 7,
rozdz. 11, sformuÃlowanego przez Yoshizaw ↪e i La Salle’a. Z warunku (11.9) wyni-
ka, że punkt

(eζ , eη, s) = (0, 0, 0)

jest asymptotycznie stabilnym punktem równowagi. Należy wspomnieć, że podo-
bnie jak wi ↪ekszość algorytmów adaptacyjnych, proponowany algorytm nie zapew-
nia zbieżności bÃl ↪edów estymacji ã(t) do zera, a wi ↪ec za pomoc ↪a prawa adaptacji
(7.19) nie jest możliwe uzyskanie estymat zbieżnych do a – rzeczywistych wartości
nieznanych parametrów. Pomimo to, na mocy zasady równoważnej pewności [80],
cel sterowania, jakim byÃlo śledzenie trajektorii przez poszczególne podsystemy
manipulatora mobilnego (nh, h), zostaÃl osi ↪agni ↪ety. To kończy dowód zbieżności
algorytmu adaptacyjnego.

7.1.4. Badania symulacyjne

Jako obiekty symulacji wzi ↪eto modele manipulatora RTR zamontowanego na plat-
formie klasy (2, 1) oraz na platformie klasy (1, 2).

Model manipulatora RTR na platformie klasy (2,1)

Manipulator RTR zamontowany na platformie klasy (2, 1) zostaÃl przedstawiony
na rysunku 7.1. Równanie kinematyki dla platformy ma postać

q̇m = G(qm)η,

przy czym wspóÃlrz ↪edne platformy to

qT
m = (x, y, θ, φ1, β1, φ2, β2, φ3, β3)T ,
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Rys. 7.1. Manipulator typu RTR na platformie klasy (2, 1)
Fig. 7.1. Mobile RTR manipulator with platform of (2, 1) class

macierz ograniczeń ma postać

G(qm) =




cos(θ + β1) cos(θ + β1) 0

sin(θ + β1) sin(θ + β1) 0

1√
2b

0 0

1
R

1
R 0

0 0 1

1
R

(
sin(β2 − β1 + π

4 )− sinβ2
)

1
R sin(β2 − β1 + π

4 ) 0

− 1√
2b

+ 1
d

(
cos(β2 − β1 + π

4 )− cosβ2
)

1
d cos(β2 − β1 + π

4 ) 0

1
R

(
sinβ3 + sin(β1 + β3 + π

4 )
)

1
R sin(β1 + β3 + π

4 ) 0

1√
2b

+ 1
d

(
cos(β3 + β1 + π

4 ) + cosβ3
)

1
d cos(β3 + β1 + π

4 ) 0




,
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wektor pr ↪edkości pomocniczych jest natomiast równy

η =




η1

η2

ζ1


 ,

gdzie η1 jest pr ↪edkości ↪a liniow ↪a platformy, η2 jest jej pr ↪edkości ↪a k ↪atow ↪a, zaś ζ1

jest pr ↪edkości ↪a zmian orientacji β̇1 dla koÃla sterowanego (kierownicy). Model dy-
namiki manipulatora RTR na platformie (2, 1), ze wzgl ↪edu na obszerność, zostaÃl
pomini ↪ety, jednak można go znaleźć w pracy [45].

Model manipulatora RTR na platformie klasy (1,2)

Manipulator RTR zamontowany na platformie klasy (1, 2) zostaÃl przedstawiony
na rysunku 7.2.
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Rys. 7.2. Manipulator typu RTR na platformie klasy (1, 2)
Fig. 7.2. Mobile RTR manipulator with platform of (1, 2) class

Równania kinematyki dla platformy maj ↪a postać

q̇m = G(qm)η,

przy czym wspóÃlrz ↪edne platformy to

q = (x, y, θ, φ1, β1, φ2, β2, φ3, β3),
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macierz ograniczeń ma postać

G(qm) =




G11 0 0
G21 0 0
G31 0 0
G41 0 0
0 1 0

G61 0 0
0 0 1

G81 0 0
G91 0 0




,

z elementami zdefiniowanymi w nast ↪epuj ↪acy sposób

G11 = −b {cos(θ + β1) sin β2 + cos(θ + β2) sin β1} ,

G21 = −b {sin(θ + β1) sinβ2 + sin(θ + β2) sinβ1} ,

G31 = sin(β2 − β1),

G41 = −2b

R
sinβ2,

G61 = −2b

R
sinβ1,

G81 = − b

R
{sinβ1 cos(β3 − β2) + sinβ2 cos(β3 − β1) + sinβ3 sin(β2 − β1)} ,

G91 =
b

d
{sinβ1 sin(β3 − β2) + sinβ2 sin(β3 − β1)− cosβ3 sin(β2 − β1)}

− sin(β2 − β1),

wektor pr ↪edkości pomocniczych jest równy

η =
(

η1 ζ1 ζ2

)T
,

gdzie η1 jest pr ↪edkości ↪a liniow ↪a platformy, ζ1 to pr ↪edkość zmian orientacji pierw-
szego koÃla sterowanego, a ζ2 to pr ↪edkość zmian orientacji drugiego koÃla stero-
wanego (drugiej kierownicy). Model dynamiki manipulatora RTR na platformie
(1, 2), podobnie jak dla manipulatora RTR na platformie (2, 1), zostaÃl pomini ↪ety,
można go jednak znaleźć w pracy [45].

Śledzenie trajektorii zadanej

Celem symulacji byÃlo sprawdzenie zachowania rozważanych manipulatorów mo-
bilnych podczas śledzenia nast ↪epuj ↪acych trajektorii zadanych dla obu podsys-
temów:
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• okr ↪egu o promieniu 10 m dla platformy

(xd(t), yd(t), θd(t)) = (10 sin t,−10 cos t, t)

• trajektorii dla przegubów manipulatora równej

(θ1d(t), θ2d(t), θ3d(t)) = (sin t, 1, cos t).

Wzmocnienia dla sterownika kinematycznego (5.17) byÃly równe α0 = 10 oraz
α1 = 10, wzmocnienia zaś sterownika dynamicznego wynosiÃly K1 = 10, K2 = 10
i Λ = 10. Porównywano przede wszystkim zbieżność algorytmu sterowania dla
obu rodzajów manipulatorów mobilnych.

Trajektorie obu platform mobilnych na pÃlaszczyźnie XY przedstawiono na
rysunku 7.3, natomiast bÃl ↪edy śledzenia poszczególnych wspóÃlrz ↪ednych platform
mobilnych pokazano na rysunkach 7.4–7.6. Z kolei bÃl ↪edy śledzenia dla przegubów
manipulatora RTR przedstawiono na rysunkach 7.7–7.9.
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Rys. 7.3. Śledzenie trajektorii na pÃlaszczyźnie XY dla środka masy platformy
mobilnej: a) klasy (2, 1), b) klasy (1, 2)

Fig. 7.3. Trajectory tracking on XY plane for the mass center of the mobile
platforms coming from: a) (2, 1) class, b) (1, 2) class

7.2. Śledzenie trajektorii manipulatora mobilnego
(nh, nh)

W manipulatorach mobilnych typu (nh, nh) ograniczenia nieholonomiczne s ↪a
naÃlożone na ruch każdego z podsystemów skÃladowych. Podobnie jak dla manipu-
latorów typu (nh, h), aby rozwi ↪azać zadanie śledzenia trajektorii takiego obiektu,
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Rys. 7.4. BÃl ↪ad śledzenia ex = x− xd dla platformy mobilnej: a) klasy (2, 1),
b) klasy (1, 2)

Fig. 7.4. Tracking errors ex = x− xd for the mobile platforms coming from:
a) (2, 1) class, b) (1, 2) class
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Rys. 7.5. BÃl ↪ad śledzenia ey = y − yd dla platformy mobilnej: a) klasy (2, 1),
b) klasy (1, 2)

Fig. 7.5. Tracking errors ey = y − yd for the mobile platforms coming from:
a) (2, 1) class, b) (1, 2) class
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Rys. 7.6. BÃl ↪ad śledzenia eθ = θ − θd dla platformy mobilnej: a) klasy (2, 1),
b) klasy (1, 2)

Fig. 7.6. Tracking errors eθ = θ − θd for the mobile platforms coming from:
a) (2, 1) class, b) (1, 2) class
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Rys. 7.7. BÃl ↪ad śledzenia e1 = q1 − q1d dla manipulatora RTR: a) na platformie
klasy (2, 1), b) na platformie klasy (1, 2)

Fig. 7.7. Tracking error e1 = q1 − q1d for the RTR manipulator: a) on the
platform of (2, 1) class, b) on the platform of (1, 2) class
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Rys. 7.8. BÃl ↪ad śledzenia e2 = q2 − q2d dla manipulatora RTR: a) na platformie
klasy (2, 1), b) na platformie klasy (1, 2)

Fig. 7.8. Tracking error e2 = q2 − q2d for the RTR manipulator: a) on the
platform of (2, 1) class, b) on the platform of (1, 2) class
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Rys. 7.9. BÃl ↪ad śledzenia e3 = q3 − q3d dla manipulatora RTR: a) na platformie
klasy (2, 1), b) na platformie klasy (1, 2)

Fig. 7.9. Tracking error e3 = q3 − q3d for the RTR manipulator: a) on the
platform of (2, 1) class, b) on the platform of (1, 2) class
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należy obliczyć sterowanie kinematyczne, a nast ↪epnie wykorzystać otrzymane ste-
rowanie referencyjne do zaprojektowania sterowania obiektem uwzgl ↪edniaj ↪acego
również jego równania dynamiki.

7.2.1. Sterowanie kinematyczne

Jako sterowanie kinematyczne dla platformy mobilnej zostanie użyty algorytm
linearyzacji dynamicznej, przedstawiony już w cz ↪eści opisuj ↪acej sterowanie kine-
matyczne manipulatora mobilnego (nh, h). Natomiast dla nieholonomicznego
manipulatora jako algorytm kinematyczny wybrano algorytm Jianga i Nijmeijera,
przedstawiony w rozdziale 5.1. Warto podkreślić, że nie jest konieczne wybranie
takiego samego algorytmu kinematycznego dla obu podsystemów nieholonomicz-
nych, można również wybrać algorytmy gwarantuj ↪ace realizacj ↪e różnych zadań,
na przykÃlad sterowanie manipulatorem nieholonomicznym do punktu i jedno-
cześnie śledzenie trajektorii platformy mobilnej.

DziaÃlanie algorytmu Jianga i Nijmeijera zilustrowano na przykÃladzie nieholo-
nomicznego trójwahadÃla. Algorytm Jianga i Nijmeijera, przeznaczony dla ukÃla-
dów Ãlańcuchowych, zapewnia zbieżność do zera podstawowych bÃl ↪edów śledzenia
trajektorii

xe = z − zd,

gdzie zd to dopuszczalne trajektorie przegubów manipulatora z nieholonomicz-
nym przeniesieniem nap ↪edu, a z to rzeczywiste poÃlożenia przegubów.

Wprowadźmy przeksztaÃlcenie pomi ↪edzy bÃl ↪edami śledzenia xe a zmodyfikowa-
nymi bÃl ↪edami śledzenia

e1 = x4e − z3x1e,

e2 = x3e − z2x1e,

e3 = x2e,

e4 = x1e.

Przypomnijmy, że asymptotyczna zbieżność bÃl ↪edów e do zera implikuje asymp-
totyczn ↪a zbieżność do zera bÃl ↪edów śledzenia xe, a wi ↪ec realizacj ↪e śledzenia tra-
jektorii.

Jeśli dla równań ograniczeń (5.4) zostanie wybrane sterowanie o postaci (5.8),
to można pokazać, że pochodna po czasie funkcji Lapunowa (5.9)

V4 =
1
2
e2
1 +

1
2
e2
2 +

1
2
(e1 + e3)2 +

λ

2
e2
4

speÃlnia warunek
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V̇4 = −c3(e1 + e3)2 − c4e
2
4 ≤ 0, c3, c4 > 0. (7.21)

Parametr regulacji λ > 0 definiuje lokalnie obszar zbieżności, a wi ↪ec na mocy
lematu Barbalata (lemat 1, rozdz. 11), jak pokazano w rozdziale 5.2, można
wnioskować o lokalnej asymptotycznej zbieżności e → 0.

7.2.2. Sterowanie dynamiczne

Rozważmy problem sterowania dynamik ↪a manipulatora mobilnego typu (nh, nh).
Zaproponujemy zmodyfikowan ↪a wersj ↪e algorytmu podanego przez Oy ↪e, Su i Ka-
toha w pracy [71]. W tym celu rozważmy model dynamiki (3.15) podwójnie
nieholonomicznego manipulatora mobilnego

Q∗
(

η̇
u̇

)
+ C∗

(
η
u

)
+ D∗ = B∗

(
τm

τr

)
.

Zgodnie z transformacj ↪a z = h(qr) dan ↪a równaniem (2.17), definiuj ↪ac ↪a zmian ↪e
wspóÃlrz ↪ednych manipulatora do postaci Ãlańcuchowej, model dynamiki (3.15) nale-
ży przeksztaÃlcić w nast ↪epuj ↪acy sposób

Q1(qm, z)

(
η̇
u̇

)
+ C1(qm, z, q̇m, ż)

(
η
u

)
+ D1(qm, z) = B1(qm, z)τ, (7.22)

gdzie

Q1(qm, z) = Q∗(q)|qm,qr=h−1(z)

C1(qm, z, q̇m, ż) = C∗(q)|
qm,qr=h−1(z),q̇r=

∂h−1(z)
∂z

ż

D1(qm, z) = D∗(q)|qm,qr=h−1(z)

B1(qm, z) = B∗(q)|qm,qr=h−1(z).

Przypomnijmy, że sterowanie kinematyczne jest zaburzane przez sygnaÃl bÃl ↪e-
dów pr ↪edkości, które pochodz ↪a z poziomu dynamiki i zakÃlócaj ↪a postać sterowania
kinematycznego. Sterowanie ur, zdefiniowane wedÃlug algorytmu Jianga i Nij-
meijera równaniem (5.8), b ↪edzie sygnaÃlem sterowania na poziomie kinematy-
cznym w przypadku idealnym (tzn. bez uwzgl ↪ednionej dynamiki), natomiast
rzeczywiste sterowanie kinematyczne b ↪edzie sygnaÃlem zaburzonym o postaci

u1 = u1r + eη1 u2 = u2r + eη2. (7.23)
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Algorytm sterowania dla dynamiki gwarantuj ↪acy śledzenie trajektorii dla obu
podsystemów podwójnie nieholonomicznego manipulatora mobilnego ma postać

(
τm

τr

)
= (B1)−1

{
Q1

(
η̇r

u̇r

)
+ C1

(
ηr

ur

)
+ D1 − CK

(
eη

eu

)

− K

(
eη

eu

)
+

(
κ
β

)}
, (7.24)

gdzie ηr jest idealnym sygnaÃlem sterowania kinematycznego (linearyzacji dyna-
micznej) dla nieholonomicznej platformy, zaś ur to sterowanie kinematyczne dla
nieholonomicznego manipulatora obliczane wedÃlug algorytmu Jianga i Nijmeiera.
PozostaÃle symbole oznaczaj ↪a
(

eη

eu

)
=

(
η − ηr

u− ur

)
, K =

[
K1 0
0 K2

]
, Ki = diag{ki}, ki > 0, i = 1, 2,

β =

(
β1

β2

)
=

(
γe4 − z2e4(2e1 + e3)

−e2e4

)
, κ = −ΥT eζ ,

przy czym eζ jest bÃl ↪edem śledzenia wspóÃlrz ↪ednych dla platformy

eζ = ζ − ζd, ζ = Ψ(qme), ζd = Ψ(qmed),

zdefiniowanym równaniem (7.6) w algorytmie linearyzacji dynamicznej, Υ zaś
jest dany równaniem (7.15).

7.2.3. Dowód zbieżności

Aby pokazać, że podwójnie nieholonomiczny manipulator mobilny śledzi zadan ↪a
trajektori ↪e, wybierzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a funkcj ↪e Lapunowa dla caÃlego obiektu

W1(eζ , eη, eu, e, qm, z) = V (eζ) + V4(e) +
1
2

(
eT
η eT

u

)
Q1(qm, z)

(
eη

eu

)
, (7.25)

gdzie V (eζ) i V4(e) s ↪a dane odpowiednio wzorami (7.7) i (5.9).
Zanim rozpoczniemy szacowanie pochodnej funkcji Lapunowa W1 wzdÃluż tra-

jektorii ukÃladu, sprawdźmy najpierw, jakim równaniem jest opisana dynamika
(7.22) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego (7.24)

Q1

(
ėη

ėu

)
= − (C1 + CK)

(
eη

eu

)
−K

(
eη

eu

)
−

(
κ
β

)
. (7.26)
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Nast ↪epnie sprawdźmy, jakim równaniem jest opisana dynamika bÃl ↪edów w zabu-
rzonym algorytmie Jianga i Nijmeiejera. Przypomnijmy, że sterowania referen-
cyjne obliczane s ↪a ze wzoru

V̇4 = −c3 ˙̄e2
3 + e4[(γ − z2(2e1 + e3))(u1 − u1d)− e2u2].

W miejsce sterowań u1 i u2 wstawmy sygnaÃly zakÃlócone dane wzorem (7.23)

V̇4 = −c3 ˙̄e2
3 + e4[(γ − z2(2e1 + e3))(u1r + eu1 − u1d)− e2(u2r + eu2)],

gdzie sterowania referencyjne u1r i u2r s ↪a zdefiniowane równaniem (5.8). Pochodna
funkcji Lapunowa jest wówczas równa

V̇4 = −c3 ˙̄e2
3 − c4ė

2
3 + e4(γ − z2(2e1 + e3))eu1 − e4e2eu2. (7.27)

Znaj ↪ac dynamik ↪e rzeczywistych bÃl ↪edów na poziomie kinematycznym i dynamicz-
nym, obliczmy pochodn ↪a po czasie Ẇ1 funkcji Lapunowa dla caÃlego ukÃladu

Ẇ1 = V̇ (eζ) + V̇4(e) +
(

eT
η eT

u

)T
Q1

(
ėη

ėu

)
+

1
2

(
eT
η eT

u

)
Q̇1

(
eη

eu

)
.

Po podstawieniu równania zamkni ↪etej p ↪etli na poziomie dynamicznym (7.26)
i kinematycznym (7.14) i (7.27) do Ẇ1 otrzymujemy

Ẇ1 = −eT
ζ Meζ + eT

ζ Υeη − c3(e1 + e3)2 − c4e
2
4 + eu1β1 + eu2β2

+
(

eT
η eT

u

) {
(− (C1 + CK)

(
eη

eu

)
−K

(
eη

eu

)
−

(
κ
β

)}

+
1
2

(
eT
η eT

u

)
Q̇1

(
eη

eu

)

= −eT
ζ Meζ − c3(e1 + e3)2 − c4e

2
4 − eT

η K1eη − eT
u K2eu. (7.28)

Na mocy lematu Barbalata można wywnioskować, że zarówno bÃl ↪edy śledzenia
poÃlożenia ei i eζ , jak i bÃl ↪edy pr ↪edkości eη i eu d ↪aż ↪a do 0. To kończy dowód
asymptotycznej zbieżności przedstawionego algorytmu sterowania.

7.2.4. Badania symulacyjne

Jako obiekty symulacji wzi ↪eto nieholonomiczny manipulator typu trójwahadÃlo,
przedstawiony na rys. 6.2, zamontowany na platformie klasy (2, 0). Równania
kinematyki platformy s ↪a dane wzorem (2.14), a manipulatora z nieholonomicznym
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Rys. 7.10. Śledzenie trajektorii platformy mobilnej na pÃlaszczyźnie XY
Fig. 7.10. Trajectory tracking of the mobile platform in XY plane

nap ↪edem to równania (2.10) oraz (2.11). Model dynamiki podwójnie nieholo-
nomicznego manipulatora mobilnego typu trójwahadÃlo na monocyklu zostaÃl po-
mini ↪ety ze wzgl ↪edu na obszerność, jednak można go znaleźć w pracy [56].

Celem symulacji byÃlo sprawdzenie zachowania rozważanego manipulatora mo-
bilnego podczas śledzenia nast ↪epuj ↪acych trajektorii zadanych dla obu podsys-
temów:

• okr ↪egu o promieniu 10 m dla platformy

(xd(t), yd(t), θd(t)) = (10 sin t,−10 cos t, t),

• trajektorii dla przegubów manipulatora zdefiniowanej przez zadane pr ↪edkości
dla nap ↪edów nieholonomicznych

(
u1d(t)
u2d(t)

)
=

(
0, 1 sin t

1

)
.

Wzmocnienia sterowników kinematycznych wynosiÃly γ = 20, c3 = 1, c4 = 10
dla algorytmu Jianga i Nijmeijera, α0 = 10 oraz α1 = 10 dla algorytmu linearyza-
cji dynamicznej oraz K1 = K2 = 80 dla algorytmu dynamicznego. PoÃlożenie
pocz ↪atkowe manipulatora wynosiÃlo (θ1(0); θ2(0); θ3(0)) = (0, 5;−0, 5; 0), poÃloże-
nie zaś pocz ↪atkowe platformy (x(0); y(0); θ(0)) = (0; 0; 0, 1).
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Rys. 7.11. BÃl ↪ad śledzenia e1 = θ1(t)− θ1d(t) [rad] dla pierwszego przegubu
nieholonomicznego trójwahadÃla

Fig. 7.11. Tracking error e1 = θ1(t)− θ1d(t) [rad] for joint 1 of the nonholonomic
3-pendulum
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Rys. 7.12. BÃl ↪ad śledzenia e2 = θ2(t)− θ2d(t) [rad] dla drugiego przegubu
nieholonomicznego trójwahadÃla

Fig. 7.12. Tracking error e2 = θ2(t)− θ2d(t) [rad] for joint 2 of the nonholonomic
3-pendulum
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Rys. 7.13. BÃl ↪ad śledzenia e3 = θ3(t)− θ3d(t) [rad] dla trzeciego przegubu
nieholonomicznego trójwahadÃla

Fig. 7.13. Tracking error e3 = θ3(t)− θ3d(t) [rad] for joint 3 of the nonholonomic
3-pendulum

Trajektori ↪e platformy mobilnej na pÃlaszczyźnie XY przedstawiono na rysunku
7.10, natomiast bÃl ↪edy śledzenia poszczególnych wspóÃlrz ↪ednych manipulatora nie-
holonomicznego pokazano na rysunkach 7.11–7.13.



8. Odsprz ↪eganie we–wy
manipulatorów mobilnych

W problematyce sterowania manipulatorem mobilnym, ze wzgl ↪edu na jego specy-
ficzn ↪a budow ↪e (poÃl ↪aczenie dwóch strukturalnie różnych podsystemów), wyróżnia
si ↪e dwie grupy metod.

W pierwszym podej́sciu stosuje si ↪e dekompozycj ↪e zadania na podzadania
definiowane dla każdego podsystemu z osobna. Przy takiej strategii jest niezb ↪edne
rozważenie i skompensowanie interakcji wyst ↪epuj ↪acych pomi ↪edzy platform ↪a a ma-
nipulatorem [12], [29]. Z kolei druga strategia sterowania polega na wykorzystaniu
jednolitego sterowania dla obu podsystemów równocześnie, przy czym planowanie
ruchu i sterowanie może być rozważane zarówno na poziomie kinematycznym, jak
i dynamicznym. PrzykÃladem metody stosowanej w tym podej́sciu jest sterowanie
oparte na poj ↪eciu endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej [85], [86]. W podej-
ściu drugim pewn ↪a redundancj ↪e wyst ↪epuj ↪ac ↪a w ruchu manipulatora mobilnego
można wykorzystać do uzyskania sterowania optymalnego, np. wykorzystuj ↪ac
miary jakości [3] lub przez dodanie pewnych zadań, maj ↪acych na celu rozwi ↪azanie
problemu redundancji [54].

Celem, który chcemy osi ↪agn ↪ać w tym rozdziale, jest śledzenie zadanej trajek-
torii, przy czym trajektoria zadana yd(t) jest zdefiniowana w przestrzeni roboczej
(zewn ↪etrznej), a nie w przestrzeni przegubowej, jak to byÃlo rozważane w rozdzia-
le 7. SformuÃlujmy zatem nast ↪epuj ↪acy problem sterowania dla nieholonomicznych
manipulatorów mobilnych:

Należy znaleźć takie prawo sterowania τ , aby efektor manipulatora
mobilnego o caÃlkowicie znanej dynamice śledziÃl trajektori ↪e zadan ↪a,
zdefiniowan ↪a w przestrzeni zewn ↪etrznej, w obecności ograniczeń nie-
holonomicznych.

Przyjmijmy ponadto zaÃlożenie, że trajektoria zadana dla efektora yd(t) oraz jej
pochodne po czasie do rz ↪edu równego stopniowi wzgl ↪ednemu s ↪a ci ↪agÃle i ograni-
czone.
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8.1. Warunki regularności

Niniejszy rozdziaÃl prezentuje podej́scie do projektowania ukÃladów sterowania
wykorzystuj ↪ace odsprz ↪eganie wej́sciowo–wyj́sciowe. Aby zaprojektować sterowa-
nie odsprz ↪egaj ↪ace, zapewniaj ↪ace śledzenie trajektorii w przestrzeni zewn ↪etrznej,
należy najpierw podać warunki gwarantuj ↪ace istnienie takiego sterowania. W pra-
cach [69], [30] podano tzw. warunki regularności, które definiuj ↪a istnienie sterowa-
nia odsprz ↪egaj ↪acego przeksztaÃlcenie wej́sciowo–wyj́sciowe dla ukÃladów dynamicz-
nych.

Rozważmy gÃladki, nieliniowy i afiniczny ukÃlad sterowania o postaci

ẋ = f(x) +
m∑

i=1

gi(x)ui, x ∈ Rn, (8.1)

przy czym przeksztaÃlcenie stan–wyj́scie jest równe

y = h(x), y ∈ Rw. (8.2)

Dla takiego ukÃladu istnieje sterowanie odsprz ↪egaj ↪ace odwzorowanie wej́scie–wyj-
ście, jeśli s ↪a speÃlnione nast ↪epuj ↪ace warunki:

(i) w = m – liczba wej́sć jest równa liczbie wyj́sć,

(ii) istnieje wektor r = (r1, ..., rm) zwany stopniem wzgl ↪ednym wyj́scia w punk-
cie x0, gdzie skończone nieujemne liczby caÃlkowite r1, ..., rm s ↪a zwane stop-
niami wzgl ↪ednymi poszczególnych wyj́sć, taki że

LgjL
k
fhi(x0) = 0, ∀ 1 ≤ i, j ≤ m, k < ri − 1, (8.3)

(iii) macierz A wymiaru m×m, równa

A(x) =




Lg1L
r1−1
f h1(x) ... LgmLr1−1

f h1(x)
...

...
Lg1L

rm−1
f hm(x) ... LgmLrm−1

f hm(x)


 ,

jest nieosobliwa w punkcie x = x0,

gdzie Lgihj i Lfhj s ↪a pochodnymi Liego funkcji hj odpowiednio wzdÃluż pól wek-
torowych gi i f .

Warunki te oznaczaj ↪a, że pochodna rz ↪edu ri po czasie wyj́scia yi może być
sterowana przez j-te wej́scie, tzn.

y(r) = Lr
fh + Au. (8.4)
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Aby otrzymać system z odsprz ↪eżonym przeksztaÃlceniem wej́sciowo–wyj́sciowym,
należy użyć nast ↪epuj ↪acego sterowania

u = A−1(−Lr
fh + v), (8.5)

gdzie v jest wektorem nowych wej́sć do ukÃladu odsprz ↪eżonego. System (8.4)
z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego (8.5) staje si ↪e wówczas liniowy i odsprz ↪e-
żony, tzn. zachodzi

y
(ri)
i = vi, i = 1, ..., m. (8.6)

Sprz ↪eżenie zwrotne (8.5) pozwala na dekompozycj ↪e ukÃladu nieliniowego (8.1)
na podukÃlad liniowy (8.6), o wymiarze r∗ =

∑m
i=1 ri, który jest caÃlkowicie odpo-

wiedzialny za zachowanie wej́sciowo–wyj́sciowe ukÃladu, oraz pewien system nie-
liniowy o wymiarze n − r∗, którego zachowanie nie wpÃlywa na wyj́scie ukÃladu
nieliniowego (8.1). Taki system nieoddziaÃluj ↪acy na wyj́scie nosi nazw ↪e dynamiki
zerowej [30].

Równania dynamiki zerowej uzyskuje si ↪e przez zastosowanie do ukÃladu nieli-
niowego (8.1) nast ↪epuj ↪acego sprz ↪eżenia zwrotnego

u = α(x) + β(x)v,

które dla v = 0 nie powoduje pojawienia si ↪e sygnaÃlu na wyj́sciach ukÃladu nieli-
niowego, czyli zapewnia speÃlnienie warunku

yi(t) = 0 ∀ t, i = 1, ..., m.

Skoro yi(t) ≡ 0, to dla wszystkich pochodnych po czasie funkcji wyj́sciowych musi
zachodzić y

(j)
i ≡ 0, a wi ↪ec także

y(r) = Lr
fh + Au = Lr

fh + Aα + Aβv = 0. (8.7)

Z równania (8.7) wynika, że dla każdego wej́scia istnieje sterowanie ū, jednozna-
cznie zdefiniowane [30], które dla v = 0 nie powoduje pojawienia si ↪e sygnaÃlów na
wyj́sciach

ū = −A−1Lr
fh. (8.8)

Jeśli r∗ < n, to podsystem nieliniowy, opisany równaniami

σ̇ = f(σ) +
m∑

i=1

gi(σ)ūi, σ ∈ Rn−r∗ ,

jest dynamik ↪a zerow ↪a afinicznego ukÃladu sterowania (8.1). W dalszych rozważa-
niach b ↪edziemy zakÃladali, że dynamika zerowa jest stabilna, czyli zmienne nieob-
serwowalne σ s ↪a ograniczone.
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8.2. Odsprz ↪eganie we–wy manipulatora mobilnego
(nh, h)

Autorami pierwszych prac dotycz ↪acych sterowania nieholonomicznym manipu-
latorem mobilnym dla zadań definiowanych w przestrzeni zewn ↪etrznej byli Ya-
mamoto i Yun. W pracach [91], [92] wspomniani autorzy ograniczyli si ↪e wyÃl ↪acznie
do zagadnienia sterowania manipulatorem mobilnym typu dwuwahadÃlo z poziomo
umieszczonym ramieniem manipulacyjnym. Taki manipulator mobilny mógÃl prze-
mieszczać swój efektor tylko w przestrzeni 2D, a jego ruch w praktyce mógÃl być
realizowany w bardzo ograniczonym zakresie – zadanie sformuÃlowane dla caÃlego
manipulatora mobilnego byÃlo wykonywane tylko poprzez ruch platformy mobil-
nej, natomiast rami ↪e manipulacyjne ustawiaÃlo si ↪e w staÃlej konfiguracji o maksy-
malnej manipulowalności. PrzykÃladow ↪a postur ↪e takiego manipulatora podczas
śledzenia okr ↪egu przedstawiono na rys. 8.2.
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Rys. 8.1. Postura poziomego dwuwahadÃla zamontowanego na platformie
klasy (2, 0) podczas śledzenia trajektorii cyklicznej przez efektor

Fig. 8.1. Posture of the 2-pendulum mounted on the unicycle during tracking
the desired cycle by the end-effector

Tak sformuÃlowane zadanie nie umożliwiaÃlo manipulatorowi wykonywania ruchów
wzgl ↪edem platformy, z powodu ograniczenia przestrzeni zadaniowej do poziomej
pÃlaszczyzny nie pozwalaÃlo na peÃlne wykorzystanie technik sterowania z odsprz ↪e-
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ganiem. To staÃlo si ↪e przyczyn ↪a poszukiwania innych algorytmów sterowania
w przestrzeni zadaniowej, umożliwiaj ↪acych realizacj ↪e bardziej zÃlożonych sposobów
przemieszczania poszczególnych podsystemów skÃladowych nieholonomicznego ma-
nipulatora mobilnego. Podej́scie prezentowane przez Yamamoto i Yuna omówiono
w rozdziale 8.2.1. W rozdziale 8.2.2 przedstawiono inn ↪a metod ↪e wybierania funk-
cji wyj́sciowych, która pozwala na rozszerzenie możliwości poruszania si ↪e ramienia
manipulatora wzgl ↪edem platformy.

8.2.1. Algorytm Yamamoto i Yuna

Podej́scie zaproponowane przez Yamamoto i Yuna w [91] determinowaÃlo specy-
ficzny wybór funkcji wyj́scia dla manipulatora mobilnego, a mianowicie

y(q) =

(
y1(qm) ∈ Rm

y2(qr) ∈ Rp

)
.

Funkcje wyj́scia y1(qm) to wektor wybranych wspóÃlrz ↪ednych globalnych efektora
manipulatora mobilnego z unieruchomionym ramieniem manipulacyjnym, wy-
rażonych wzgl ↪edem podstawowego ukÃladu odniesienia X0Y0, natomiast funkcje
y2(qr) opisuj ↪a poÃlożenie i orientacj ↪e manipulatora wzgl ↪edem ukÃladu lokalnego
XpYp stowarzyszonego ze środkiem masy platformy mobilnej. Wymiar wekto-
ra y1(qm) jest równy liczbie sterowań η (pr ↪edkości pomocniczych) w nieholo-
nomicznej platformie mobilnej, a wymiar wektora y2(qr) jest równy liczbie nap ↪e-
dów (stopni swobody, gdyż z zaÃlożenia każdy stopień swobody ma swój bezpo-
średni nap ↪ed) w manipulatorze.

Przed przyst ↪apieniem do dalszych rozważań przeksztaÃlćmy równanie dynamiki
(4.19) manipulatora mobilnego typu (nh, h)

Q∗
(

η̇
q̈r

)
+ C∗

(
η
q̇r

)
+ D∗ = B∗

(
τm

τr

)

do nast ↪epuj ↪acej postaci

ż =

(
η̇
q̈r

)
= (Q∗)−1 {−[C∗z + D∗] + B∗τ} , (8.9)

gdzie zT = (η, q̇r) jest wektorem wspóÃlrz ↪ednych pomocniczych ukÃladu. Obliczmy
nast ↪epnie pochodn ↪a po czasie funkcji wyj́sciowych

ẏ(q) =




dy1

dt

dy2

dt


 =




∂y1

∂qm
q̇m

∂y2

∂qr
q̇r


 .
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Po wstawieniu do pierwszego równania wyrażenia opisuj ↪acego ograniczenia nieholo-
nomiczne (3.12) otrzymamy

ẏ(q) =

[
∂y1

∂qm
G1 0

0 ∂y2

∂qr

] (
η
q̇r

)
=

[
Φm(qm) 0

0 Φr(qr)

] (
η
q̇r

)
= Φ(qm, qr)z.

Widać, że ẏ nie zależy od sterowania τ . Obliczmy nast ↪epnie drug ↪a pochodn ↪a
funkcji wyj́sciowych po czasie

ÿ = Φ̇z + Φż.

Po podstawieniu przeksztaÃlconej dynamiki (8.9) manipulatora mobilnego (nh, h)
do powyższego równania otrzymamy

ÿ = Φ̇z + Φ
{
−(Q∗)−1[C∗z + D∗] + (Q∗)−1B∗τ

}

= Φ̇z + ΦF + ΦHτ, (8.10)

gdzie F = −(Q∗)−1[C∗z + D∗], a H = (Q∗)−1B∗. Z warunków regularności (8.3)
wynika, że sterowanie odsprz ↪egaj ↪ace (8.10) dla przeksztaÃlcenia we–wy istnieje,
jeśli macierz ΦH jest odwracalna.

8.2.2. Rozszerzone funkcje wyj́sciowe

Inaczej niż w algorytmie zaprezentowanym przez Yamamoto i Yuna, w pra-
cach [53], [57] i [58] zaproponowano rozszerzenie poj ↪ecia funkcji wyj́sciowej do
ogólniejszej postaci, a mianowicie

y(q) =

(
y1(qm, qr)

y2(qr)

)
, (8.11)

gdzie y1(qm, qr) jest wektorem wybranych wspóÃlrz ↪ednych globalnych efektora ma-
nipulatora mobilnego, zaś y2(qr) reprezentuje wspóÃlrz ↪edne lokalne ramienia ma-
nipulacyjnego wzgl ↪edem ukÃladu XpYp stowarzyszonego ze środkiem masy plat-
formy mobilnej. Taki wybór funkcji wyj́sciowych y1 umożliwia równoczesne
sterowanie poÃlożeniem efektora i ruchem ramienia manipulatora wzgl ↪edem plat-
formy. To oznacza, że pozycj ↪a platformy można sterować pośrednio, poprzez
kompensacj ↪e jej dryfu, używaj ↪ac do tego celu funkcji wyj́sciowych y2.

WspóÃlrz ↪edne globalne efektora manipulatora mobilnego wzgl ↪edem nierucho-
mego ukÃladu podstawowego X0Y0 można obliczyć z transformacji
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An
0 = Trans(X, x)Trans(Y, y)Rot(Z, θ)An

p =

[
Rn

0 Tn
0

0 1

]
,

gdzie An
p opisuje kinematyk ↪e manipulatora o n stopniach swobody wyrażon ↪a

wzgl ↪edem środka masy platformy mobilnej, a wi ↪ec w ukÃladzie lokalnym XpYp.
WspóÃlrz ↪edne globalne efektora zależ ↪a od zmiennych qT = (qm, qr) w nast ↪epuj ↪acy
sposób

• poÃlożenie:

Tn
0 =




xeff = fx(qm, qr)
yeff = fy(qm, qr)
zeff = fz(qr)


 ,

• orientacja (k ↪aty RPY):

Rn
0 = Rot(Z, α)Rot(Y, β)Rot(X, γ) →




α = fα(qm, qr)
β = fβ(qr)
γ = fγ(qr)


 .

Jako wyj́sciowe funkcje y1, zależne od qm, można wybrać tylko zmienne xeff ,
yeff lub α. Natomiast zeff może zostać wybrana tylko jako wyj́sciowa funkcja
y2, ponieważ ta wspóÃlrz ↪edna jest zdefiniowana lokalnie i zależy wyÃl ↪acznie od
wspóÃlrz ↪ednych manipulatora qr.

Aby otrzymać równanie opisuj ↪ace odsprz ↪eganie wej́sciowo–wyj́sciowe dla przy-
padku rozszerzonych wyj́sć, obliczmy pochodn ↪a po czasie funkcji wyj́sciowych
(8.11)

ẏ(q) =

(
ẏ1

ẏ2

)
=

(
∂y1

∂qm
q̇m + ∂y1

∂qr
q̇r

∂y2

∂qr
q̇r

)
.

Pochodna ẏ dla manipulatora mobilnego typu (nh, h) jest równa

ẏ(q) =

[
∂y1

∂qm
G1

∂y1

∂qr

0 ∂y2

∂qr

] (
η
q̇r

)
=

[
Φm Φmr

0 Φr

]
z = Φ(q)z. (8.12)

Podobnie jak w algorytmie Yamamoto i Yuna, widać, że pierwsza pochodna po
czasie funkcji wyj́sciowych nie zależy od sterowań. Po powtórnym zróżniczkowaniu
funkcji y wzgl ↪edem czasu otrzymujemy

ÿ = Φ̇z + Φż.
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Po podstawieniu przeksztaÃlconego równania dynamiki (8.9) manipulatora mobil-
nego (nh, h) do powyższego równania otrzymujemy wyrażenie

ÿ = Φ̇z + Φ
{
−(Q∗)−1[C∗z + D∗] + (Q∗)−1B∗τ

}

= Φ̇z + ΦF + ΦHτ, (8.13)

które zależy od sygnaÃlu wej́sciowego τ . Jeśli użyjemy prawa sterowania

τ = H−1Φ−1
(
−Φ̇z − ΦF + v

)
, (8.14)

gdzie v jest nowym wej́sciem do systemu, to otrzymamy odsprz ↪eżony ukÃlad linio-
wy o postaci

ÿ = v.

Sterowanie odsprz ↪egaj ↪ace (8.14) może być zrealizowane w praktyce jedynie
wtedy, gdy macierze Φ i H b ↪ed ↪a odwracalne. Macierz H = (Q∗)−1B∗ jest zawsze
odwracalna, ponieważ rzeczywista macierz bezwÃladności jest zawsze dodatnio
określona [84], macierz zaś wej́sciowa, zależna od sposobu zamontowania silników,
jest wybierana w taki sposób, aby istniaÃla macierz (B∗)−1 (jest to zawsze możliwe,
patrz rozdz. 7.2 w pracy [8]).

Z kolei odwracalność macierzy Φ zależy od wyboru funkcji wyj́sciowych. W tym
celu zapiszmy, czemu jest równa odwrotność macierzy odsprz ↪egania dla rozsze-
rzonych funkcji wyj́sć

Φ−1 =

[
Φ−1

m −Φ−1
m ΦmrΦ−1

r

0 Φ−1
r

]
.

Macierz Φ dana równaniem (8.12) jest nieosobliwa, jeśli jej wyznacznik

detΦ = det Φm detΦr

jest różny od zera. Jest to równoważne nast ↪epuj ↪acym warunkom

detΦm 6= 0 i detΦr 6= 0. (8.15)

Rozważmy najpierw odwracalność macierzy Φm(q). Macierz ta jest kwadra-
towa, ponieważ z warunków regularności (8.3) wiadomo, że liczba m wej́sć ukÃladu
musi być równa liczbie w wyj́sć. Liczba wspóÃlrz ↪ednych manipulatora, które
można b ↪edzie śledzić, zależy od klasy nieholonomicznej platformy mobilnej. I tak,
jeśli platforma należy do klasy (2, 0) lub (1, 1), to jest możliwe śledzenie tylko
dwóch wspóÃlrz ↪ednych globalnych manipulatora (kinematyka tych dwóch klas ma
tylko dwa wej́scia steruj ↪ace). Natomiast jeśli platforma z ograniczon ↪a mobilności ↪a
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należy do klasy (1, 2) lub (2, 1), to można śledzić trzy wspóÃlrz ↪edne globalne efek-
tora manipulatora mobilnego.

Macierz Φm(q) jest odwracalna, jeśli jej wyznacznik nie jest równy zeru.
Ponieważ detΦm jest funkcj ↪a wspóÃlrz ↪ednych manipulatora mobilnego, wi ↪ec konie-
czne jest wykluczenie tych wartości zmiennych q, które prowadz ↪a do osobliwej
macierzy Φm(q).

Kolejna macierz, która musi być odwracalna, to macierz Φr. ÃLatwo zauwa-
żyć, że macierz Φr jest w rzeczywistości macierz ↪a Jacobiego dla manipulatora. Ta
macierz jest odwracalna, jeśli konfiguracje ramienia manipulacyjnego s ↪a nieosobli-
we. Oznacza to, że w trakcie trwania procesu regulacji konfiguracje manipulatora
musz ↪a być dostatecznie oddalone od osobliwości.

8.2.3. Śledzenie trajektorii w przestrzeni zewn ↪etrznej
przez manipulator mobilny (nh, h)

Rozważmy dynamik ↪e manipulatora mobilnego (nh, h) dan ↪a równaniem (4.19)

Q∗ż + C∗z + D∗ = B∗τ

oraz równania ograniczeń nieholonomicznych (3.12) dla platformy

q̇m = G(qm)η.

Zadaniem manipulatora mobilnego jest śledzenie wybranych wspóÃlrz ↪ednych
(poÃlożenia i orientacji) efektora w m-wymiarowej przestrzeni zewn ↪etrznej. Śle-
dzone wspóÃlrz ↪edne s ↪a zadane funkcjami wyj́sciowymi

y = k(q),

gdzie k : Rn → Rm przy m ≤ n oznacza pewn ↪a m-wymiarow ↪a, nieliniow ↪a trans-
formacj ↪e wspóÃlrz ↪ednych uogólnionych manipulatora mobilnego. BÃl ↪ad śledzenia
trajektorii w przestrzeni zewn ↪etrznej można zdefiniować jako e = y − yd.

Zaproponujmy prawo sterowania

τ = H−1Φ−1[−Φ̇z − ΦF + v], (8.16)

przy czym symbole wyst ↪epuj ↪ace w równaniu s ↪a definiowane jako

v = ÿd −Kdė−Kpe, Kd = diag {Kdi} > 0, Kp = diag {Kpi} > 0,

F = −(Q∗)−1[C∗z + D∗],
H = (Q∗)−1B∗.
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Macierz Φ jest macierz ↪a odsprz ↪egania dan ↪a równaniem (8.12) dla zadanych funkcji
wyj́sciowych y. Równanie ukÃladu (4.19), (3.12) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia
zwrotnego (8.16) ma wówczas postać

ë+Kdė+Kpe = 0 ⇐⇒ Ė =

(
ė
ë

)
=

[
0 I

−Kp −Kd

] (
e
ė

)
= AE. (8.17)

Dla diagonalnych macierzy regulacji Kd i Kp o dodatnich elementach liniowe
równania bÃl ↪edów (8.17) s ↪a równaniami Hurwitza. Ze stabilności równań bÃl ↪edów
wynika, że funkcja

V (e, ė) =
1
2

(
eT ėT

)
P

(
e
ė

)
=

1
2
ET PE (8.18)

jest funkcj ↪a Lapunowa ukÃladu, a wi ↪ec istnieje rozwi ↪azanie P = P T > 0 równania
Lapunowa

AT P + PA = −M, M = MT > 0, (8.19)

przy czym zadana macierz M odpowiada za szybkość zbiegania bÃl ↪edów E do zera.
Widać, że prawdziwe jest oszacowanie

V̇ = −1
2
ET ME ≤ −1

2
λmin(M)(‖ e ‖2 + ‖ ė ‖2) = −W (e, ė) ≤ 0.

Z zasady niezmienniczości La Salle’a wynika, że e(t) i ė(t) d ↪aż ↪a do zera. Ponadto
można pokazać, że zbieżność ta jest eksponencjalna.

8.2.4. Badania symulacyjne

Aby zilustrować dziaÃlanie sterowania odsprz ↪egaj ↪acego dla rozszerzonych funkcji
wyj́scia, rozważmy zachowanie pionowego trójwahadÃla zamontowanego na plat-
formie klasy (2, 0). Manipulator jest wyposażony w silniki dla poszczególnych
stopni swobody, a wi ↪ec jest holonomiczny. Obiekt badań symulacyjnych przed-
stawiono na rys. 8.2.

Ograniczenia nieholonomiczne dla platformy maj ↪a postać równania

q̇m =




ẋ
ẏ

θ̇


 =




cos θ 0
sin θ 0

0 1




(
v
w

)
= G1(qm)η. (8.20)

Pr ↪edkości pomocnicze η = (v, ω)T maj ↪a sens pr ↪edkości liniowej i pr ↪edkości k ↪atowej
platformy.
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Rys. 8.2. Manipulator typu pionowe trójwahadÃlo na platformie klasy (2, 0)
Fig. 8.2. Vertical 3-pendulum mounted on the unicycle

Jako funkcje wyj́sciowe dla manipulatora mobilnego (nh, h) wybierzmy

y =




y11

y12

y21

y22

y23




=




xeff

yeff

zeff

θ2

θ3




=




c0(kc + a) + x
s0(kc + a) + y

ks

θ2

θ3




gdzie:

• kc = l3c123 + l2c12 + l1c1,

• ks = l3s123 + l2s12 + l1s1,

• s0 = sin θ,

• c0 = cos θ,

• s1 = sin θ1,

• c1 = cos θ1,

• s12 = sin(θ1 + θ2),
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• c12 = cos(θ1 + θ2),

• s123 = sin(θ1 + θ2 + θ3),

• c123 = cos(θ1 + θ2 + θ3).

Taki wybór funkcji y prowadzi do nast ↪epuj ↪acej macierzy odsprz ↪egania

Φ =

[
Φm Φmr

0 Φr

]
,

przy czym poszczególne podmacierze s ↪a równe

Φm =
[

∂y1

∂qm
G1

]
=

[
c0 −s0(kc + a)
s0 c0(kc + a)

]
,

Φr =
[

∂y2

∂qr

]
=




kc l3c123 + l2c12 l3c123

0 1 0
0 0 1


 ,

Φmr =
[

∂y1

∂qr

]
=

[
−c0ks −c0(l3s123 + l2s12) −c0l3s123

−s0ks −s0(l3s123 + l2s12) −s0l3s123

]
.

Warunki regularności (8.15) gwarantuj ↪ace odwracalność macierzy odsprz ↪egania
Φ to

detΦm = kc + a 6= 0, detΦr = kc 6= 0.

Pierwszy warunek oznacza, że efektor nie może przechodzić przez punkty leż ↪ace
na osi Ãl ↪acz ↪acej koÃla platformy. B ↪edzie to oznaczaÃlo, że ruch manipulatora musi
być ograniczony do pewnego obszaru wzgl ↪edem osi Yp – do przedniej lub tyl-
nej póÃlprzestrzeni roboczej. Natomiast drugi warunek wyklucza przemieszczenie
efektora nad osi ↪a Yb ukÃladu stowarzyszonego z podstaw ↪a manipulatora.

Symulacje przeprowadzono dla zadanych funkcji wyj́sciowych i warunków
pocz ↪atkowych równych

yd(nh, h) =




5 sin 2t
−5 cos 2t

0, 6
−0, 375 cos 2t

1




y(0) =




1, 35
0, 74
0, 24
−0, 5
0, 5



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Rys. 8.3. Postura manipulatora mobilnego (nh, h) podczas śledzenia zadanej
trajektorii efektora

Fig. 8.3. Posture of the mobile manipulator of (nh, h) type during tracking the
desired trajectory of the end-effector

z parametrami regulacji równymi Kd = Kp = 100. Symulacje wykonano, korzy-
staj ↪ac z oprogramowania Matlab i pakietu Simulink dla czasu T = 10 s.

Postur ↪e manipulatora mobilnego w przestrzeni 3D przedstawiono na rysunku
8.3, a bÃl ↪edy śledzenia poszczególnych funkcji wyj́sciowych pokazano na rysunkach
8.4–8.6. Z przedstawionych wykresów wynika, że wszystkie bÃl ↪edy śledzenia funkcji
wyj́sciowych ey d ↪aż ↪a do zera.

8.3. Odsprz ↪eganie we–wy manipulatora mobilnego
(nh, nh)

W przypadku podwójnie nieholonomicznego manipulatora mobilnego zadanie
śledzenia trajektorii w przestrzeni zewn ↪etrznej nie byÃlo do tej pory rozważane
w literaturze. Jednak warto si ↪e zastanowić, jakie możliwości b ↪edzie miaÃl taki
manipulator i jakie ograniczenia w realizowanych przez niego zadaniach pojawi ↪a
si ↪e przy próbie odsprz ↪egania transformacji wej́sciowo–wyj́sciowej.

Manipulator mobilny typu (nh, nh) jest opisany równaniem kinematyki (3.14)

q̇ =

(
q̇m

q̇r

)
=

[
G1 0
0 G2

] (
η
u

)
= Gζ, ζ =

(
η
u

)
,
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Rys. 8.4. BÃl ↪edy śledzenia funkcji wyj́sciowych manipulatora mobilnego (nh, h):
a) bÃl ↪ad y11 − y11d, b) bÃl ↪ad y12 − y12d

Fig. 8.4. Trajectory tracking errors for the output functions of the (nh, h)
mobile manipulator: a) error y11 − y11d, b) error y12 − y12d

gdzie ζ jest wektorem pr ↪edkości pomocniczych dla obu podsystemów oraz rów-
naniem dynamiki (3.15)

Q∗ζ̇ + C∗ζ + D∗ = B∗τ.

Równanie to można przeksztaÃlcić do nast ↪epuj ↪acej postaci

ζ̇ = (Q∗)−1 {−[C∗ζ + D∗] + B∗τ} . (8.21)

Podobnie jak dla manipulatora (nh, h), wybierzmy rozszerzone funkcje wyj́sciowe
(8.11) jako

y =

(
y1(qm, qr)

y2(qr)

)
= k(q).

Wyj́scia y1(qm, qr) opisuj ↪a wybrane wspóÃlrz ↪edne globalne efektora podwójnie
nieholonomicznego manipulatora mobilnego, natomiast y2(qr) to jego wspóÃlrz ↪edne
lokalne wzgl ↪edem platformy.

Obliczmy ẏ dla nieholonomicznego manipulatora mobilnego (nh, nh)

ẏ(q) =

[
∂y1

∂qm
G1

∂y1

∂qr
G2

0 ∂y2

∂qr
G2

] (
η
u

)
=

[
Φm Φmr

0 Φr

]
ζ = Φ(q)ζ. (8.22)
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Rys. 8.5. BÃl ↪edy śledzenia funkcji wyj́sciowych manipulatora mobilnego (nh, h):
a) bÃl ↪ad y21 − y21d, b) bÃl ↪ad y22 − y22d

Fig. 8.5. Trajectory tracking errors for the output functions of the (nh, h)
mobile manipulator: a) error y21 − y21d, b) error y22 − y22d

Widać, że pierwsza pochodna po czasie funkcji wyj́scia nie zależy od sterowa-
nia. Jeśli y zróżniczkujemy powtórnie wzgl ↪edem czasu oraz podstawimy do ÿ
przeksztaÃlcon ↪a dynamik ↪e (8.21), to otrzymamy

ÿ = Φ̇ζ + Φ
{
−(Q∗)−1[C∗ζ + D∗] + (Q∗)−1B∗τ

}

= Φ̇ζ + ΦF̄ + ΦH̄τ, (8.23)

gdzie F̄ = −(Q∗)−1[C∗ζ +D∗], a H̄ = (Q∗)−1B∗. Aby uzyskać liniow ↪a i odsprz ↪e-
żon ↪a transformacj ↪e wej́sciowo–wyj́sciow ↪a, należy użyć nast ↪epuj ↪acego sterowania
odsprz ↪egaj ↪acego

τ = H̄−1Φ−1
(
−Φ̇ζ − ΦF̄ + v

)
. (8.24)

Tak jak dla manipulatora mobilnego (nh, h), najistotniejsz ↪a spraw ↪a ze wzgl ↪edu
na sterowanie jest zagwarantowanie odwracalności macierzy Φ. Macierz ta b ↪edzie
zależaÃla od wyboru funkcji wyj́sciowych y.

8.3.1. Śledzenie trajektorii w przestrzeni zewn ↪etrznej
przez manipulator mobilny (nh, nh)

Dynamika manipulatora mobilnego (nh, nh) jest dana równaniem (3.15)

Q∗ζ̇ + C∗ζ + D∗ = B∗τ,
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Rys. 8.6. BÃl ↪ad śledzenia y23 − y23d dla manipulatora mobilnego (nh, h)

Fig. 8.6. Trajectory tracking error y23 − y23d for the (nh, h) mobile manipulator

a ograniczenia nieholonomiczne maj ↪a postać

q̇ =

(
q̇m

q̇r

)
=

[
G1 0
0 G2

] (
η
u

)
= Gζ.

Zadaniem manipulatora mobilnego jest śledzenie wybranych wspóÃlrz ↪ednych
(poÃlożenia lub orientacji) efektora w przestrzeni m-wymiarowej, zdefiniowanych
w nast ↪epuj ↪acy sposób

y(t) = k(q(t)).

Aby uzyskać śledzenie zadanych funkcji wyj́sciowych yd(t), wybierzmy sterowanie

τ = H̄−1Φ−1[−Φ̇ζ − ΦF̄ + v], (8.25)

przy czym symbole oznaczaj ↪a

e = y − yd,

v = ÿd −Kdė−Kpe, Kd = diag {Kdi} > 0, Kp = diag {Kpi} > 0,

F̄ = −(Q∗)−1[C∗ζ + D∗],
H̄ = (Q∗)−1B∗.

Macierz Φ jest dana równaniem (8.22) dla wybranych funkcji wyj́sciowych y.
Równania ukÃladu (3.15), (5.18) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego (8.25)



130 8. Odsprz ↪eganie we–wy manipulatorów mobilnych

−6
−4

−2
0

2
4

6

−15

−10

−5

0

5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

X    [m]Y    [m]

Z
   

 [m
]

Rys. 8.7. Postura manipulatora mobilnego (nh, nh) podczas śledzenia zadanej
trajektorii efektora

Fig. 8.7. Posture of the mobile manipulator of (nh, nh) type during tracking the
desired trajectory of the end-effector

maj ↪a wówczas postać

ë + Kdė + Kpe = 0 ⇐⇒ Ė =

(
ė
ë

)
=

[
0 I

−Kp −Kd

] (
e
ė

)
= AE,

podobn ↪a do (8.17). Nastawy regulacji również zapewniaj ↪a hurwitzowskość po-
wyższego równania bÃl ↪edu. Na mocy tych samych argumentów, jakie przedstawio-
no w rozdziale 8.2.3, można wi ↪ec pokazać zbieżność bÃl ↪edów śledzenia e do zera,
czyli śledzenie trajektorii w przestrzeni roboczej (zewn ↪etrznej).

8.3.2. Badania symulacyjne

Podobnie jak dla manipulatora (nh, h), dziaÃlanie sterowania odsprz ↪egaj ↪acego
zostanie pokazane dla pionowego trójwahadÃla zamontowanego na platformie klasy
(2, 0). Tym razem przyj ↪eto zaÃlożenie, że manipulator jest wyposażony w nieholo-
nomiczne sprz ↪egÃla konstrukcji Nakamury, Chunga i Sørdalena. Obiekt badań
symulacyjnych pokazano na rys. 8.2.
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Jako funkcje wyj́sciowe dla manipulatora mobilnego (nh, nh) wybierzmy

y =




y11

y12

y21

y22


 =




xeff

yeff

zeff

θ2


 =




c0(kc + a) + x
s0(kc + a) + y

ks

θ2


 .

Taki wybór prowadzi do nast ↪epuj ↪acej postaci macierzy odsprz ↪egania

Φ =

[
Φm Φmr

0 Φr

]
,

przy czym podmacierze s ↪a równe

Φm =
[

∂y1

∂qm
G1

]
=

[
c0 −s0(kc + a)
s0 c0(kc + a)

]
,

Φr =
[

∂y2

∂qr
G2

]
=

[
kc a2s1(l3c123 + l2c12) + a3s2c1(l3c123)
0 a2s1

]
,

Φmr =
[

∂y1

∂qr
G2

]
=

[
−c0ks −c0[a2s1(l3s123 + l2s12) + a3s2c1l3s123]
−s0ks −s0[a2s1(l3s123 + l2s12) + a3s2c1l3s123]

]
.

Wyznacznik macierzy Φm jest taki jak dla manipulatora mobilnego (nh, h).
Z kolei wyznacznik macierzy Φr jest równy wyrażeniu

detΦr = a2s1kc 6= 0.

Ponieważ wspóÃlczynnik przeÃlożenia a2 w nieholonomicznym sprz ↪egle jest zawsze
dodatni, oznacza to, że

detΦr 6= 0 ⇔ θ1 6= 0, π, i kc 6= 0.

Z podanego warunku wynika, że w porównaniu z manipulatorem mobilnym (nh, h)
ruch podwójnie nieholonomicznego manipulatora mobilnego jest bardziej ogra-
niczony, ponieważ należy wykluczyć konfiguracje θ1 = {0, π} dla pierwszego
przegubu ramienia manipulacyjnego.

Trajektoria zadana oraz poÃlożenie pocz ↪atkowe zostaÃly wybrane tak jak dla ma-
nipulatora mobilnego (nh, h)

yd(nh,nh) =




5 sin 2t
−5 cos 2t

0, 6
−0, 375 cos 2t


 y(0) =




1, 35
0, 74
0, 24
−0, 5



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a parametry regulacji wybrano ponownie jako Kd = Kp = 100. Czas trwania
symulacji wynosiÃl T = 10 s. Postur ↪e manipulatora mobilnego w przestrzeni 3D
przedstawiono na rys. 8.7, natomiast bÃl ↪edy śledzenia poszczególnych funkcji wyj-
ściowych pokazano na rysunkach 8.8–8.9.

Z przedstawionych wykresów bÃl ↪edów śledzenia funkcji wyj́sciowych wynika,
że również dla manipulatora mobilnego (nh, nh) bÃl ↪edy e = y − yd d ↪aż ↪a do 0.

a) b)
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Rys. 8.8. BÃl ↪edy śledzenia funkcji wyj́sciowych manipulatora mobilnego
(nh, nh): a) bÃl ↪ad y11 − y11d, b) bÃl ↪ad y12 − y12d

Fig. 8.8. Trajectory tracking errors for the output functions of the (nh, nh)
mobile manipulator: a) error y11 − y11d, b) error y12 − y12d
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Rys. 8.9. BÃl ↪edy śledzenia funkcji wyj́sciowych manipulatora mobilnego
(nh, nh): a) bÃl ↪ad y21 − y21d, b) bÃl ↪ad y22 − y22d

Fig. 8.9. Trajectory tracking errors for the output functions of the (nh, nh)
mobile manipulator: a) error y21 − y21d, b) error y22 − y22d



9. Śledzenie ścieżki
manipulatorów mobilnych

Ścieżka, któr ↪a manipulator mobilny ma śledzić, jest pewn ↪a krzyw ↪a geometryczn ↪a
w przestrzeni. W odróżnieniu od trajektorii, która zależy od czasu, ścieżka
jest parametryzowana odlegÃlości ↪a krzywoliniow ↪a punktu od ustalonego punktu
pocz ↪atkowego. Problematyka poruszania si ↪e manipulatora mobilnego wzdÃluż
zadanej ścieżki pojawiaj ↪aca si ↪e w literaturze przedmiotu jest formuÃlowana w różny
sposób. W wielu pracach, np. [85], [86], ścieżka jest definiowana dla efek-
tora zamontowanego na platformie mobilnej. Takie podej́scie oznacza, że ruch
wzdÃluż krzywej może być zrealizowany przez dowolny podsystem manipulatora
mobilnego, bez konieczności dekompozycji zadania na zadania dla poszczególnych
podukÃladów. Jednak wad ↪a proponowanej metody jest nie tylko bardzo skomp-
likowana postać sterowania, ale także bardzo w ↪aska klasa zadań, jakie mog ↪a być
dzi ↪eki niej rozwi ↪azane – metoda może być zastosowana jedynie do rozwi ↪azania
zadań z ustalonym horyzontem czasowym.

Inne podej́scie do zagadnienia śledzenia ścieżki przez manipulatory mobilne
jest prezentowane w tym rozdziale, co ilustruje rys. 9.1. Zadanie, które chcemy
rozwi ↪azać, może być zdekomponowane na dwie niezależnie realizowane cz ↪eści:

• efektor (ostatnie ogniwo cz ↪eści manipulacyjnej) ma pod ↪ażać wzdÃluż zada-
nej krzywej geometrycznej Π(s) opisanej wzgl ↪edem podstawy manipulatora,
a wi ↪ec wzgl ↪edem platformy,

• platforma ma si ↪e poruszać wzdÃluż pewnej krzywej pÃlaskiej P (s) na podÃlożu.

Dekompozycja zadania umożliwia użycie manipulatora mobilnego na przykÃlad
do pod ↪ażania wzdÃluż pewnych znaczników (linii) zaznaczonych na podÃlożu i jed-
noczesne malowanie pewnych powierzchni, rozÃladowywanie przewożonych Ãladun-
ków w trakcie przemieszczania si ↪e itp.
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XP

P(s)

P(s)

Rys. 9.1. Zadanie śledzenia ścieżki manipulatora mobilnego: P (s) – zadana
ścieżka platformy, Π(s) – zadana ścieżka manipulatora

Fig. 9.1. Desired path of mobile manipulator: P (s) – desired path of the
platform, Π(s) – desired path of the manipulator

Śledzenie ścieżki jest realizowane w odmienny sposób, w zależności od budowy
nieholonomicznych manipulatorów mobilnych, dlatego należy je rozważyć od-
dzielnie dla manipulatorów mobilnych typu (nh, h) i (nh, nh).

9.1. Śledzenie ścieżki manipulatora mobilnego (nh, h)

Zachowanie manipulatora mobilnego można opisać za pomoc ↪a wspóÃlrz ↪ednych
qT = (qT

m, qT
r ), gdzie qm to wektor wspóÃlrz ↪ednych platformy, a qr ∈ Rp to wektor

wspóÃlrz ↪ednych przegubowych manipulatora pokÃladowego

qr = (θ1, θ2, ..., θp)T . (9.1)

Manipulator mobilny typu (nh, h) jest opisany równaniami dynamiki (3.15) wy-
rażonymi we wspóÃlrz ↪ednych pomocniczych (η, qr)

Q∗
(

η̇
q̈r

)
+ C∗

(
η
q̇r

)
+ D∗ = B∗τ,

a także równaniami ograniczeń nieholonomicznych (3.12)

q̇m = G(qm)η,



9.1. Śledzenie ścieżki manipulatora mobilnego (nh, h) 135

które s ↪a naÃlożone jedynie na ruch podsystemu nieholonomicznego, czyli koÃlowej
platformy mobilnej.

Jak wspomniano na pocz ↪atku rozdziaÃlu, śledzenie ścieżki b ↪edzie zdekompo-
nowane na osobne zadania dla obu podsystemów manipulatora mobilnego. Ze
wzgl ↪edu na różne wielkości przestrzeni roboczej każdego z podsystemów, w przy-
padku holonomicznego manipulatora śledzenie ścieżki można zakończyć zatrzy-
maniem efektora w pewnym punkcie końcowym, natomiast platforma powinna
poruszać si ↪e w sposób ci ↪agÃly wzdÃluż zadanej krzywej na podÃlożu.

Cel sterowania można wówczas sformuÃlować nast ↪epuj ↪aco:

Należy znaleźć sterowanie τ oraz parametryzacj ↪e ścieżki s = s(t) dla
ramienia manipulacyjnego, które zagwarantuj ↪a realizacj ↪e zadań dla
każdego z podsystemów z osobna, co spowoduje zbieżność bÃl ↪edów
śledzenia do zera, w obecności ograniczeń nieholonomicznych.

Aby zaprojektować sterowanie śledz ↪ace ścieżk ↪e dla manipulatora mobilnego, nale-
ży przypomnieć, że peÃlny opis manipulatora (nh, h) jest ukÃladem kaskadowym za-
wieraj ↪acym zarówno równania ograniczeń nieholonomicznych, jak i równania dy-
namiki. Z tego wzgl ↪edu sterowanie musi być podzielone na dwa ukÃlady pracuj ↪ace
równolegle: sterowanie kinematyczne i sterowanie dynamiczne.

9.1.1. Sterowanie kinematyczne

Aby zrealizować śledzenie ścieżki przez platform ↪e, należy opisać ruch podsys-
temu nieholonomicznego wzgl ↪edem zadanej krzywej pÃlaskiej P (s). W rozdziale
4.2.3 pokazano, jak za pomoc ↪a parametryzacji Freneta (l, s) (l jest odlegÃlości ↪a
ukÃladu stowarzyszonego ze środkiem masy platformy od zadanej ścieżki, s zaś jest
bież ↪ac ↪a dÃlugości ↪a ścieżki, czyli odlegÃlości ↪a krzywoliniow ↪a od ustalonego punktu
na ścieżce), można przeksztaÃlcić pr ↪edkości kartezjańskie lokalnego ukÃladu plat-
formy do pr ↪edkości krzywoliniowych

l̇ = (− sin θr cos θr)

(
ẋ
ẏ

)
, ṡ =

(cos θr sin θr)
1∓ c(s)l

(
ẋ
ẏ

)
, (9.2)

gdzie ẋ i ẏ s ↪a wyrażone za pomoc ↪a ograniczeń nieholonomicznych, c(s) jest krzy-
wizn ↪a ścieżki, a θr jest zadan ↪a orientacj ↪a ukÃladu Freneta na ścieżce.

Postura platformy mobilnej jest wyrażona nie tylko poprzez poÃlożenie jej
środka masy, ale również poprzez jej orientacj ↪e θ. Z tego wynika, że należy
zdefiniować dodatkowy bÃl ↪ad śledzenia orientacji równy

θ̃ = θ − θr. (9.3)
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Zadana orientacja platformy θr speÃlnia zależność (4.18)

θ̇r = ±c(s)ṡ.

WspóÃlrz ↪edne Freneta oraz bÃl ↪ad orientacji, czyli zmienne

ξT = (l, θ̃, s) (9.4)

opisuj ↪a wówczas bÃl ↪edy śledzenia ścieżki dla platformy mobilnej z ograniczon ↪a
mobilności ↪a. Warto również przypomnieć, że parametryzacja Freneta (l, s) jest
sÃluszna jedynie lokalnie, w pobliżu rozważanej ścieżki.

W dotychczasowych pracach do rozwi ↪azania zadania śledzenia ścieżki przez
platform ↪e stosowano algorytm Pometa (5.50). Zalet ↪a wspomnianego algorytmu
jest możliwość zastosowania do dowolnej klasy nieholonomicznych platform mo-
bilnych, co pokazano w [51]. Jednak algorytm Pometa cechuje si ↪e powoln ↪a
zbieżności ↪a, przeÃl ↪aczaniem kierunków ruchu i praktycznie może być stosowany
tylko w procesie zbliżania si ↪e do ścieżki. Jeżeli jednak jest wymagany algorytm
sterowania zapewniaj ↪acy nie tylko zbieżność do ścieżki, ale również przemieszcza-
nie si ↪e wzdÃluż niej, to należy użyć algorytmu przeznaczonego dla określonej klasy
platform mobilnych. Dla platform klasy (2, 0) takim algorytmem jest algorytm
Samsona (5.62). W dalszej cz ↪eści rozdziaÃlu ograniczymy rozważania do platform
należ ↪acych do tej wÃlaśnie klasy.

Spośród bÃl ↪edów śledzenia ścieżki ξ można rozważać jedynie l i θ̃, natomiast
równanie różniczkowe na ṡ nie musi być bezpośrednio sterowane, ponieważ przy
asymptotycznym śledzeniu nie jest wymagane, aby platforma wjechaÃla na ścieżk ↪e
pocz ↪awszy od punktu pocz ↪atkowego, a jedynie zbliżaÃla si ↪e do niej coraz bardziej.
Równanie różniczkowe na ṡ jest jednak obliczane w trakcie trwania regulacji,
ponieważ bÃl ↪ad orientacji θ̃ zależy od odlegÃlości krzywoliniowej s bież ↪acego punktu
od pocz ↪atku ścieżki. Zgodnie z wzorami (9.2) i (4.18), wspóÃlrz ↪edne Freneta dla
platformy (2, 0) opisanej ograniczeniami nieholonomicznymi




ẋ
ẏ

θ̇


 =




cos θ 0
sin θ 0

0 1




(
v
ω

)
(9.5)

można zapisać jako

l̇ = v sin θ̃,

˙̃
θ = θ̇ − θ̇r = ω − c(s)ṡ = ω − v cos θ̃

c(s)
1∓ c(s)l

. (9.6)
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Dla ukÃladu (9.6) sterowanie kinematyczne Samsona (5.62) równe

vr = const,

ωr = −k2lvr
sin θ̃

θ̃
− k3θ̃ + vr cos θ̃

c(s)
1∓ c(s)l

gwarantuje asymptotyczn ↪a zbieżność bÃl ↪edów śledzenia ścieżki (l, θ̃) do zera, co
pokazano w rozdziale 5.3.1.

Z kolei zadana ścieżka dla manipulatora może być rozumiana jako pewna
krzywa geometryczna Π(s), któr ↪a efektor ma osi ↪agn ↪ać i wzdÃluż której ma re-
alizować swój ruch. Taka ścieżka musi być zdefiniowana w lokalnej przestrzeni
Rρ wyrażonej wzgl ↪edem ukÃladu stowarzyszonego z platform ↪a XbYbZb, przy czym
ρ ≤ p (p – liczba stopni swobody manipulatora). Celem sterowania jest wymu-
szenie ruchu efektora wzdÃluż ścieżki Π(s) z bÃl ↪edami śledzenia d ↪aż ↪acymi do zera,
czyli

ep = k(qr)−Π(s) −→ 0. (9.7)

Wektor k(qr), b ↪ed ↪acy kinematyk ↪a manipulatora, zazwyczaj opisuje lokalne wspóÃl-
rz ↪edne poÃlożenia chwytaka, jednak niekiedy może zawierać również wspóÃlrz ↪edne
orientacji, na przykÃlad wtedy, gdy zachodzi pewien zwi ↪azek pomi ↪edzy orientacj ↪a
chwytaka i jego odlegÃlości ↪a krzywoliniow ↪a s (parametrem ścieżki) liczon ↪a wzdÃluż
ścieżki. W dalszych rozważaniach b ↪edziemy zakÃladali, że przeksztaÃlcenie ∂k

∂qr
= J ,

czyli jakobian analityczny manipulatora, zawsze jest peÃlnego rz ↪edu ρ (manipula-
tor unika konfiguracji osobliwych). Podobnie jak w parametryzacji Freneta dla
platformy, s jest bież ↪acym parametrem opisuj ↪acym ścieżk ↪e Π(s) (na ogóÃl jest od-
legÃlości ↪a krzywoliniow ↪a od zadanego punktu pocz ↪atkowego), przy czym nie jest
to ten sam parametr, gdyż ścieżki P i Π s ↪a definiowane dla różnych podsystemów.

Tak jak u Galickiego [26], gdzie zostaÃla sformuÃlowana idea śledzenia ścieżki
dla manipulatorów stacjonarnych, zaÃlóżmy, że w chwili pocz ↪atkowej, dla której
zachodzi s(0) = 0, efektor manipulatora znajduje si ↪e na ścieżce

k(qr(0)) = Π(0),

a w chwili pocz ↪atkowej i końcowej efektor nie porusza si ↪e

ṡ(0) = ṡ(T ) = 0, T −→∞.

Takie sformuÃlowanie zadania oznacza, że manipulator powinien przemieszczać si ↪e
wzdÃluż ścieżki, a nie zbliżać si ↪e do niej asymptotycznie. Ponadto, ze wzgl ↪edu na
ograniczon ↪a przestrzeń robocz ↪a manipulatora, dÃlugość ścieżki Π(s) jest ograni-
czona pewn ↪a wartości ↪a smax. To oznacza, że bÃl ↪edy śledzenia ścieżki powinny
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obejmować nie tylko bÃl ↪edy śledzenia wspóÃlrz ↪ednych kinematyki ep, ale również
krzywoliniow ↪a odlegÃlość od końca ścieżki, czyli bÃl ↪ad odlegÃlości równy

es = s− smax.

Aby zapewnić śledzenie ścieżki przez manipulator, należy zdefiniować sposób
parametryzacji ścieżki s = s(t). Parametryzacj ↪e ścieżki s = s(t) otrzymuje si ↪e
jako rozwi ↪azanie skalarnego równania różniczkowego

s̈ = −Kdṡ−Kmes

(
1
2

dγ

ds
es + γ

)
+ 2K2e

T
p F, F =

dΠ
ds

, (9.8)

gdzie Kd, Km,K2 > 0 s ↪a parametrami regulacji, γ zaś to ścísle dodatnia funkcja
zmiennej s, która z zaÃlożenia speÃlnia warunek

1
2

dγ

ds
es + γ 6= 0.

Rol ↪a funkcji γ(s) jest wpÃlywanie na zachowanie chwytaka w pobliżu punktu koń-
cowego ścieżki smax. Jeśli funkcja γ lub jej pochodna dγ

ds b ↪ed ↪a miaÃly duże wartości,
to zbieżność bÃl ↪edu odlegÃlości od końca ścieżki es, która jest tylko asymptotycz-
na, b ↪edzie szybsza. Jednak nawet najprostsza funkcja γ(s) = 1 również jest
dopuszczalna.

9.1.2. Sterowanie dynamiczne

Rozważmy model dynamiki manipulatora mobilnego (3.15) wyrażony we wspóÃl-
rz ↪ednych pomocniczych oraz równanie ograniczeń nieholonomicznych (3.12). Za-
Ãlóżmy, że znane s ↪a pr ↪edkości ηr(t) = (vr, ωr) obliczone wedÃlug algorytmu Samsona
(5.62), które gwarantuj ↪a rozwi ↪azanie zadania śledzenia ścieżki przez platform ↪e
mobiln ↪a.

Zaproponujmy nast ↪epuj ↪ace sterowanie dynamiczne zapewniaj ↪ace asymptoty-
czn ↪a zbieżność wszystkich wspóÃlrz ↪ednych manipulatora mobilnego do ich wartości
zadanych

τ = (B∗)−1

{
Q∗

(
η̇r

−J̇T ep − JT Jq̇r + JT F ṡ

)
+ C∗

(
ηr

−JT ep

)
(9.9)

+D∗ − CKEv −KEv} ,

gdzie F jest dane wzorem (9.8), natomiast pozostaÃle symbole oznaczaj ↪a

Ev =

(
eη

q̇r + JT ep

)
=

(
η − ηr

q̇r + JT ep

)
,
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K =

[
K11 0
0 K12

]
, K11 = diag{K1}, K12 = diag{K2}, K1 > 0,

K2 zaś jest tym parametrem regulacji, który zostaÃl użyty do parametryzacji
ścieżki manipulatora (9.8). Dynamika (3.15) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrot-
nego (9.9) jest opisana równaniem bÃl ↪edu

Q∗Ėv = −KEv − (C∗ + CK)Ev. (9.10)

Aby udowodnić zbieżność trajektorii obu podsystemów manipulatora mobilnego
do zadanych ścieżek, wybierzmy funkcj ↪e Lapunowa, która jest modyfikacj ↪a funkcji
zaproponowanej przez Galickiego w pracy [26]

W (ξ, Ev, es, ṡ) = Vk(ξ) +
1
2
ET

v Q∗Ev +
1
2
ṡ2 +

1
2
γKme2

s + K2e
T
p ep, (9.11)

gdzie Vk(ξ) jest funkcj ↪a Lapunowa (5.63) dla ograniczeń nieholonomicznych (3.12)
przeksztaÃlconych do zadania śledzenia ścieżki (5.61). Pochodna po czasie funk-
cji W jest równa

Ẇ = V̇k + ET
v Q∗Ėv +

1
2
ET

v Q̇∗Ev + ṡs̈ +
(

1
2

dγ

ds
e2
s + γes

)
Kmṡ

+ 2K2e
T
p ėp. (9.12)

Zanim rozpoczniemy obliczanie pochodnej Ẇ wzdÃluż trajektorii ukÃladu z zam-
kni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego (5.61), (5.62), (9.8) i (9.10), należy zauważyć,
że na poziomie kinematycznym pojawiaj ↪a si ↪e dodatkowe bÃl ↪edy pochodz ↪ace od
dynamiki i zakÃlócaj ↪ace sterowanie kinematyczne (5.62). Potraktujmy ηr jako
sterowanie kinematyczne w przypadku idealnym, tj. bez dynamiki. Sterowa-
nie kinematyczne dziaÃlaj ↪ace na system w przypadku rzeczywistym η = ηr + eη

przyjmuje wówczas postać zmodyfikowan ↪a

v = const + eη1, (9.13)

ω = −k2lv
sin θ̃

θ̃
− k3θ̃ + v cos θ̃

c(s)
1∓ c(s)l

+ eη2. (9.14)

Nast ↪epnie oszacujmy Ẇ dane wzorem (9.12) wzdÃluż trajektorii ukÃladu (5.61),
(5.62), (9.8)–(9.14)

Ẇ = −k3θ̃
2 + θ̃eη2 − eT

η K11eη −K2q̇
T
r q̇r −Kdṡ

2 −K2e
T
p JJT ep

= −
(

k3 − 1
2

)
θ̃2 − 1

2

(
θ̃ − eη2

)2 −K1e
2
η1 −

(
K1 − 1

2

)
e2
η2
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−K2q̇
T
r q̇r −Kdṡ

2 −K2e
T
p JJT ep

≤ −
(

k3 − 1
2

)
θ̃2 −K1e

2
η1 −

(
K1 − 1

2

)
e2
η2 −K2q̇

T
r q̇r −Kdṡ

2 −K2e
T
p JJT ep

≤ 0. (9.15)

ÃLatwo zauważyć, że funkcja Lapunowa W nie rośnie wzdÃluż trajektorii ukÃladu
z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego, jeśli parametry regulacji s ↪a odpowiednio
dobrane, tzn. K1, k3 > 1/2.

Macierz JJT jest macierz ↪a manipulowalności sztywnego manipulatora i jest
zawsze dodatnio określona, ponieważ z zaÃlożenia manipulator unika konfiguracji
osobliwych. Z twierdzenia La Salle’a–Yoshizawy (patrz rozdz. 11, tw. 7) wynika
wi ↪ec, że

(θ̃, eη1, eη2, q̇r, ṡ, ep) = (0, 0, 0, 0, 0, 0)

jest asymptotycznie stabilnym punktem równowagi ukÃladu. Kolejn ↪a zmienn ↪a,
której zbieżność do zera należy pokazać, jest wspóÃlrz ↪edna Freneta l. Zbieżności
l można dowieść na mocy argumentów przedstawionych w rozdziale 5.3.1.

Ponieważ W nie rośnie wzdÃluż trajektorii ukÃladu, oznacza to, że wspóÃlrz ↪edne
(θ̃, eη1, eη2, q̇r, ṡ, ep) s ↪a ograniczone. Ponieważ θ̃ = 0 jest asymptotycznie stabil-

nym punktem równowagi ukÃladu, Ãlatwo pokazać, że ¨̃
θ jest również ograniczona,

a wi ↪ec
˙̃
θ musi d ↪ażyć do zera. We wzorze (5.62) opisuj ↪acym dynamik ↪e bÃl ↪edu ˙̃

θ

wyrażenia k2, v i sin θ̃
θ̃

s ↪a różne od zera w pobliżu θ̃ = 0, czyli zachodzi l → 0.
Ostatnim bÃl ↪edem, którego zbieżności należy dowieść, jest es. Funkcja La-

punowa W nie rośnie wzdÃluż trajektorii ukÃladu z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia
zwrotnego, dlatego wszystkie zmienne definiuj ↪ace t ↪a funkcj ↪e, tj. ξ, Ev, ṡ, es

i ep, s ↪a ograniczone. Używaj ↪ac wÃlaściwości funkcji γ i Π oraz ograniczoności
wspomnianych zmiennych, można pokazać, że również s(3) jest ograniczona. Sto-
suj ↪ac lemat Barbalata do funkcji s̈, można pokazać, że s̈(T ) → 0 dla T →∞.
Z równania opisuj ↪acego parametryzacj ↪e ścieżki dla manipulatora (9.8) Ãlatwo wy-
wnioskować, że musi być speÃlnione nast ↪epuj ↪ace równanie

s̈(∞) = 0 −→ 1
2

dγ

ds
e2
s(∞) + γes(∞) = 0.

To oznacza, że albo es(∞) = 0 albo 1
2

dγ
ds es(∞) + γ = 0. Jednakże z wÃlaściwości

funkcji γ(s) wynika, że druga możliwość nie zachodzi. St ↪ad można wywnioskować,
że es(∞) = 0. To kończy dowód asymptotycznej zbieżności algorytmu śledzenia
ścieżki dla manipulatora mobilnego (nh, h).
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9.1.3. Badania symulacyjne

Badania symulacyjne zostaÃly przeprowadzone przy użyciu pakietu Matlab/Simu-
link. Jako obiekt symulacji wybrano manipulator typu RTR zamontowany na
monocyklu, przedstawiony na rys. 9.2.
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Rys. 9.2. Manipulator RTR zamontowany na platformie klasy (2, 0)
Fig. 9.2. RTR manipulator mounted on the mobile platform of (2, 0) class

Model dynamiki manipulatora RTR umieszczonego na platformie (2, 0) zostaÃl
pomini ↪ety ze wzgl ↪edu na obszerność, jednak można go znaleźć w pracy [59].
Symulacje miaÃly na celu sprawdzenie, czy ukÃlad sterowania (9.8), (9.9), (9.13)
i (9.14) zaproponowany w tej pracy speÃlnia swoje zadanie. Zadana ścieżka dla
manipulatora RTR zostaÃla wybrana jako

Π1(s) = 0, 4 m,

Π2(s) = 0, 866s, [m],
Π3(s) = 0, 5s + 0, 5, [m],
smax = 0, 2 m,

γ(s) = 1,
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natomiast zadana ścieżka dla platformy byÃla lini ↪a prost ↪a o równaniu

x(s) =
√

2
2

s, [m], y(s) =
√

2
2

s, [m].

PoÃlożenie pocz ↪atkowe przegubów ramienia to (θ1; θ2; θ3)(0)= (0; 0, 6732;−π/3),
natomiast poÃlożenie pocz ↪atkowe platformy wynosiÃlo (x; y; θ)(0) = (0; 2; 3π/4).
Parametry sterownika dynamicznego byÃly równe Kd = Km = 1, K1 = K2 = 0, 01,
sterownika zaś kinematycznego: v = 1, k2 = 0, 1 i k3 = 1. Śledzenie ścieżki
manipulatora zostaÃlo pokazane na rys. 9.3–9.4, a śledzenie ścieżki przez platform ↪e
pokazano na rys. 9.5.
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Rys. 9.3. BÃl ↪edy śledzenia ścieżki manipulatora RTR: a) bÃl ↪ad skÃladowej x,
b) bÃl ↪ad skÃladowej y, c) bÃl ↪ad skÃladowej z

Fig. 9.3. Path tracking errors for the RTR manipulator: a) error of the x
variable, b) error of the y variable, c) error of the z variable

Jak wynika z rysunków 9.3–9.5, algorytm proponowany w tej pracy dziaÃlaÃl po-
prawnie. Jednocześnie warto podkreślić, że, w odróżnieniu od algorytmu Pometa,
który byÃl dotychczas wykorzystywany do śledzenia ścieżki przez platform ↪e, pre-
zentowany algorytm Samsona cechuje si ↪e dobr ↪a zbieżności ↪a, bez gwaÃltownego
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Rys. 9.4. Śledzenie ścieżki przez manipulator RTR: a) rzut na pÃlaszczyzn ↪e
XY, b) rzut na pÃlaszczyzn ↪e XZ, c) rzut na pÃlaszczyzn ↪e YZ

Fig. 9.4. Tracking of the desired path for the RTR manipulator: a) projection
on XY plane, b) projection on XZ plane, c) projection on YZ plane

przeÃl ↪aczania i zmian kierunku ruchu, co mogÃloby uszkodzić mechanik ↪e robota.
Ponadto, inaczej niż w algorytmie Pometa, algorytm kinematyczny Samsona za-
pewnia nie tylko doj́scie do zadanej ścieżki, ale również poruszanie si ↪e wzdÃluż
ścieżki ze staÃl ↪a pr ↪edkości ↪a.

9.2. Śledzenie ścieżki manipulatora mobilnego (nh, nh)

Inaczej niż dla manipulatora mobilnego (nh, h), zadanie śledzenia ścieżki dla
podwójnie nieholonomicznego manipulatora mobilnego nie byÃlo do tej pory roz-
ważane w literaturze. Jednak ze wzgl ↪edu na fakt, że oba podsystemy nieholo-
nomiczne s ↪a podobne, na przykÃlad można przeksztaÃlcić je do tej samej postaci
normalnej, jak ↪a jest ukÃlad Ãlańcuchowy, to zadanie śledzenia ścieżki można zdefi-
niować tak samo dla obu podukÃladów, wykorzystuj ↪ac do poszukiwania sterowania
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Rys. 9.5. Śledzenie ścieżki przez platform ↪e klasy (2, 0): a) rzut na pÃlaszczyzn ↪e
XY, b) bÃl ↪ad odlegÃlości l, c) bÃl ↪ad orientacji θ̃

Fig. 9.5. Tracking of the desired path for the mobile platform: a) projection on
XY plane, b) distance tracking error l, c) orientation tracking error θ̃

parametryzacj ↪e Freneta. W dalszej cz ↪eści rozdziaÃlu przyjmiemy zaÃlożenie, że ma-
nipulator z nieholonomicznym przeniesieniem nap ↪edu jest planarny, na przykÃlad
jest to planarne nieholonomiczne trójwahadÃlo na monocyklu przedstawione na
rys. 8.2.

Przedstawmy zatem zadanie, jakie manipulator mobilny powinien zrealizować:

• efektor manipulatora ma śledzić w sposób asymptotyczny pewn ↪a ograni-
czon ↪a ścieżk ↪e Π(s), zdefiniowan ↪a wzgl ↪edem podstawy manipulatora, a wi ↪ec
wzgl ↪edem platformy,

• platforma ma si ↪e poruszać wzdÃluż pewnego konturu P po podÃlożu.

Ponieważ manipulator mobilny (nh, nh) zawiera dwa podsystemy nieholonomicz-
ne, wi ↪ec rozwi ↪azanie zadania b ↪edzie wymagaÃlo zastosowania dwóch algorytmów
kinematycznych dla każdego z równań opisuj ↪acych ograniczenia nieholonomiczne,
tj. (3.12) i (3.14).
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9.2.1. Sterowanie kinematyczne

Zadanie śledzenia ścieżki dla nieholonomicznego manipulatora mobilnego na mo-
nocyklu można wyrazić za pomoc ↪a wspóÃlrz ↪ednych Freneta (9.4). Podobnie jak
w rozdziale 9.1.1, do rozwi ↪azania zadania śledzenia ścieżki przez platform ↪e zosta-
nie zastosowany algorytm Samsona (5.62), przeznaczony dla klasy (2, 0) koÃlowych
nieholonomicznych platform mobilnych, natomiast dla manipulatora nieholono-
micznego zostanie zastosowane odsprz ↪eganie i linearyzacja we–wy. Dla manipula-
torów planarnych z nieholonomicznym nap ↪edem również można wykorzystać pa-
rametryzacj ↪e Freneta przedstawion ↪a w rozdziale 4.2.3, przy czym punkt M b ↪edzie
punktem znajduj ↪acym si ↪e na końcu efektora, orientacj ↪a zaś efektora θm b ↪edzie
k ↪at obrotu stowarzyszonego z nim ukÃladu odniesienia wokóÃl osi −Yb, umieszczo-
nej w podstawie manipulatora. Orientacja efektora w planarnym manipulatorze
nieholonomicznym b ↪edzie wi ↪ec równa

θm =
n∑

i=1

θi.

W rozważanym przypadku planarnego manipulatora nieholonomicznego zależ-
ności pomi ↪edzy pr ↪edkościami punktu M efektora wyrażonymi we wspóÃlrz ↪ednych
kartezjańskich i krzywoliniowych maj ↪a postać

l̇m = (− sin θrm , cos θrm)

(
ẋ
ż

)
, ṡ =

(cos θrm , sin θrm)
1∓ c(s)lm

(
ẋ
ż

)
, (9.16)

gdzie lm oznacza odlegÃlość punktu M od ścieżki Π(s), θrm zaś jest orientacj ↪a
ukÃladu Freneta w punkcie M′ (patrz rys. 4.1). Dolne indeksy zostaÃly wprowad-
zone w celu rozróżnienia wspóÃlrz ↪ednych Freneta dla obu podsystemów.

WspóÃlrz ↪edne chwytaka typu n-wahadÃlo wzgl ↪edem ukÃladu podstawy s ↪a równe

x =
n∑

i=1

li cos




i∑

j=1

θj


 , z =

n∑

i=1

li sin




i∑

j=1

θj


 , (9.17)

gdzie li jest dÃlugości ↪a i-tego ogniwa n-wahadÃla. Po zróżniczkowaniu zmien-
nych (9.17) po czasie i wstawieniu otrzymanych wyrażeń do (9.16) dostaniemy
nast ↪epuj ↪ace równania

l̇m =
n∑

i=1

cos


θrm −

i∑

j=1

θj


 li

i∑

k=1

θ̇k, (9.18)

˙̃
θm = θ̇m ± c(s)ṡ

=
n∑

i=1

θ̇i ± c(s)
1∓ c(s)lm

n∑

i=1

sin


θrm −

i∑

j=1

θj


 li

i∑

k=1

θ̇k. (9.19)
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Korzystaj ↪ac z postaci ograniczeń nieholonomicznych (2.10)–(2.11) dla mani-
pulatora, równania (9.18) i (9.19) można przedstawić w postaci macierzowej jako

ξ̇m =

(
l̇m
˙̃
θm

)
= H(qr, ξm)




θ̇1

θ̇2
...

θ̇n




= H(qr, ξm)G2(qr)u = Kd(qr, ξm)u, (9.20)

gdzie qr = (θ1, ..., θp), a ξm = (lm, θ̃m). Macierz Kd(qr, ξm) ∈ R2×2 b ↪edzie
odwracalna, jeśli wykluczy si ↪e takie konfiguracje obu podsystemów, które pro-
wadz ↪a do jej osobliwości.

Można zaproponować nast ↪epuj ↪ace sterowanie, które zapewni zbieżność bÃl ↪edów
śledzenia ścieżki dla nieholonomicznego manipulatora ξm do zera

u = −K−1
d (qr, ξm)Λξm, Λ = ΛT > 0. (9.21)

Widać, że równanie ukÃladu (9.20) z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrotnego (9.21)
ma postać

ξ̇m + Λξm = 0,

a wi ↪ec algorytm gwarantuje asymptotyczn ↪a zbieżność ξm do zera, czyli śledzenie
ścieżki Π(s) przez nieholonomiczny manipulator.

9.2.2. Sterowanie dynamiczne

Manipulator mobilny typu (nh, nh) jest opisany równaniami ograniczeń (3.14)

q̇ =

(
q̇m

q̇r

)
=

[
G1 0
0 G2

] (
η
u

)
= Gζ

i dynamik ↪a dan ↪a wzorem (3.15) jako

Q∗ζ̇ + C∗ζ + D∗ = B∗τ.

Jako sterownik dynamiczny wybierzmy prawo sterowania

τ = (B∗)−1

{
Q∗

(
η̇r

u̇r

)
+ C∗

(
ηr

ur

)
+ D∗ − (K + CK)Ev

}
, (9.22)

gdzie symbole s ↪a zdefiniowane w nast ↪epuj ↪acy sposób

Ev =

(
eη

eu

)
=

(
η − ηr

u− ur

)
, K =

[
K1I2 0

0 K2I2

]
, K1,K2 > 0.
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Przed rozpocz ↪eciem dowodu zbieżności należy rozważyć wpÃlyw bÃl ↪edów eu na
sterowanie kinematyczne (9.21). WpÃlyw bÃl ↪edów eη na algorytm Samsona omó-
wiono w rozdziale 9.1.1.

Jak rozważano to w poprzednich rozdziaÃlach, pr ↪edkości referencyjne ur to
sygnaÃly uzyskiwane w przypadku idealnym, tzn. bez uwzgl ↪edniania dynamiki
obiektu. Jednak w praktyce powinny być rozważone zmodyfikowane sterowania

u = −K−1
d (qr, ξm)Λξm + eu, (9.23)

w których wyst ↪epuj ↪a bÃl ↪edy pr ↪edkości eu. BÃl ↪edy te pojawiaj ↪a si ↪e wtedy, gdy
pr ↪edkość rzeczywista obiektu u nie może osi ↪agn ↪ać wartości referencyjnej ur, naj-
cz ↪eściej ze wzgl ↪edu na bezwÃladność manipulatora.

Aby udowodnić zbieżność trajektorii obu podsystemów manipulatora mobil-
nego do zadanych ścieżek, wybierzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a funkcj ↪e Lapunowa

V (ξ, ξm, Ev) = Vk(ξ) + Vm(ξm) + Vd(Ev)

= k2
l2

2
+

θ̃2

2
+

1
2
ξT
mξm +

1
2
ET

v Q∗Ev. (9.24)

Funkcja Vk(ξ) jest funkcj ↪a Lapunowa dla platformy klasy (2, 0) śledz ↪acej ścieżk ↪e
za pomoc ↪a algorytmu Samsona (5.63), funkcja Vm(ξm) jest funkcj ↪a Lapunowa
dla nieholonomicznego manipulatora sterowanego wedÃlug algorytmu kinematy-
cznego (9.23), a Vd(Ev) jest funkcj ↪a Lapunowa dla równań dynamiki podwójnie
nieholonomicznego manipulatora mobilnego z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a sprz ↪eżenia zwrot-
nego (9.22). Z kolei symbolem ξ = (l, θ̃) oznaczono wspóÃlrz ↪edne Freneta dla
platformy, a ξm = (lm, θ̃m) to wspóÃlrz ↪edne Freneta dla nieholonomicznego ma-
nipulatora.

Po wstawieniu do ogólnego wzoru na pochodn ↪a po czasie funkcji V

V̇ = k2ll̇ + θ̃
˙̃
θ + ξT

mξ̇m +
1
2
ET

v Q̇∗Ev + ET
v Q∗Ėv

równania zamkni ↪etej p ↪etli ukÃladu (3.15) ze sprz ↪eżeniem zwrotnym (9.22), czyli

Q∗Ėv + (C∗ + CK)Ev + KEv = 0,

oraz równania rzeczywistych sterowań kinematycznych (9.13), (9.14) i (9.23)
otrzymamy

V̇ = k2l[(v + eη1) sin θ̃] + θ̃[−k2l(v + eη1)
sin θ̃

θ̃
− k3θ̃ + eη2]

+ξT
mKd(qr, ξm)(−Kd(qr, ξm)Λξm + eu) +

1
2
ET

v Q̇∗Ev
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+ET
v [−(C∗ + CK)Ev −KEv]

= −k3θ̃
2 + θ̃eη2 − ξT

mΛξm + ξT
mKd(qr, ξm)eu − ET

v KEv

= −k3θ̃
2 + θ̃eη2 − ξT

mΛξm + ξT
mKd(qr, ξm)eu − eT

η K1eη − eT
u K2eu

= −
(

k3−1
2

)
θ̃2 − 1

2

(
θ̃−eη2

)
2 −

(
K1 − 1

2

)
e2
η2 −K1e

2
η1 − ξT

m

(
Λ− I2

2

)
ξm

+
1
2
eT
u Kd(qr, ξm)T Kd(qr, ξm)eu − eT

u K2eu +

−1
2
(ξm −Kd(qr, ξm)eu)T (ξm −Kd(qr, ξm)eu).

Dla nieholonomicznego trójwahadÃla macierz Kd(qr, ξm) ma postać

Kd(qr, ξm) =

[
Kd11 Kd12

Kd21 Kd22

]
,

z elementami zdefiniowanymi jako

Kd11 =
3∑

i=1

li cos


θrm −

i∑

j=1

θi


 ,

Kd12 = a2s1





3∑

i=2

li cos


θrm −

i∑

j=1

θi






 + a3s2c1l3 cos


θrm −

3∑

j=1

θi


 ,

Kd21 = 1± c(s)
1∓ c(s)lm





3∑

i=1

li sin


θrm −

i∑

j=1

θi






 ,

Kd22 = a2s1



1± c(s)

1∓ c(s)lm




3∑

i=2

li sin


θrm −

i∑

j=1

θi











+a3s2c1(1± c(s)
1∓ c(s)lm

l3 sin


θrm −

3∑

j=1

θi


 .

Warto przypomnieć, że transformacja Freneta jest sÃluszna jedynie lokalnie, tzn.
lm(0) < rmin, przy czym rmin jest odwrotności ↪a maksymalnej krzywizny cmax

ścieżki manipulatora Π(s). Wówczas macierz Kd(qr, ξm) jest ograniczona, czyli
zachodzi

‖ Kd(qr, ξm) ‖ =
√

λ̄K
d
KT

d
(qr, ξm) ≤ max

qr,ξm

√
λ̄K

d
KT

d
(qr, ξm) = Kmax < ∞.

Pochodna po czasie funkcji V może być wtedy oszacowana w nast ↪epuj ↪acy sposób

V̇ = −
(

k3 − 1
2

)
θ̃2 − 1

2

(
θ̃ − eη2

)2 −
(

K1 − 1
2

)
e2
η2 −K1e

2
η1
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−ξT
m

(
Λ− I2

2

)
ξm +

1
2
eT
u Kd(qr, ξm)T Kd(qr, ξm)eu − eT

u K2eu

−1
2
(ξm −Kd(qr, ξm)eu)T (ξm −Kd(qr, ξm)eu)

≤ −
(

k3 − 1
2

)
θ̃2 −

(
K1 − 1

2

)
e2
η2 −K1e

2
η1 − ξT

m

(
Λ− I2

2

)
ξm

−eT
u

(
K2 − K2

max

2

)
eu

≤ −W (θ̃, eη, eu, ξm) ≤ 0.

Ponieważ pochodna po czasie funkcji Lapunowa jest ujemna, wi ↪ec V jest malej ↪aca,
a wi ↪ec zmienne definiuj ↪ace funkcj ↪e V , czyli ξ, ξm i Ev s ↪a ograniczone. Ponadto,
jeżeli parametry regulacji zostan ↪a odpowiednio wybrane, tzn.

k3 >
1
2
, K1 >

1
2
, Λ >

I2

2
, K2 >

K2
max

2
,

to powyższe oszacowanie speÃlnia zaÃlożenia twierdzenia La Salle’a (tw. 5, rozdz.11).
To oznacza, że punkt

(θ̃, eη, eu, ξm) = (0, 0, 0, 0)

jest lokalnie asymptotycznie stabilnym punktem równowagi (lokalność jest kon-
sekwencj ↪a wyboru wspóÃlrz ↪ednych Freneta, definiowanych w niewielkiej odlegÃlości
od zadanej ścieżki, do przeksztaÃlcenia zadania śledzenia scieżki). Zbieżność zmien-
nej l dla platformy zachodzi na mocy argumentów przedstawionych w podroz-
dziale 9.1.2. To kończy dowód zbieżności algorytmu sterowania dla manipulatora
mobilnego typu (nh, nh) przedstawionego w tym rozdziale.

9.2.3. Badania symulacyjne

Badania symulacyjne zostaÃly przeprowadzone dla nieholonomicznego trójwahadÃla
zamontowanego pionowo na monocyklu.

Zadan ↪a ścieżk ↪a dla manipulatora byÃl okr ↪ag

Π1(s) = 0, 25 cos 4s + 1, [m],
Π2(s) = −0, 25 sin 4s + 0, 6, [m],

natomiast zadana ścieżka dla platformy byÃla lini ↪a prost ↪a o równaniu

x(s) =
√

2
2

s, [m], y(s) =
√

2
2

s, [m].
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PoÃlożenie pocz ↪atkowe przegubów ramienia to (θ1; θ2; θ3)(0)= (0;π/2;−π/2+0, 1),
natomiast poÃlożenie pocz ↪atkowe platformy wynosiÃlo (x; y; θ)(0) = (0; 2; 3π/4).
Parametry sterownika dynamicznego byÃly równe

K1 = 1, K2 = 10,

parametry sterowania dla algorytmu kinematycznego Samsona wynosiÃly

v = 1, k2 = 0, 1, k3 = 1,

natomiast macierz regulacji w sterowniku kinematycznym dla nieholonomicznego
manipulatora to Λ = diag{1}. Śledzenie ścieżki dla manipulatora zostaÃlo pokazane
na rys. 9.6, natomiast platforma śledziÃla ścieżk ↪e identycznie jak w przypadku ma-
nipulatora mobilnego typu (nh, h).
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Rys. 9.6. BÃl ↪edy śledzenia ścieżki dla trójwahadÃla: a) bÃl ↪ad skÃladowej x,
b) bÃl ↪ad skÃladowej z, c) bÃl ↪ad orientacji θ̃

Fig. 9.6. Path tracking for the 3-pendulum: a) an error of x coordinate, b) an
error of z coordinate, c) an error of orientation θ̃
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W monografii przedstawiono jednolite podej́scie pozwalaj ↪ace na znalezienie stero-
wania dla nieholonomicznych manipulatorów mobilnych w przypadku, gdy różne
zadania podlegaj ↪a dekompozycji na podzadania definiowane osobno dla każdego
z systemów skÃladowych, jakimi s ↪a koÃlowa platforma mobilna oraz rami ↪e mani-
pulacyjne zamontowane na tej platformie. Spośród czterech typów manipula-
torów mobilnych rozważono tylko takie, w których koÃlowa platforma porusza si ↪e
w sposób ścísle toczny, bez poślizgu, buksowania i blokowania kóÃl, a wi ↪ec jest
nieholonomiczna. Natomiast w przypadku manipulatora dopuszczono zarówno
bezpośrednie nap ↪edy, jak i nap ↪edy nieholonomiczne.

Najtrudniejszym zjawiskiem wymagaj ↪acym specjalnego podej́scia s ↪a ograni-
czenia nieholonomiczne pojawiaj ↪ace si ↪e w rozważanych obiektach. Takie ogra-
niczenia zmieniaj ↪a jakościowo zarówno problem modelowania, jak i sterowania
takimi robotami. W przypadku gdy obiekt robotyczny skÃlada si ↪e z poÃl ↪aczonych
podsystemów, z których choć jeden ma ograniczenia nieholonomiczne naÃlożone na
ruch, niezb ↪edne staje si ↪e uwzgl ↪ednienie tych ograniczeń w modelowaniu i sterowa-
niu caÃlym ukÃladem zÃlożonym. W pracy pokazano, jak można sprawdzić nieholo-
nomiczność ograniczeń i jak należy je uwzgl ↪ednić w procesie otrzymywania mo-
delu kinematyki i dynamiki manipulatora mobilnego.

Równania ruchu ukÃladów nieholonomicznych zawieraj ↪a zarówno równania
ograniczeń, które musz ↪a być speÃlnione w każdej chwili, jak i równania dynamiki,
poÃl ↪aczone w struktur ↪e kaskadow ↪a. Z tego wzgl ↪edu do projektowania sterowania
dla różnych zadań zastosowano procedur ↪e caÃlkowania wstecznego, która wymaga
jednoczesnego rozwi ↪azywania równania ograniczeń i użycia otrzymanych rozwi ↪a-
zań do sterowania na poziomie dynamicznym. Jednym z cz ↪estych braków spo-
tykanych w wielu pracach jest nieuwzgl ↪ednianie bÃl ↪edów pochodz ↪acych z poziomu
dynamiki i zakÃlócaj ↪acych dziaÃlanie sterownika kinematycznego (ukÃladu rozwi ↪a-
zuj ↪acego równania ograniczeń), który jest projektowany w przypadku idealnym,
a wi ↪ec bez wzi ↪ecia pod uwag ↪e efektów dynamicznych, takich np. jak duża masa
czy bezwÃladność ukÃladu. W monografii przedstawiono takie rozwi ↪azania dla
wszystkich rozważanych zadań, w których wspomniane bÃl ↪edy zostaÃly sprowa-
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dzone do zera. Proponowane w pracy algorytmy sterowania dziaÃlaj ↪a poprawnie,
co potwierdzaj ↪a dowody zbieżności i badania symulacyjne.

W rozdziaÃlach 2–5 przedstawiono przegl ↪ad znanych metod modelowania i wy-
branych zagadnień sterowania dla ukÃladów nieholonomicznych. Na tle przegl ↪adu
nast ↪epuj ↪ace wyniki stanowi ↪a oryginalny dorobek autorki:

• Syntetyczne podej́scie do zagadnienia modelowania manipulatorów mobil-
nych typu (nh, h) i (nh, nh), i wyrażanie równań ruchu w różnych wspóÃl-
rz ↪ednych – uogólnionych, pomocniczych, linearyzuj ↪acych.

• SzczegóÃlowe wyprowadzenie wspóÃlrz ↪ednych Freneta dla ruchu ukÃladu na
pÃlaszczyźnie i otrzymanie parametryzacji wykorzystywanej w zadaniu śle-
dzenia ścieżki – rozdziaÃl 4.2.3.

• Postać sterowników dynamicznych – dysypatywnego i uniwersalnego – za-
równo w przypadku peÃlnej znajomości modelu dynamiki, jak i dla parame-
trycznej niepewności modelu – rozdziaÃl 4.3.

• Algorytm osi ↪agania zadanej konfiguracji z zatrzymaniem dla ukÃladów Ãlań-
cuchowych – rozdziaÃl 5.2.1.

• Śledzenie ścieżki dla wszystkich klas koÃlowych platform mobilnych z wyko-
rzystaniem wspóÃlrz ↪ednych Freneta – rozdziaÃl 5.3.1.

RozdziaÃly 6–9 stanowi ↪a caÃlkowicie oryginalne opracowanie dotycz ↪ace zagadnień
sterowania zapewniaj ↪acego realizacj ↪e różnych zadań dla wybranych dwóch typów
nieholonomicznych manipulatorów mobilnych:

• Sterowanie zapewniaj ↪ace osi ↪agni ↪ecie zadanej konfiguracji dla obu typów ma-
nipulatorów mobilnych. Na przykÃladzie manipulatora nieholonomicznego
pokazano, jak algorytm sterowania pracuj ↪acy w p ↪etli otwartej jest zaburza-
ny przez dynamik ↪e ukÃladu i dlaczego w celu dokÃladnej realizacji wybranego
zadania niezb ↪edne jest zastosowanie algorytmów ze sprz ↪eżeniem zwrotnym.
Wykazano, że w procesie sterowania należy uwzgl ↪ednić dodatkowe bÃl ↪edy
pochodz ↪ace z poziomu dynamicznego i zaburzaj ↪ace sterowanie kinematy-
czne i dowieść ich zbieżności do zera. To zagwarantuje poprawn ↪a realizacj ↪e
zadania i prawidÃlowe zachowanie obiektu.

• Śledzenie trajektorii w przestrzeni zmiennych stanu (wewn ↪etrznej). W obu
typach obiektów w roli sterowania kinematycznego zastosowano znane z li-
teratury algorytmy śledzenia trajektorii ogólnego przeznaczenia i pokazano,
jak zaprojektować algorytmy sterowania dynamicznego w przypadku peÃlnej
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znajomości i parametrycznej nieznajomości równań dynamiki manipulato-
ra mobilnego. Wymóg znajomości trajektorii referencyjnych, zarówno dla
platformy mobilnej, jak i ramienia manipulatora, powoduje utrat ↪e przez
nieholonomiczny manipulator mobilny podstawowej jego wÃlaściwości, tzn.
nadmiarowości stopni swobody. W zwi ↪azku z tym zaproponowane algo-
rytmy sterowania nie s ↪a w ogólnym przypadku optymalne.

• Śledzenie trajektorii w przestrzeni roboczej (zewn ↪etrznej). Wprowadzono
poj ↪ecie rozszerzonych funkcji wyj́sciowych umożliwiaj ↪acych ruch manipu-
latora wzgl ↪edem platformy. Poprzez procedur ↪e odsprz ↪egania i linearyzacji
transformacji wej́sciowo-wyj́sciowej uzyskano możliwość śledzenia trajek-
torii efektora dla obu typów manipulatorów mobilnych. Ponieważ warunki
regularności wymagaj ↪a, aby w trakcie trwania procesu regulacji konfiguracje
manipulatora byÃly dostatecznie oddalone od osobliwości, wi ↪ec niezb ↪edne
jest wybranie dostatecznie dużych wzmocnień regulatorów, tak aby nie
wyst ↪epowaÃly nadmierne przeregulowania. W konsekwencji generowane ste-
rowania mog ↪a nie być realizowalne z uwagi na fizykalne ograniczenia sygna-
Ãlów steruj ↪acych, dostarczanych przez ukÃlady nap ↪edowe. Należy podkreślić,
że brak uwzgl ↪ednienia ograniczeń na sterowanie dotyczy wszystkich zadań
analizowanych w poszczególnych rozdziaÃlach.

• Śledzenie ścieżki przez każdy z podsystemów. Zadanie to jest definiowane
w odmienny sposób dla manipulatorów holonomicznych i nieholonomicznych
– manipulatory z bezpośrednimi nap ↪edami mog ↪a poruszać si ↪e wzdÃluż ścieżki
o skończonej dÃlugości i zatrzymać si ↪e na jej końcu. Z kolei zadanie sterowa-
nia dla manipulatorów nieholonomicznych polega na asymptotycznym zbli-
żaniu si ↪e do ścieżki. Do celów sterowania wykorzystano parametryzacj ↪e
Freneta zmodyfikowan ↪a dla planarnych manipulatorów nieholonomicznych.

Przedstawione algorytmy sterowania obejmuj ↪a wi ↪ekszość zadań, jakie można
sformuÃlować dla każdego z podsystemów skÃladowych nieholonomicznego mani-
pulatora mobilnego. Metoda post ↪epowania w każdym przypadku jest podobna:
należy znaleźć algorytm kinematyczny zapewniaj ↪acy realizacj ↪e zadania dla danego
podukÃladu nieholonomicznego, a nast ↪epnie wykorzystać otrzymany ,,profil pr ↪ed-
kościowy” do zaprojektowania sterowania na poziomie dynamicznym. Wybór jed-
nego spośród zaprezentowanych algorytmów dynamicznych jest dowolny, jednak
algorytm dysypatywny i uniwersalny mog ↪a w prosty sposób zostać zmodyfikowane
do postaci adaptacyjnej, stosowanej w przypadku parametrycznej niepewności
co do modelu dynamiki, co wymaga jednak dodatkowego użycia ukÃladu esty-
muj ↪acego nieznane parametry tego modelu.
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SformuÃlowanie problemu sterowania w tak ogólnej postaci pozwala również
na realizacj ↪e zadań mieszanych dla poszczególnych podsystemów, na przykÃlad
platforma może pod ↪ażać do zadanej konfiguracji, natomiast manipulator w tym
samym czasie może śledzić zadan ↪a trajektori ↪e przegubow ↪a. Jedynym warunkiem
wymaganym do poprawnej realizacji zadań jest użycie algorytmu kinematycznego
o odpowiednich wÃlaściwościach, na przykÃlad funkcji Lapunowa gwarantuj ↪acej
globaln ↪a lub póÃlglobaln ↪a asymptotyczn ↪a stabilność dla ukÃladu z zamkni ↪et ↪a p ↪etl ↪a
sprz ↪eżenia zwrotnego.

Wszystkie otrzymane algorytmy sterowania nie uwzgl ↪edniaj ↪a ograniczeń na
zmienne stanu. Fakt ten nabiera szczególnego znaczenia w przypadku istnienia
przeszkód w przestrzeni roboczej nieholonomicznego manipulatora mobilnego.
Wydaje si ↪e, że zwÃlaszcza w przypadku zadania śledzenia trajektorii w przestrzeni
wewn ↪etrznej zaproponowane algorytmy nie dadz ↪a si ↪e w prosty sposób zaadap-
tować do zadań wymagaj ↪acych unikania kolizji.

Prezentowane wyniki mog ↪a mieć zastosowanie przy syntezie algorytmów stero-
wania dla nieholonomicznych manipulatorów mobilnych podczas realizacji różnych
zadań. W literaturze przedmiotu przedstawiane s ↪a również inne podej́scia do
zagadnień sterowania takimi obiektami. Jednak jest naturalne, że nawet w przy-
padku problematyki omawianej w tej monografii istnieje wiele szczegóÃlowych
problemów w dziedzinie projektowania algorytmów sterowania dla rozważanych
obiektów, które wymagaj ↪a dalszego rozwoju badań teoretycznych i praktycznych.

Wydaje si ↪e celowa kontynuacja badań dotycz ↪acych zarówno różnych aspektów
sterowania manipulatorami mobilnymi, na przykÃlad w przypadku wyst ↪epowania
niewielkiego poślizgu kóÃl, czyli nieznacznego przekroczenia ograniczeń nieholo-
nomicznych, jak i rozszerzenie prezentowanej metody projektowania ukÃladów
sterowania na inne ukÃlady zÃlożone, w których przynajmniej jeden podsystem
skÃladowy jest nieholonomiczny, oraz uwzgl ↪ednienie istnienia ograniczeń na zmien-
ne stanu i sterowania w procesie regulacji.



11. Podstawowe definicje
i twierdzenia o stabilności

11.1. UkÃlady autonomiczne

Oprócz metod Lapunowa, do podstawowych narz ↪edzi do badania stabilności ukÃla-
dów autonomicznych należy zasada niezmienniczości La Salle’a, która może być
wypowiedziana w postaci nast ↪epuj ↪acego twierdzenia:

Twierdzenie 5 (La Salle, [38]). Niech b ↪edzie dany ukÃlad dynamiczny

ẋ = f(x), (11.1)

x ∈ Rn, z funkcj ↪a Lapunowa V (x) klasy C1, tak ↪a że zachodzi

V̇ (x) = dV (x)f(x) ≤ 0. (11.2)

Zdefiniujmy zbiór
E =

{
x ∈ Rn

∣∣∣ V̇ (x) = 0
}

. (11.3)

Ograniczone trajektorie ukÃladu (11.1) d ↪aż ↪a wówczas do najwi ↪ekszego zbioru nie-
zmienniczego M ⊆ E.

11.2. UkÃlady nieautonomiczne

11.2.1. II Metoda Lapunowa

Przed sformuÃlowaniem twierdzenia o stabilności wprowadzimy nast ↪epuj ↪ac ↪a defi-
nicj ↪e:

Definicja 1. Funkcja ci ↪agÃla γ : [0, a) → R+ należy do klasy K, jeśli jest ścísle
rosn ↪aca i γ(0) = 0. Jeśli dodatkowo a = ∞ oraz γ(r) →∞ dla r →∞, to funkcja
γ należy do klasy K∞.
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Twierdzenie 6. Niech x = 0 b ↪edzie punktem równowagi gÃladkiego ukÃladu nieau-
tonomicznego1

ẋ = f(x, t). (11.4)

Zdefiniujmy kul ↪e otwart ↪a D = {x ∈ Rn | ‖x‖ < r}. Niech V : D × R → R+

b ↪edzie funkcj ↪a klasy C1, tak ↪a że dla wszystkich t ≥ 0, x ∈ D zachodzi

γ1(‖x‖) ≤ V (x, t) ≤ γ2(‖x‖), (11.5)

V̇ =
∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(x, t) ≤ −γ3(‖x‖). (11.6)

Punkt równowagi x = 0 jest wówczas:

• jednostajnie stabilny, jeśli γ1 i γ2 s ↪a funkcjami klasy K na przedziale [0, r)
oraz γ3(·) ≥ 0 na przedziale [0, r),

• jednostajnie asymptotycznie stabilny, jeśli γ1, γ2 i γ3 s ↪a funkcjami klasy
K na przedziale [0, r),

• eksponencjalnie stabilny, jeśli γi(ρ) = kiρ
α na przedziale [0, r), przy ki > 0,

α > 0, i = 1, 2, 3,

• globalnie jednostajnie stabilny, jeśli D = Rn, γ1 i γ2 s ↪a funkcjami klasy
K∞, a γ3(·) ≥ 0 na R+,

• globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilny, jeśli D = Rn, funkcje γ1

i γ2 s ↪a klasy K∞, a γ3 jest funkcj ↪a klasy K na R+,

• globalnie eksponencjalnie stabilny, jeśli D = Rn, a γi(ρ) = kiρ
α na R+,

ki > 0, α > 0, i = 1, 2, 3.

11.2.2. Lemat Barbalata

Lemat 1. Niech f(t) b ↪edzie pewn ↪a funkcj ↪a rzeczywist ↪a klasy C2. ZaÃlóżmy, że
f(t) jest ograniczona od doÃlu, oraz że pochodna ḟ(t) ≤ 0. Wówczas, jeżeli druga
pochodna f̈(t) jest ograniczona, to limt→+∞ ḟ(t) = 0.

1W istocie wystarczy, żeby odwzorowanie f : Rn × R → Rn byÃlo lokalnie lipschitzowskie
wzgl ↪edem x i ci ↪agÃle wzgl ↪edem t.
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11.2.3. Twierdzenie La Salle’a–Yoshizawy

Odpowiednikiem zasady niezmienniczości La Salle’a dla ukÃladów nieautonomicz-
nych jest nast ↪epuj ↪ace twierdzenie La Salle’a–Yoshizawy.

Twierdzenie 7. Niech x = 0 b ↪edzie punktem równowagi ukÃladu nieautonomicz-
nego (11.4). ZaÃlóżmy, że V : Rn × R −→ R jest funkcj ↪a klasy C1, tak ↪a że dla
każdego czasu t ≥ 0, x ∈ Rn

γ1(‖x‖) ≤ V (x, t) ≤ γ2(‖x‖), (11.7)

V̇ =
∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(x, t) ≤ −W (x) ≤ 0, (11.8)

gdzie γ1, γ2 s ↪a funkcjami klasy K∞, W zaś jest funkcj ↪a ci ↪agÃl ↪a. Wszystkie trajek-
torie x(t) ukÃladu (11.4) s ↪a wówczas globalnie ograniczone i speÃlniaj ↪a warunek

lim
t→+∞W (x(t)) = 0. (11.9)

Jeśli dodatkowo funkcja W (x) jest dodatnio określona, to punkt x = 0 jest global-
nie jednostajnie asymptotycznie stabilnym punktem równowagi.

Wszystkie zamieszczone w tym rozdziale twierdzenia i lematy s ↪a przytoczone
w takim samym brzmieniu jak w pracy [87], któr ↪a autorka wspóÃltworzyÃla razem
z kolegami z ZakÃladu Podstaw Cybernetyki i Robotyki, Instytutu Informatyki,
Automatyki i Robotyki Politechniki WrocÃlawskiej.
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Design. New York, J. Wiley and Sons 1995.

[39] Lee T.C., Lee C.H., Teng C.C., Adaptive tracking control of nonholonomic
mobile robots by computed torque. W: Proc. of the IEEE Conf. on Decision
and Control, Phoenix, 1999.

[40] Lefeber E., Robertsson A., Nijmeijer H., Linear controllers for exponential
tracking of systems in chained form. Int. J. Robust Nonlinear Control, 2000,
wolumen 10, s. 243–263.

[41] Lewis A.D., Murray R., Variational principles for constrained systems: the-
ory and experiment. Journal of Nonlinear Mechanics, 1995, wolumen 30,
numer 6.
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[85] Tchoń K., Jakubiak J., Acceleration-driven kinematics of mobile manipu-
lators: an endogenous configuration space approach. W: On Advances in
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Model-based control for nonholonomic

mobile manipulators

In the monograph a unified approach to the control synthesis for nonholonomic
mobile manipulator has been presented. Different tasks designed for such an
robotic object can be decomposed into subtasks defined separately for each sub-
system of the complete mobile manipulator. In this work there are considered
only two from four types of mobile manipulators, namely types for which mobile
platform moves without any slippage of its wheels. However for rigid manipulat-
ing arm not only direct drive but nonholonomic drives designed by Nakamura,
Chung and Sørdalen have been taken into considerations.

In many works an influence of the dynamics on the solution to the purely
mathematical, kinematic control has been neglected. It is not appropriate ap-
proach because large mass or inertia of the system can result in very big difference
between real velocities of the object and reference velocities, which are the output
signals from kinematic control level. In this book we have presented such method
for solving the control problem that the mentioned errors coming from dynamical
level while disturbing kinematic level converge to zero.

Description of any nonholonomic system contains dynamics and constraint
equations which can be treated as a cascade. For this reason a backstepping pro-
cedure to design a control law for whole nonholonomic mobile manipulator must
be applied. Control algorithms presented in this book concern all tasks, which
can be formulated for any subsystem of whole mobile manipulator: control to the
constant configuration, trajectory tracking and following along a desired path.
The method of control synthesis proposed in the monograph should be executed
in two steps: design of kinematic controller (solution to strictly mathematical
equations of nonholonomic constraints) and next design of dynamic controller
(practical control algorithm acing on system with mass, inertia etc.).

Presented method of control synthesis can find many applications, such as
loading and unloading a payload during a transportation process, tracking of
desired trajectory defined in joint space or in workspace etc.
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