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Streszczenie

Korzystając z  termodynamicznego for-
malizmu Kedem-Katchalsky’ego opracowano 
model matematyczny, opisujący relację mię-
dzy efektywnym i rzeczywistym współczyn-
nikiem przepuszczalności solutu przez mem-
branę. Tę relację wyraża parametr ζs, który 
jest ilorazem tych współczynników. Obli-
czenia przeprowadzone na podstawie otrzy-
manego równania kwadratowego pokazały, 
że dla membrany polimerowej o ustalonych 
właściwościach transportowych, parametr ζs 
jest nieliniową funkcją stężenia roztworów 
rozdzielanych przez membranę. 

Ten parametr może być miarą odległości 
układu od stabilnego stanu dyfuzyjnego. Po-
jawienie się niestabilności, związane z łama-
niem symetrii stężeniowych warstw granicz-
nych względem kierunku grawitacyjnego, 
powoduje wzrost wartości tego współczynni-
ka. Jest to oznaką pojawienia się dyfuzyjno-
konwekcyjnego transportu masy.
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transport membranowy, dyfuzja, równania 
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Relation between effective  
and real solute permeability 
coefficients through polymeric 
membrane

Summary

Using Kedem-Katchalsky thermody-
namic formalism the mathematical model 
describing relation between effective and 
real solute permeability coefficients through 
a membrane was elaborated. The relation is 
described by parameter ζs, which is the quo-
tient of these coefficients. Calculations per-
formed on the basis of obtained quadratic 
equation show that for a  polymeric mem-
brane with fixed transport properties pa-
rameter ζs is nonlinear function of solution 
concentration. 

The value of this parameter can express 
the distance between a system and stable dif-
fusion state. Appearance of unstability re-
lated with breaking symmetry of concentra-
tion boundary layers towards the gravitation 
direction causes increase of the coefficient 
value. This is the sign of appearance of diffu-
sion-convection of mass transport. 

Key words: polymeric membrane, membrane 
transport, diffusion, Kedem-Katchalsky equa-
tions

WPROWADZENIE

Podstawowym narzędziem wykorzystywanym 
do opisu strumienia objętościowego (Jv) i strumienia 
solutu (Js) przez pojedyncze membrany polimero-
we i  ich układy, rozdzielające jednorodne roztwory 
roztworów nieelektrolitów, są równania Kedem-Kat-
chalsky’ego [1]. W tym podejściu właściwości trans-
portowe membrany, traktowanej jak „czarna skrzyn-
ka”, są scharakteryzowane przez współczynniki fe-
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nomenologiczne (Lp, σm, ωm). Postać tych równań jest 
następująca:

∆−∆= mppv LPLJ πσ 	 (1)

CJJ mvms )1(Δ σπω −+= 	 (2)

W powyższych równaniach Lp, σm oraz ωm ozna-
czają odpowiednio współczynniki: przepuszczalno-
ści hydraulicznej, odbicia oraz przepuszczalności so-
lutu. Pierwszy człon prawej strony równania (1) jest 
objętościowym strumieniem hydraulicznym, a drugi 
– objętościowym strumieniem osmotycznym. Pierw-
szy człon równania (2) opisuje strumień dyfuzyjny, 
a drugi – strumień adwekcyjny. ΔP = Ph – Pl jest róż-
nicą ciśnień hydrostatycznych (Ph, Pl oznacza wyższą 
i  niższą wartość ciśnienia hydrostatycznego). Δπ = 
RT (Ch – Cl) jest różnicą ciśnień osmotycznych (RT 
oznacza iloczyn stałej gazowej a temperatury termo-
dynamicznej, natomiast Ch i  Cl – stężenia roztwo-
rów). 11 )])[ln(( −−−= lhlh CCCCC ≈ )(2

1
lh CC +  

jest średnim stężeniem solutu w membranie. Warto-
ści liczbowe współczynników Lp, σm oraz ωm można 
wyznaczyć w serii niezależnych eksperymentów [1]. 

Teza o kreacji warstw nie mieszanych (unstirred 
layers) w  transporcie membranowym, nazwanych 
w  latach późniejszych stężeniowymi warstwami 
granicznymi została wysunięta przez J. Dainty’ego 
[2] i  wielokrotnie potwierdzona w  wielu badaniach 
[np. 3–8]. Tworzenie się tych warstw jest procesem 
występującym zarówno w  układach modelowych 
jak i biologicznych, w których selektywna membra-
na (M) rozdziela dwa niejednorodne roztwory tych 
samych lub różnych substancji [9,10]. Owe warstwy 
tworzą się spontanicznie po obydwu stronach mem-
brany i pełnią rolę dodatkowych barier kinetycznych 
dla szybko przenikających substancji, zarówno przez 
membrany naturalne jak i sztuczne [11–16]. Podsta-
wowym procesem uczestniczącym w  kreacji stęże-
niowych warstw granicznych jest dyfuzja [8]. Proces 
kreacji stężeniowych warstw granicznych nazywany 
jest polaryzacją stężeniową [17]. W procesie ich de-
strukcji, przy spełnieniu określonych warunków, 
mogą uczestniczyć przepływy konwekcyjne (swo-
bodne i wymuszone), osmotyczne, hydrauliczne czy 
elektroosmotyczne [1, 4, 9, 18]. 

Jeśli membrana (M), dla której współczynnik 
przepuszczalności solutu wynosi ω, rozdziela roz-
twory o stężeniach Ch i Cl (Ch>Cl), to w obszarze sty-
ku Ch/M powstaje stężeniowa warstwa graniczna lh 
o grubości δh, a w obszarze styku M/Cl – stężeniowa 
warstwa graniczna ll o grubości δl. W 1963 roku B. 
Z. Ginzburg i  A. Katchalsky wprowadzili do opisu 

transportu przez membrany polimerowe, współczyn-
nik przepuszczalności solutu przez kompleks lh/M/ll 
oznaczany zwykle przez ωs (ωs≤ωm) [3]. W pracy tej 
wykazano, że współczynniki ωs i ωm dla roztworów 
binarnych, w warunkach dyfuzyjnych (Jv=0, gdzie Jv 
jest strumieniem objętościowym roztworu), są zwią-
zane ze sobą następującym wyrażeniem:
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gdzie: Dl i Dh – stałe dyfuzji w obszarach warstw 
odpowiednio ll i lh.

Iloraz współczynników ωs i ωm, definiuje bezwy-
miarowy współczynnik polaryzacji stężeniowej (ζs):
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Wartości tego współczynnika spełniają relację: 
0≤ζs≤1. Polaryzacja stężeniowa jest maksymalna 
wtedy, gdy ζs→0, oraz minimalna, gdy ζs→1. Współ-
czynnik ζs pokazuje relację między efektywnym (ωs) 
i rzeczywistym (ωm) współczynnikiem przepuszczal-
ności solutu przez membranę polimerową

W obecnej pracy, korzystając z metody Ginzbur-
ga-Katchalsky’ego [3] i równań Kedem-Katchalsky’e-
go [1], wyprowadzimy wyrażenie ilustrujące relację 
w postaci ilorazu, między efektywnymi (ωs) i rzeczy-
wistymi (ωm) współczynnikami przepuszczalności 
solutu. Pokażemy, że ów iloraz wyrażony w postaci 
współczynnika ζs, jest zależny od parametrów trans-
portowych membrany i  roztworów, grubości stęże-
niowych warstw granicznych oraz strumienia solutu 
i/lub strumienia objętościowego.

UKŁAD MEMBRANOWY

Rozpatrzmy transport membranowy w  przed-
stawionym na ryc. 1 układzie, w którym membrana 
(M) ustawiona w  płaszczyźnie horyzontalnej, roz-
dziela przedziały (l) i (h) wypełnione rozcieńczony-
mi i nie mieszanymi mechanicznie roztworami tych 
samych substancji o stężeniach w chwili początkowej 
Ch i Cl (Ch>Cl). Zakładamy, że membrana jest izotro-
powa, symetryczna, elektroobojętna i selektywna dla 
wody i rozpuszczonej w niej substancji. Ponadto za-
kładamy, że roztwory w chwili początkowej (t=0) są 
jednorodne, zarówno w każdym punkcie roztworów 
jak i na powierzchni styku roztworów z membraną. 

Dla uproszczenia obliczeń, rozważać będziemy 
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jedynie stacjonarne i izotermiczne procesy transpor-
tu membranowego. Dla t>0, woda i  substancje roz-
puszczone, dyfundujące przez membranę, formują po 
obydwu jej stronach stężeniowe warstwy graniczne lh 
oraz ll, o charakterze pseudo-membran. Grubość tych 
warstw w stanie stacjonarnym wynosi odpowiednio 
δh i δl. Uformowane warstwy powodują, że w stanie 
stacjonarnym stężenia roztworów na stykach lh/M 
i M/ll zmienią się odpowiednio do wartości Ci oraz 
Ce (Ch>Ci>Ce, Ci>Ce>Cl). W  związku z  tym różnice 
ciśnień osmotycznych przez warstwę lh, membranę 
(M), warstwę ll oraz kompleks ll/M/lh można zapisać 
przy pomocy następujących wyrażeń:

Δπl = RT(Ce – Cl)	 (5)

Δπm = RT(Ci – Ce)	 (6)

Δπh = RT(Ch – Ci)	 (7)

Δπ = RT(Ch – Cl)	 (8)

Między lewymi stronami wyrażeń (3)–(6) za-
chodzi związek

Δπ = Δπl + Δπm + Δπh	 (9)

Zgodnie z formalizmem Kedem-Katchalsky’ego 
[1] właściwości transportowe membrany określone są 
przez współczynniki: przepuszczalności hydraulicz-
nej (Lp), odbicia (σm) i  przepuszczalności substancji 
rozpuszczonej (ωm). Strumień objętościowy i  stru-
mień substancji rozpuszczonej przez membranę jest 
oznaczony odpowiednio przez Jvm i Jsm. Właściwości 
transportowe warstw ll i lh są scharakteryzowane od-
powiednio przez współczynniki: odbicia spełniają-
ce warunek σl=σh=0, współczynniki dyfuzji Dl i Dh 
oraz współczynniki przepuszczalności solutu ωl i ωh. 
Strumienie substancji rozpuszczonej przez warstwy 
ll i lh są oznaczone odpowiednio przez Jsl i Jsh. Współ-
czynniki transportowe kompleksu ll/M/lh określone 
są przez współczynniki: odbicia (σs) i przepuszczal-
ności solutu (ωs). Między współczynnikami σm, σs, ωm 
i ωs zachodzi relacja [19]
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ζ == 	 (10)

Strumień objętościowy i  strumień substancji 
rozpuszczonej przez kompleks ll/M/lh oznaczono od-
powiednio przez Jvs i Jss. 

RELACJA MIĘDZY EFEKTYWNYM 
I RZECZYWISTYM 
WSPÓŁCZYNNIKIEM 
PRZEPUSZCZALNOŚCI SOLUTU 
PRZEZ MEMBRANĘ

Analizę transportu przez powyżej opisany 
układ dwumembranowy przeprowadzimy w oparciu 
o  formalizm termodynamiczny Kedem-Katchalsky-
’ego, którego podstawę stanowią równania (1) i  (12) 
[1]. Korzystając z równania (2), opisującego strumień 
solutu przez warstwę ll, membranę (M), warstwę 
lh i  kompleks ll/M/lh, można zapisać odpowiednio 
w następującej postaci [20]:

 
lvlllsl CJJ += πω Δ 	 (11)

 
mmvmmmsm CJJ )1(Δ σπω −+= 	 (12)

hvhhhsh CJJ += πω Δ 	 (13)

Jsh

Jsl

Jsm Jvm

Ci

Ce

Cl

Ch

lh

ll

M

h

l Pl

Ph

Jvs

Jss

Ryc. 1. Układ membranowy: M – membrana; ll i lh – 
stężeniowe warstwy graniczne (CBLs), Ph i Pl – ciśnie-
nia mechaniczne; Cl i Ch – stężenia roztworów poza 
warstwami; Ce i Ci – stężenia roztworów na granicach 
ll/M i M/lh; Jvm – strumień objętościowy przez mem-
branę M; Jvs – strumień objętościowy przez kompleks 
ll/M/lh; Jsl, Jsh i Jsm – strumienie solutu odpowiednio 
przez warstwy ll, lh oraz membranę M; Jss – strumień 
solutu przez kompleks ll/M/lh

Fig. 1. The membrane system: M – membrane; ll and 
lh – the concentration boundary layers (CBLs), Ph and 
Pl – mechanical pressures; Cl and Ch – concentrations 
of solutions outside the boundaries; Ce and Ci – the 
concentrations of solutions at boundaries ll/M and 
M/lh; Jvm – the volume fluxes through membrane M; 
Jvs – the volume fluxes through complex ll/M/lh Jsl, 
Jsh and Jsm – the solute fluxes through layers ll, lh and 
membrane, respectively; Jss – the solute fluxes thro-
ugh complex ll/M/lh
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gdzie: 
 )(5,0)])[ln(( 11

lelelel CCCCCCC +≈−= −− 	(11a)

)(5,0)])[ln(( 11
eieieim CCCCCCC +≈−= −−  (12a)

 )(5,0)])[ln(( 11
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W stanie ustalonym spełniony jest następujący 
warunek

Sssshsmsl JJJJJ ==== 	 (15)

Z kolei, korzystając z równania (1), opisującego 
strumień objętościowy przez membranę (M) i kom-
pleks ll/M/lh, można zapisać odpowiednio w następu-
jącej postaci [20]:

 )ΔΔ( mmpvm PLJ πσ−= 	 (16)

)ΔΔ()ΔΔ( πσζπσ mspspvs PLPLJ −=−= 	 (17)

W stanie ustalonym spełniony jest następujący 
warunek

 Vvsvm JJJ == 	 (18)

Jeśli odpowiednio przekształcone równania 
(11)–(14) uwzględnimy w równaniu (9) oraz zastosu-
jemy warunki (15) i (18), to otrzymamy

mlhlhm
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gdzie: 
 CJJ VS −=1γ 	 (19a)

 
lVS CJJ −=2γ 	 (19b)

 ])1[(3 CCJJ mmmVS σσγ +−−= 	 (19c)

hVS CJJ −=4γ 	 (19d)

Współczynniki ωl i Dl oraz ωh i Dh związane są 
ze sobą następującymi wyrażeniami: ωl=Dl(RTδl)–1 
oraz ωh=Dh(RTδh)–1. Uwzględniając te wyrażenia 
w równaniu (19) otrzymujemy
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Rozpatrzmy następujące przypadki.
1. Korzystając z  równania (17) oraz zakłada-

jąc, że Ce=Cl+∆C i Ci=Ch−∆C, równania (19a)–(19d) 
można przekształcić do postaci

 CJCJJ msvsmssvssss )1(Δ)1(Δ σπωζσπω − ζ+=−+= 	 (14)
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Uwzględniając wyrażenia (21)–(24) w równaniu 
(20) otrzymujemy 
 032
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gdzie: 
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W równaniach (25a)–(25c) χ=LpσmRT(Ch−Cl). 
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2. W przypadku, gdy Dl=Dh=D i δl=δh=δ wyrażenia (25a)–(25c), opisujące współczynniki a1, a2 i a3 można 
zapisać w postaci
 )2)((2

1
1 DRTCCDa mhl ++= δωχ ,

)]Δ)(([)](Δ[2 2
2
12

2
1

2 χδδω ++−++−= PDLCCJDCCPDLDJRTa phlShlpSm ,

 )](Δ[ 2
12

3 lhpS CCPLJDa +−= .
3. W przypadku, gdy warstwy ll i lh są asymetryczne, co może oznaczać, że δl=δ±∆δ i δh=δ±∆δ. Załóżmy, że 

δl=δ±∆δ i δh=δ±∆δ oraz Dl=Dh=D. Uwzględnienie tych warunków w równaniach (25a)–(25c) daje
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4. Zakładając symetryczność profili stężenio-
wych (Ce=Cl+∆C i Ci=Ch−∆C) i stężeniowych warstw 
granicznych (δl=δh=δ) oraz przyjmując, że współ-
czynnik dyfuzji nie zależy od stężenia (Dl=Dh=D), 
otrzymujemy

δω
ζ

RTD
D
m

s 2+
= 	

Powyższe wyrażenie można otrzymać biorąc 
pod uwagę równanie (4) i przyjmując w nim δl=δh=δ 
oraz Dl=Dh=D.

WYNIKI OBLICZEŃ I DYSKUSJA

Obliczenia współczynnika ζs wykonano dla 
membrany polimerowej Nephrophan i wodnych roz-
tworów glukozy w warunkach izotermicznych (T=295 
K), korzystając z  równania (25) wraz z  równaniami 
(25a)–(25c). Parametry transportowe tej membrany, 
tj. współczynniki przepuszczalności hydraulicznej 
(Lp), odbicia (σm) oraz przepuszczalności solutu (ωm), 
przedstawiono w  poprzedniej pracy [4]. Ich warto-
ści są następujące: Lp=5×10–12 m3 N–1s–1, σm=0,068, 
ωm=0,8×10–9 mol N–1s–1. Ponadto wykorzystane dane 
tablicowe współczynnika dyfuzji glukozy w  roztwo-
rze glukozy (D) oraz uniwersalnej stałej gazowej (R): 
D=0,69×10–9 m2s–1 oraz R=8,31 J mol–1K–1. Dla uprosz-
czenia obliczeń przyjmiemy w równaniach (25a)–(25c) 
Dl=Dh=D, δl=δh=δ oraz ∆P=0. Przyjęcie tych założeń 
upraszcza równania (25a)–(25c) do postaci

 )2(Δ1 DRTCCRTDLa mmp += δωδ

 )]Δ[2 2
2 CCRTLJDJRTDa mpSSm σδω −+=

a3 = D2Js

Występujące w tym równaniu δ oraz JS są zależ-
ne od ΔC. Zależność δ=f(ΔC) obliczono na podstawie 
przedstawionej w poprzedniej pracy [21] zależności 
Jv=f(Ch), korzystając z metody opisanej w pracy [22]. 
Tę zależność, przekształconą do postaci JV=f(ΔC) 
przytoczono na rycinie 2. Wykres zależności δ=f(ΔC) 
przedstawiono na rycinie 3. Do obliczenia zależności 
JS=f(ΔC), przedstawionej na rycinie 4, wykorzystano 
wyniki badań w postaci zależności Js=f(Ch) przedsta-
wione w pracy [23]. Wyniki obliczeń współczynnika 
ζs przedstawiono rycinie 5.

Nieliniowy przebieg krzywej przedstawionej 
na rycinie 5  wskazuje, że w  przebiegu krzywej ilu-
strującej zależność ζs=f(ΔC) można wyróżnić cztery 
obszary zmian ζs. Pierwszy obszar znajduje się w za-
kresie ΔC spełniającej warunek ΔC≤−0,025 mol l–1. 
Drugi obszar znajduje się w zakresie ΔC spełniającej 
warunek –0,025<ΔC≤0,03 mol l–1, trzeci – w zakre-
sie 0,03<ΔC≤0,05 mol l–1 oraz czwarty – w zakresie 
ΔC>0,05 mol l–1. Obszary pierwszy i  drugi dotyczą 
stanu dyfuzyjnego (bezkonwekcyjnego) układu jed-
nomembranowego. Ów stan jest stabilny hydrody-
namicznie dzięki równowadze mechanicznej, którą 
zapewnia przewaga sił lepkości nad siłami wyporu. 

Przyczyną występowania tych ostatnich są róż-
nice gęstości między roztworem tworzącym stężenio-
wą warstwę graniczną i pozostałą częścią roztworu. 
W tym obszarze czoło dyfuzji przesuwa się i grubość 
stężeniowych warstw granicznych (lh, ll) zwiększa 
się. Z  kolei obszary trzeci i  czwarty dotyczą stanu 
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dyfuzyjno-konwekcyjnego. Stan ten jest niestabilny 
hydrodynamicznie, gdyż siły wyporu przewyższają 
siły lepkości i  zostaje zaburzona mechaniczna rów-
nowaga układu stężeniowych warstw granicznych. 
Utrata owej równowagi prowadzi do przepływów we-
wnętrznych, zmierzających do ustalenia stanu o jed-
norodnej gęstości roztworów rozdzielanych przez 
membranę. Ów stan pojawia się wtedy, gdy wartość 
stężeniowej liczby Rayleigha, RC, jest większa od jej 
wartości krytycznej (RC)kryt.=1709,3 [21]. 

Liczba RC pełni rolę bezwymiarowego parame-
tru sterującego procesami dyfuzjo-konwekcyjnymi. 

Dla odpowiednio dużej wartości RC (rzędu wielko-
ści 105), cała przestrzeń między membraną a ścian-
kami komory pomiarowej dzieli się na przylegające 
do siebie jednakowe komórki, wewnątrz których 
ciecz porusza się po zamkniętych trajektoriach, nie 
przechodząc z  jednej komórki do drugiej. Kontury 
tych komórek tworzą pewną sieć na płaszczyznach 
granicznych [24]. Mimo ruchów konwekcyjnych 
w obszarach przymembranowych pozostają warstwy 
brzegowe o grubości 0,2÷0,7 mm. Krytyczna wartość 
grubości stężeniowej warstwy granicznej wynosi 
około 0,67 mm.
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Ryc. 2. Zależność osmotycznego stru-
mienia objętościowego (JV) od różnicy 
stężeń glukozy (∆C) dla układu jedno-
membranowego

Fig. 2. Glucose concentration dif-
ference (∆C) dependence of volume 
osmotic flux (JV) for the single-mem-
brane system

Ryc. 3. Zależność grubości stężeniowych 
warstw granicznych (δ) od różnicy stę-
żeń glukozy (∆C) obliczonych na podsta-
wie charakterystyki JV=f(ΔC) przedsta-
wionej na rycinie 2

Fig. 3. Glucose concentration difference 
(∆C) dependence of thickness concen-
tration boundary layer (δ) of the single-
membrane system calculated on the basis 
of the characteristic JV=f(ΔC) presented 
in fig. 2
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Z przedstawionych na ryc. 4  rezultatów badań 
wynika, że podobną rolę jak liczba RC może pełnić 
bezwymiarowy współczynnik ζs. Dla badanego za-
kresu stężeń roztworów ζs przyjmuje wartości z prze-
działu (0,094÷0,446). Krytyczna wartość ζs wynosi 
(ζs)kryt.=0,207.

WNIOSKI

1.	 Opracowany w  pracy model matematyczny, 
ukazujący relacje między efektywnym i rzeczy-
wistym współczynnikiem przepuszczalności 
solutu, jest równaniem kwadratowym danym 
przez wyrażenie (25). W równaniu tym, zależne 

od stężeń roztworów (Ch, Cl), współczynniki a1, 
a2 i a3 zawierają mierzalne, w serii niezależnych 
eksperymentów, parametry transportowe mem-
brany (Lp, σ) i roztworów (D). 

2.	 Z równania tego wynika także, że wartość współ-
czynnika ζs może być modyfikowana przez róż-
nicę ciśnień hydrostatycznych (ΔP) oraz średnią 
grubość stężeniowych warstw granicznych (δ). 
Ze względu na to, że wartość współczynnika ζs 
jest silnie uzależniona od wartości δ, ów współ-
czynnik może być miarą odległości układu od 
stabilnego stanu dyfuzyjnego. 

3.	 Pojawienie się niestabilności, związane z  łama-
niem symetrii stężeniowych warstw granicznych 
względem kierunku grawitacyjnego, powodu-
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Ryc. 4. Zależność osmotycznego stru-
mienia solutu (JS) od różnicy stężeń glu-
kozy (∆C) dla układu jednomembrano-
wego

Fig. 4. Glucose concentration difference 
(∆C) dependence of solute flux (JS) for 
the single-membrane system

Ryc. 5. Zależność współczynnika ζs od róż-
nicy stężeń glukozy (∆C) dla układu jedno-
membranowego

Fig. 5. Glucose concentration difference (∆C) 
dependence of ζs coefficient for the single-
membrane system
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je wzrost wartości tego współczynnika, co jest 
symptomem pojawienia się dyfuzyjno-konwek-
cyjnego transportu masy. 
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