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Nous savons bien que le vectéiir d’onde et la fréquence d’onde électromagnétique sont couplés sous
forme d’un quadrivecteur. On peut faire des considérations analogues et aboutir aux résultats
analogues dans le cas des conditions aux limites pour une onde électromagnétique. Maintenant, la
condition aux limites pour le vecteur d’onde et celle pour la fréquence d’onde sont mises sous forme
d’une seule relation quadridimensionnelle. Ainsi, nous avons obtenu une expression invariante
relativiste des lois de réfraction (quand on passe d’un référentiel d’inertie a un autre). Cette méthode
permet d’établir la forme relativiste des lois de réfraction (loi de Snell-Descartes *et loi de
fréquence).

1. Caractéristiques de propagation de la lumiere

Le champ électromagnétique est caractérisé par I’expression suivante [1]—f16]
E = ECe~{t-ka@\ a=1 2 3 @

Il'y a partout la somme relativement a I'indice se répétant deux fois. C’est donc une
onde électromagnétique monochromatique plane de fréquence o et de direction

On sait bien que la phase de propagation
\/ = (ot-kaxa 2

est I'invariant de la transformation de Lorent? £9] (quand on passe d’un référentiel
d’inertie a un autre). Cela nous permet de construire un vecteur d’onde quadridimen-
sionnel ka L’indice grec a prend les valeurs 1, 2, 3,4. On est conduit aux expressions
suivantes

Par conséquent, on écrit
Ea= ECe~k*, a=1 2 3 4 (4

Soit K (O X { X2 X?3) un référentiel au repos (conventionnel) et K {O X\ X'2X'?)
un autre référentiel se déplacant dans K a une vitesse V— V1 constante. L’axe O X\
coincide avec I'axe O Xv Au moment initial, on a O = O. Jéoqr la figure 1 Le passage
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X2

Fig. 1 Les référentiels d’inertie

d’un référentiel a l'autre est soumis au principe de relativité d’Einstein. Alors, les
formules de transformation du 4-vecteur d’onde sont (transformation de Lorentz):

K = Cakp, kaka= keka kaxa= /axa, )
ou bien
. NIy
= Pk e ke=r = PR boyco ©)
TAT 2"

En coordonnées réelles, on obtient

ft. —O
W= @ ki=ke Ko—ky o= VK @

Soulignons le fait que la fréquence o et le vecteur d’onde kasont liées I'une a l'autre
(couplage relativiste).

2. Lois de réfraction

Considérons une onde lumineuse monochromatique plane qui tombe sur le plan de
séparation de deux milieux optiques homogénes (plan OX2X 3 ou bien xx = 0, voir
Fig. 2.

Le phénoméne de réfraction (et de réflexion) de la lumiére est soumis aux
conditions de passage d’un milieu a l'autre. Pour un champ électromagnétique, les
équations de Maxwell permettent d’établir les conditions aux limites [16]. Il y a la
continuité de la composante tangentielle du champ électrique

(EdTj2= (Ea*a)i + (Eagu  Ti = 0. ®)

Cette condition (8) doit étre respectée en tout point du plan de séparation des milieux
et a chaque instant. Autrement dit, la relation (8) doit étre vérifiée quelle que soit la
position du point P dans le plan de réfraction xx= 0 et le temps t. Ici, I'indice
a prend seulement deux valeurs: a= 2, 3. Les ondes dans les deux milieux se
distinguent par les indices 1 et 2.
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La condition aux limites “temporelle” donne
w2 = co\ = ak ©)]

Cela veut dire que les fréquences de I'onde réfractée et de I'onde réfléchie sont les
mémes et égales a la fréquence d’onde incidente.
La condition aux limites “spatiale” conduit au résultat suivant

(Ma)2= (Kxal = (ka*a)l - (10)

Alors, les produits scalaires des vecteurs kaet xasont les mémes pour toutes les trois
ondes (incidente, réfléchie et réfractée). Comme le vecteur-position xaest le méme
pour toutes ces ondes, on obtient

KIK=¢)y. =@ 0 1)

La premiere conclusion est la suivante: lorsque, par exemple, on a (ka)xxa= 0, on
aura aussi (ka)2xa= 0 et (ka)\xa= 0. Cela signifie que les rayons réfracteé et réfléchi
sont contenus dans le plan d’incidence (tous sont perpendiculaires au vec-
teur-position).

L’autre conclusion permet de déterminer les directions des trois ondes. Con-
sidérons l'onde réfractée. En vertu de la relation (11), on a

[(U2-(UiK =0 (12
ou bien
Akaxa= 0 avec xx=0. (13)

Ainsi, nous constatons que le vecteur

est perpendiculaire au plan d’incidence (voir Fig. 3). Par conséguent, on obtient
(fo)2sina2 = (fcilsinaj. (14)
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Compte tenu de la relation (9), on arrive a la formule bien connue
sin«2 = sino®
c2 c,

Introduisant encore Iindice de réfraction du milieu n = cO/c, on peut écrire
n2sina2 = «jsinaj. (16)

On retrouve ici I'expression mathématique de la loi de Snell-Descartes.

Notons que cette loi (16) est contenue dans I’équation (13) (en présence de
certaines conditions). Cette forme de la loi de réfraction (13) sera utilisée dans les
considérations qui suivent.

3. Loi de réfraction genéralisée

Passons maintenant au formalisme quadridimensionnel. En nous aidand de
I’équation (13) pour le vecteur d’onde tridimensionnel ka nous écrivons la relation
guadridimensionnelle suivante (analogie formelle):

Akxx=0, a=1 2 3 4, (17)

avec kx = i/cO et x4 = icQ.
Le développement du produit scalaire Akxxx donne

Akaxa+ Ak"x" = 0
ou bien, en coordonnées réelles,
Akaxa-{e 2-(o )t = 0. (18)

Il faut faire ici la réserve essentielle suivante: nous admettons que la relation (17)
satisfait & des conditions de généralité. Elle doit étre Vérifiée en tout point de la
surface de séparation des milieux et a chague instant. Mathématiquement parlant, on
demande que I’équation (17) soit vérifiée quelle que soit la position du point xadans
le plan de séparation X, =0 et quel que soit le temps t.

Revenons a la relation (18). Etant donné que le point xa et le temps r sont
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arbitraires, on obtient deux équations. La premiére d’entre elles est

Akaxa= 0 (19)
et la seconde
AcO —a?—ail =0. (20)

C’est la loi de Snell-Descartes et celle de I’égalité des fréquences de deux ondes
incidente et réfractée. Elles découlent, toutes les deux, de la relation (17) que le
produit scalaire a quatre dimensions des vecteurs Akxet  est nul. Ainsi, la relation
quadridimensionnelle (17) généralise respectivement la loi de Snell-Descartes.
Autrement dit, les deux lois de réfraction peuvent étre condensées en une seule
équation quadridimensionnelle.

4. Formules relativistes

Considérons maintenant deux référentiels d’inertie K et K (Fig. 1). Le référentiel K'
est en mouvement dans le référentiel K a la vitesse V= Vt (V2= V3= 0). Comme il se
doit, les 4-scalaires sont des invariants de la transformation de passage d’un
référentiel d’inertie a un autre. Alors, par conséquent, on a (relations générales)

Akxxx = Akxxx = 0. (21)

De I'invariance de I'expression (21), on deduit: si dans un référentiel quelconque
la loi de réfraction sous forme (17) est Vérifiée, elle est vérifiée aussi dans tout autre
référentiel d’inertie. Ainsi, cette relation (17) peut étre considérée comme la
généralisation relativiste de la loi de réfraction sous forme (13). La loi réfraction
constitue son cas particulier.

Supposons maintenant que la surface de séparation de deux milieux est au repos
dans le référentiel mobile K’ (plan 0'X'2X 3 ou bien x\ = 0, voir Fig.2). Lorsque donc
dans K’ on a

Ak3x3=0
on aura aussi, dans le référentiel K
Akxxx=0 (22)

avec: x2=x2 *3= x3 k2= K2 k3= k3 (transformation de Lorentz). Alors, pour un
observateur du référentiel K, en coordonnées réelles, la relation (22) devient
Akaxa-{ce 2-w j)i = 0. (23)

Nous admettons que cette relation est vérifiée en tout point du plan de réfraction
(*i = 0 dans K ou, ce qui est équivalent, xx= Vt dans K) et a chaque instant t.
Alors (le vecteur Aka= Aka étant toujours perpendiculaire au plan de réfraction),
nous obtenons

Ak2 —0 —AK3 (24)
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et aussi
Akixl—(o2—e jt =0 (25)

Considérons, tout d’abord, la relation (25). En vertu du fait que xi = Vt (car
x\ = 0), on est conduit a la formule relativiste des fréquences [17]—19]

n2(Def}cosu2—n la)if}cosocl —(e2—col) = 0
soit
1—OttiCosa,
002 = «i Z— f5-==- (26)

La formule (24) déterminant les directions de propagation des ondes lumineuses
dans les deux milieux devient

oo2n2sina2 = oojnisinat. 27)
En définitive, on trouve [17]—19]
n2sina2 =  hisinat "

1—/to2cosa2  1—pnlcosoll’

L’indice de réfraction du milieu optique isotrope et homogene dans le référential
K {ri=cjc) se transforme comme suit [22]

(n2+ 1) (1—P2)

n=
(I+n'/teosa’)2

(anisotropie cinématique).

Telles sont les relations exprimant la loi de réfraction de la lumiére dans
référentiel ou la surface de séparation de deux milieux est en mouvement rectiligne
uniforme. Ces résultats sont conformes a ceux trouvés par un autre raisonnement

[17]+22].

5. Conclusions

En conséquence des résultats obtenus, nous constatons de nouveau que les lois
établies par l'optique géométrique ne sont Vérifiées que par un observateur se
trouvant au repos dans le référentiel propre du systéme optique. La relation (21)
résolve le probléme posé:

1 Les deux lois de réfraction de la lumiére peuvent é&tre exprimées par une seule
équation quadridimensionnelle (17) (elles sont contenues dans cette équation).

2. Quand on passe d’un référentiel d’inertie a un autre, la forme de I’équation de
réfraction (17) ne change pas.

Ainsi, nous avons obtenu un résultat important.

Le fait que I’6quation (17) exprime effectivement les lois de réfraction de la lumiére
est justifié par les formules relativistes (26) et (28). Nous avons obtenu ces formules
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du principe méme de transformation du vecteur d’onde quadridimensionnel et de
I'invariant de réfraction [17]. Pour terminer soulignons, une fois de plus, que .la
réfraction de la lumiére est un phénoméne relatif; elle dépend de l'observateur.
Les résultats obtenus sont dans le cadre des études que nous avons entreprises
[17]422]. On se propose ici de completer respectivement I'optique relativiste.
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O pensTUBUCTCKOI KOBApPWMaHTHOCTW 3aKOHOB MPEIoM/IeHMS]

V13BeCTHO, UTO BOJTHOBOWM BEKTOP/ATaKXe yacToTa 3/1eKTPOMarHUTHOW BOJHbI COMPSDKEHbI PeNATUBUCT-
CKW B BWe OAHOr0 YeTbIPEXMEPHOro BekTOopa. [MoxoXXue pacCy>kAeHus, a Takke pe3ysibTaTbl MOXHO
nony4ynTb A8 3NEeKTPOMArHWTHOW BOMHbI B C/lydae rpaHWYHbIX YCMOBWIA. [paHW4YHOe ycnosue ANS
BO/IHOBOrO BEKTOpa, a TakXXe rpaHU4HOoe YCMoBMEe AN YacTOTbl BOMHbI OblIW NpeAcTaBfeHbl B Buave
OfIHOW YeTbIpeEXMEPHOM 3aBMCUMOCTM. TakMM 06pa3om 6blna MosyveHa PensaTUBUCTCKA MHBapUaHTHas
thopmyna 3aKOHOB MpenomaeHns (Npu W3MEHEHUWM WHEPLMUOHHOW CUCTeMbl OT4yeTa). OTOT MeToh
No3BO/AET ONpeseNnTb PeNATUBUCTCKYO hopMYy 3aKOHOB MpenomseHuns (3akoH CHenn-fekapTta v 3akoH
4acTorT).
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