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RAZ JESZCZE O CZTERECH BARWACH

Antoni Smoluk

Streszczenie: W pracy dowodzi si¢ twierdzenia o czterech barwach. Korzysta si¢ z pojecia
produktu map i minimalnych kolorowan.

Stowa kluczowe: minimalne kolorowanie, pier§cien rozcinajacy, produkt map.
JEL Classification: C02, C69
DOI: 10.15611/dm.2017.14.05

Celem nauki jest poznanie §wiata, doskonalenie czlowieka i perfekcja
formalna. Majac to na uwadze, raz jeszcze przepowiem, uproszcze i jedno-
cze$nie uszczegdlowie wezesniej podany dowod twierdzenia o czterech bar-
wach [Smoluk 2016; 2017]. A ponadto zawsze trzeba pamietac, iz repetitio
est mater studiorum. Mapy sg jednym z wazniejszych sposobow wizualizacji
danych statystycznych. Mapy naturalnie interesuja geografow, demografow,
jezykoznawcow, klimatologow, biologéw itd. Jednym stowem, zyjemy
w $§wiecie map, stad sadze, ze twierdzenie o czterech barwach zaciekawi
wszystkich. Mape mozna traktowa¢ jako powierzchni¢ wieloscianu. Wielo-
boki sg krajami albo panstwami, krawedzie wielobokdéw sa granicami,
a punkty, w ktorych si¢ stykajg trzy lub wiecej wielobokOw, sg wierzchot-
kami mapy. Wierzchotek jest parzysty, gdy styka si¢ w nim parzysta liczba
panstw, a nieparzysty w przeciwnym razie. W dalszym ciggu zamiast wielo-
$ciandéw bedziemy mowic¢ o mapach na sferze. Sg to oczywiscie mapy plaskie,
bo uzwarcona jednym punktem ptaszczyzna jest sfera. Na zataczonych rysun-
kach (rys. 2, 6, 7, 8 1 11, 12, 13, 14, 15) zewnetrzny okrag nalezy zawsze
$ciggna¢ do punktu tak, aby powstala mapa na sferze; ten punkt jest wierz-
chotkiem tylko wtedy, gdy na zewnetrznym okregu lezg wierzcholki. Panstwa
sasiednie to takie, ktére majg wspolng krawedz; jesli maja tylko wspdlny
wierzchotek, a nie maja wspolnej granicy, to nie sg krajami sgsiednimi.
Kolorowaniem mapy nazywa si¢ takie barwienie wielobokéw, przy ktérym
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panstwa sasiednie maja rdzne kolory; jest to kolorowanie zgodne. Liczbg
chromatyczng mapy jest najmniejsza liczba kolorow wystarczajaca do jej
zgodnego pokolorowania. Hipoteza Francisa Guthriego z 1852 roku (vide In-
ternet) méwi, ze do zgodnego pokolorowania dowolnej mapy ptaskiej po-
trzeba nie wigcej niz cztery barwy. Hipoteze te rozstrzygnigto pozytywnie w
1976 roku [Appel, Haken 1976]. Istotnie do zgodnego pokolorowania kazdej
mapy plaskiej wystarczajg cztery barwy. Autoréw dowodu twierdzenia o
czterech barwach z 1972 roku wspomaga komputer.

Rys. 1. Pas rozcinajacy z trzech krajow

Zrbdlo: opracowanie wlasne.

W artykule proponuje si¢ nowy, prosty i krétki dowdd tego twierdzenia
bez komputerowych weryfikacji. Wotami roboczymi dowodu sg dwa pojecia:
pierwszym z nich jest iloczyn map, a drugim minimalne kolorowanie. Ilo-
czyn, czyli produkt map, jest zabiegiem sprowadzajacym kolorowanie mapy
do niezaleznego barwienia dwoch map mniejszych.

Mapa zlozona z jednego kraju, czyli sfera, mapa ztozona z dwoch krajow,
czyli sfera podzielona na dwie cze$ci, oraz mapa ztozona z trzech Krajow,
czyli sfera podzielona na trzy pasy potudnikowe, to elementy neutralne przy
mnozeniu map. Jezeli na mapie istnieje pas ztozony z jednego kraju (rys. 9)
albo dwoch krajow (rys. 10), albo trzech krajow (rys. 1, 3, 4 1 5), rozcinajacy
sfere na dwa kawalki, to taka mapa jest produktem map mniejszych (rys. 2).

Zaklada si¢, ze zaden z krajow pasa rozcinajacego sam nie jest pasem
rozcinajacym. Mape, ktora nie jest produktem map mniejszych, pomijajac
elementy neutralne mnozenia, nazywa si¢ mapa prostg. Mapa prosta nie za-
wiera pasa rozcinajacego z jednego kraju ani ztozonego z dwdéch krajoéw, ani
z trzech.
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Rys. 2. lloczyn map

Zrodto: opracowanie wilasne.

Mapa ztozona przynajmniej z pigciu krajow, z ktorych jeden jest trojka-
tem —ma trzy granice, nie jest mapg prostg. Z oczywistych powodéw wyklu-
czamy z rozwazan mapy, w ktorych wystepuja pierscienie, czyli pasy rozci-
najace ztozone z jednego kraju, a takze ztozone z dwoch krajow. Nie intere-
sujg nas rOwniez mapy, w ktorych wystepuja panstwa majace tylko trzy gra-
nice, czyli panstwa bedace trojkatami. Wsrod pasdow rozcinajacych
z trzech krajow wyrdznia si¢ cztery typy:

— pasy typu zerowego, w ktérych kraje sa potaczone wierzchotkami
(rys. 3),

Rys. 3. Pierécien rozcinajacy typu 0

Zrodto: opracowanie wilasne.

— pasy typu pierwszego, w ktérych sa dwa polaczenia wierzchotkowe
i jedno potaczenie linig graniczng (rys. 4),
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Rys. 4. Pas rozcinajacy typu 1

Zrbdto: opracowanie wlasne.

— pasy typu drugiego, w ktorych jest jedno polaczenie wierzchotkowe
i dwa krawedziami (rys. 5),

Rys. 5. Pierécien rozcinajacy typu 2

Zrodto: opracowanie wlasne.

— pasy typu trzeciego, w ktorych wszystkie potaczenia sg granicami
(rys. 1).

Regularyzacja pasa rozcinajgcego jest operacja zamieniajaca wierzchotki
faczace kraje na granicy. Mowiac o iloczynie map, mamy na mysli zawsze
pas rozcinajacy po regularyzacji.

Pasy rozcinajace typu zerowego niekiedy wygodnie jest zredukowac¢ do
jednego panstwa. Utatwia to harmonizacj¢ koloréw na réznych czynnikach
iloczynu map. Pasy pierwszego typu i pasy drugiego typu mozna, i czasem



Raz jeszcze o czterech barwach 49

potrzeba, redukowac¢ do pasa rozcinajacego ztozonego z dwoch krajow. Har-
monizacja koloréw sprowadza si¢ do permutacji barw w jednym z czynnikow
produktu. Czynnos¢ ta nie zmienia liczby chromatycznej mapy. Lokalnym
kolorowaniem jest barwienie zgodne wyltacznie panstw stykajacych sie
w wierzchotku V. Kolorowanie lokalne nazywa si¢ kolorowaniem minimal-
nym, jesli do zgodnego barwienia panstw potrzeba uzy¢ dwoch barw lub
trzech barw, ale w tym przypadku jednej z nich tylko raz. Istniejg wierzchotki
parzyste, w ktorych kolorowanie lokalne zuzywa trzy barwy (rys. 6), oraz
wierzcholki nieparzyste, w ktorych istnieje kolorowanie lokalne dwiema bar-
wami (rys. 7).

Rys. 6. Wierzchotek parzysty, kolorowanie nieparzyste

Zrodto: opracowanie wilasne.

Rys. 7. Wierzchotek nieparzysty, kolorowanie parzyste

Zrbdlo: opracowanie wlasne.



50 Antoni Smoluk

Nie w kazdym wierzchotku mapy istnieje kolorowanie minimalne (rys. 8).

Rys. 8. Wierzchotek bez kolorowania minimalnego

Zrbdlo: opracowanie wlasne.

Jesli wierzchotek jest parzysty, to kolorowanie minimalne na mapie pro-

stej jest postaci
(AO, BO, eey Ar, Br)
lub postaci:
(AO, BO,..., Ar, Br, Ar+1,C).

Jesli wierzcholek jest nieparzysty to kolorowanie minimalne, takze na

mapie prostej, ma postac:
(AO, BO,..., Ar, Br, C)

Lemat. Jesli mapa jest prosta, to w kazdym wierzchotku tej mapy istnieje
kolorowanie minimalne.

Dowod lematu jest naturalng konsekwencja definicji mapy prostej. Na ma-
pie prostej nie ma bowiem paséw rozcinajacych utworzonych z jednego kraju
lub dwoch krajéw, lub trzech krajow. Redukcja mapy nazywa si¢ mape, ktdra
powstaje z danej mapy przez $ciggnigcie jednej granicy do wierzchotka. Po re-
dukcji liczba granic jest mniejsza o jednostke. Po Sciggnigciu, czyli redukcji
mapy, wierzchotek, do ktdrego $ciggnigto granicg, moze zmieni¢ swa parzystosc.

Uwaga. Niech liczby naturalne: k, m, n, s spetniajq warunki: 4 < Kk,
4<m,7<noraz(0<s<3.Jezeli M = M1 x Mz oraz mapy: M, M1, M2 majg
odpowiednio liczbe krawedzi: n+1, k+3, m+3, to naturalnie k + 3 <n oraz
m + 3 <n. Jest bowiem k + s+ m =n + 1, gdzie liczba s wskazuje typ pier-
Scienia rozcinajgcego.

Z uwagi tej korzystamy w dalszym ciggu, nie mowigc o tym wyraznie.
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Zasadnicze twierdzenie. Kazde kolorowanie minimalne mapy prostej
rozszerza si¢ do zgodnego kolorowania catej mapy co najwyzej czterema
barwami.

Dowod indukcyjny biegnie wzgledem liczby granic. Zaktada si¢ praw-
dziwo$¢ twierdzenia dla wszystkich map majacych n granic, gdzie n>7.
Niech mapa M man + 1 granic. Jesli mapa jest prosta, to w wybranym wierz-
chotku istnieje kolorowanie minimalne. Pokazemy, ze rozszerza si¢ ono do
kolorowania calej mapy co najwyzej czterema barwami. Sciagamy do wierz-
chotka V jedng z granic kraju zabarwionego kolorem uzytym tylko raz, gdy
w kolorowaniu minimalnym wystegpuja trzy barwy, lub dowolng granice, gdy
sg tylko dwie barwy. Nastgpnie dane kolorowanie minimalne w wierzchotku
V rozszerzamy do kolorowania minimalnego w wierzchotku V mapy $cia-
gnigtej. Takie rozszerzenie istnieje, bo mapa M z zatozenia jest prosta. Jezeli
powstata mapa jest prosta, to na podstawie zatozenia indukcyjnego koloro-
wanie minimalne rozszerza si¢ do zgodnego barwienia co najwyzej czterema
kolorami catej mapy. Po powrocie do stanu przed $ciggnigciem otrzymujemy
zgodne pokolorowanie wyjsciowej mapy co najwyzej czterema barwami. Je-
$li za$ $ciaggnigta mapa nie jest prosta, to jest ona iloczynem map prostych.
Wszystkie pasy rozcinajace tego iloczynu naturalnie przechodza przez wierz-
chotek V. Kraje pasa rozcinajacego stykajace si¢ w wierzchotku V maja zaw-
sze r6zng nature; jeden z nich byl pierwotnie w tym wierzchotku, a drugi przy
redukcji mapy zostat do tego wierzchotka dotaczony. Zaden z dwoch krajow
lezacych przy granicy $ciggnigtej do punktu nie moze wchodzi¢ do pasa roz-
cinajacego. Jesli pas rozcinajacy jest postaci ABX, gdzie A i B sg kolorami
uzytymi wigcej niz raz, a X oznacza kraj lezacy poza wierzchotkiem, wtedy
Z harmonizacjg koloréw map rozcigtych tym pasem nie ma problemu. Jesli
za$ pas rozcinajacy jest postaci AAX, wtedy kraj X wciggamy do wierzchotka
V i dajemy mu kolor B; operacja taka jest dozwolona, poniewaz mapy sg pro-
ste, wiec kraj X nie ma wspdlnej granicy z zadnym krajem barwy B. Jesliby
kraj X miat wspdlng granic¢ z krajem barwy B, to bylby to pas rozcinajacy,
a mapa prosta pasow rozcinajacych nie ma. Jesliby natomiast ten uktad trzech
krajow nie byt pasem rozcinajacym, wtedy na tej mapie istnieje kraj o trzech
granicach. Jest to kraj r6zny od tych panstw, granice¢ ktérych Sciggnieto; takiej
sytuacji naturalnie by¢ nie moze, bo mapa M nie zawierata kraju o trzech gra-
nicach. Oznacza to, ze poczatkowe kolorowanie minimalne mapy przed $cia-
gnigciem rozszerza si¢ do kolorowania zgodnego calej mapy co najwyzej
czterema barwami. Dowod twierdzenia zostat zakonczony.
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Whniosek. Kazdg mape plaskq mozna zgodnie pokolorowaé co najwyzej
czterema barwami — liczba chromatyczna mapy ptaskiej nie przekracza
czterech.

Whiosek ten natychmiast wynika z udowodnionego wyzej twierdzenia.
Jesli bowiem mapa jest prosta, to nie ma problemu, a gdy nie jest prosta, to
rozktada si¢ jg na produkt map, w ktorym kazdy czynnik ma mniejszg liczbe
krawedzi. Z indukcji wynika, ze oba czynniki produktu dadzg si¢ pokoloro-
wac co najwyzej czterema barwami.

Addendum. Dla kompletu zatgczamy rysunek paséw rozcinajacych
utworzonych z jednego kraju (rys. 9) oraz paséw rozcinajacych ztozonych
z dwoch krajow (rys. 10).

OV

Rys. 9. Pasy rozcinajace — jeden kraj

Zrbdlo: opracowanie wlasne.

=l0]0

Rys 10. Pasy rozcinajgce — dwa kraje

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Kazda mapa bgdaca powierzchnig wielo$cianu speinia wzor Eulera
V-E+F=2,

gdzie V oznacza liczbe wierzchotkow mapy, E — krawedzi i F — §cian. Mapy
lezace na sferze mogg nie spetniaé reguty Eulera. Jezeli mapy M1 i M2 spel-
niajg regute Eulera, to ich produkt moze juz tej zasadzie nie podlega¢. Tak
jest w przypadku, gdy pomnozymy czworo$ciany, sklejajac ich podstawy
(rys. 11).

Rys. 11. Unarny produkt czworo$cianu

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Kazde dwie mapy mozna pomnozy¢, sklejajac dwa wybrane kraje.
W tym przypadku liczba krajow zmniejsza si¢ o jeden — mamy defekt. Jest
to produkt unarny; zamiast wzoru Eulera zachodzi dla mapy M wzor
V - E + F =3, gdy czynniki produktu spetniajag wzor Eulera. Produkt unarny
polega na wycieciu kotka w kraju jednej mapy i wybranym kraju drugiej
mapy oraz sklejeniu tych map po brzegu wycigtego kota. Jesli przy mnozeniu
map sklejamy dwa kraje na jednej mapie z dwoma krajami na drugiej mapie,
a granice rozdzielajaca ich dzielimy na dwie cze$ci, wtedy pas rozdzielajacy
jest ztozony z dwoch krajow 1 produkt spetnia wzoér Eulera, gdy tylko oba
czynniki go spelniaty. Jest to produkt binarny. Produkt binarny polega na wy-
cigciu kota na granicy dwoch krajéow jednej mapy i podobnego kota na gra-
nicy dwdch krajow drugiej mapy, a nastepnie na sklejeniu brzegow, tak by
granice polaczyly si¢e. Podobnie jest z produktem map, gdy pas rozcinajacy
ztozony jest z trzech krajow; ten iloczyn nazywamy rowniez produktem ter-
narnym. Mapy mozna wigc mnozy¢, a stad wynika, ze mozna je tez pierwiast-
kowaé. Dwie mapy sg izomorficzne, jesli istnieje homeomorfizm sfery przy-
prowadzajacej jedng mape na druga.
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Rys. 12. Kwadrat binarny czworo$cianu

Zrodto: opracowanie wilasne.

Oczywiscie mapa, na ktorej kazdy kraj ma trzy granice, jest trojkatem,
daje si¢ pokolorowa¢ zgodnie co najwyzej czterema barwami; podobnie jest
z mapa ztozona co najwyzej z czterech krajow. Jesli w rodzinie takich map
wprowadzimy trzy dziatania mnozenia wymienione wyzej oraz do tych ope-
racji dotaczymy jeszcze $cigganie granicy do punktu i $cigganie kraju do
punktu, to otrzymamy rodzin¢ panstw, ktore dadza si¢ pokolorowac co naj-
wyzej czterema barwami. Podane operacje nie zmieniajg wlasnosci zgodnego
pokolorowania co najwyzej czterema barwami; wtasno$¢ ta jest wiec inwa-
riantna ze wzgledu na te operacje.

Rys. 13. Kwadrat ternarny czworo$cianu

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Pierwiastkowanie map jest jednoznaczne z doktadnoscig do izomorfi-
zmu. Jesli na mapie istnieje pas rozcinajacy, ztozony z n krajow, to mozna
moéwic o produkcie n-arnym. Chociaz produkt ten nie zmienia liczby chro-
matycznej, to jednak nie jest pojeciem uzytecznym przy zgodnym barwieniu
map co najwyzej czterema barwami. Oznacza to, ze jesli mapa M jest produk-
tem n-arnym dwoch map, ktérych liczby chromatyczne nie przekraczaja 4 i
liczba n > 4, to nie mozna a priori twierdzi¢, ze liczba chromatyczna M nie
przekracza 4. Nie zawsze niezalezne kolorowania czynnikow produktu dadza
si¢ zharmonizowac¢ na pasie rozcinajacym, tak aby cala mapa byta pokoloro-
wana zgodnie. Istniejg wigc pierwiastki kwadratowe z mapy przy produkcie
n-arnym. Jesli mapa M jest produktem n-arnym dwoch map i mapa lewa po
Sciggnieciu do punktu mapy prawej, pomijajac pas rozcinajacy, daje mape
izomorficzng z mapa powstala z mapy prawej po $ciggnigciu do punktu mapy
lewej bez pasa rozcinajacego, to sg one pierwiastkiem z mapy M. Dla map
ptaskich mozna wigc mowic¢ o szukaniu rozwigzania rbwnania x> = M przy
réznych produktach. Naturalnie istniejg pierwiastki wyzszych stopni z map
ptaskich.

Rys. 14. Ekwiwalentno$¢ barwna

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 15. Mapy atomowe

Zrodto: opracowanie wilasne.

Dwa panstwa mapy M sa ekwiwalentne barwnie wtedy i tylko wtedy, gdy
przy kazdym kolorowaniu tej mapy, co najwyzej czterema barwami, panstwa
te majg t¢ samg barwe (rys. 14). Oczywiscie relacja ta jest ekwiwalentno$cig
W zbiorze panstw mapy M. Jezeli 2 kraje majg wspolny wierzchotek, to nie
sa one ekwiwalentne pod wzglgdem barwy. Hipoteza ta jest rtOwnowazna hi-
potezie, ze liczba chromatyczna kazdej mapy ptaskiej nie przekracza 4.

W rodzinie map ptaskich istnieja mapy proste, zwane dalej mapami ato-
mowymi, z ktorych daje si¢ utworzy¢ kazda mapg. Mapy atomowe sg wiec
jakby literami, z ktérych buduje si¢ wigksze mapy — stowa (rys. 15). Mapy
atomowe 0znaczamy symbolem M, ,,, gdzie n jest dowolng liczba naturalna.
Indeks 1 oznacza potudniowg potkule mapy, a n wskazuje na ile krajow po-
dzielona jest sfera potnocna. Jezeli n jest O, to liczba chromatyczna mapy
M; o jest naturalnie 1. Jezeli n jest liczbg parzysta = 2, to liczba chromatyczna
mapy atomowej to 3, a gdy n jest 1, to liczbg chromatycznag mapy M, ; jest 2.
Jesli natomiast n jest liczbg nieparzystag = 3, to liczbg chromatyczng mapy
atomowej jest 4.

Problem czterech barw jest stary i trudny. Ciagle nie ma krotkiego 1 po-
wszechnie uznanego dowodu twierdzenia, ze liczba chromatyczna kazdej
mapy ptlaskiej nie przekracza czterech. Na problem kolorowania map mozna
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spojrze¢ jak na zagadnienie rownowaznosci stow w okre§lonej potgrupie.
Niech M oznacza rodzing wszystkich map ptaskich. Dwie mapy utozsamia
sig, jesli istnieje homeomorfizm sfery przeprowadzajacy jedng z nich na
druga. Terminy ,,mapy ptaskie” i ,,mapy sferyczne” sg synonimami. Niech
dalej X oznacza wszystkie mapy ptaskie, ktorych liczba chromatyczna nie
przekracza czterech, wreszcie P niech bedzie rodzing wszystkich map pro-
stych [Smoluk 2016]. Rodzina map M jest uogdlniong grupa stoéw w alfabecie
P. Jest to uogolniona poétgrupa, bo jest w niej kilka elementéw neutralnych,
a ponadto mapy sferyczne, to stowa przestrzenne — dopisywaé stowo do
stowa mozna z r6znych stron, a nie tylko z lewej czy prawe;j. Prosty lemat
moéwi, ze X jest uogélniong potgrupa w potgrupie M. Glowny cigzar dowodu
o czterech barwach sprowadza si¢ do pokazania inkluzji P < X, czyli do po-
kazania, ze kazda mapa prosta koloruje si¢ zgodnie co najwyzej czterema
barwami. Prosty wniosek z tych dwdch faktow jest twierdzeniem o czterech
barwach. Jezeli bowiem M € M, to albo M € P, albo M = M1xM, gdzie My,
Mz € X; zawsze wigc M € X, czyli X = M. Kazda mapa ptaska ma liczbe
chromatyczng nieprzekraczajaca 4. Potgrupa stow upraszcza istotnie dowod
twierdzenia odpornego na inne metody.

Doktorom Arkadiuszowi Maciukowi (rys. 2, 12, 13) oraz Czestawowi
Szmiglowi (pozostate) dzigkuje za rysunki.
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