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PRZEDMOWA

Metoda elementéw skonczonych i metoda réznic skoficzonych stanowia
w obecnej dobie potgzne narzedzie obliczeniowe, powszechnie wykorzystywane
w analizie wielu zagadnien techniki. Literatura omawiajaca teori¢ obu metod
iich aplikacji do konkretnych zagadnien jest bardzo obszerna. Spos$réd pozycji
ksiazkowych warto tu wymieni¢ pracg O.C.Zienkiewicza i R.L. Taylora
~Metoda elementéw skonczonych”, vol. 1,2, (2000), prac¢ pod redakcja
M. Kleibera , Komputerowe metody mechaniki ciata stalego”, (1995) czy
ksiazke E. Rusinskiego, J. Czmochowskiego i T. Smolnickiego ,,Zaawansowana
metoda elementéw skonczonych w konstrukcjach nos$nych” (2000). Ogdlnie,
wsréd pozycji ksiazkowych, daja si¢ zauwazy¢ dwa trendy. Jeden obejmuje
prace omawiajace wspomniane metody w S$cistym ujeciu matematycznym,
wymagajace dobrej znajomos$ci teorii réwnan rézniczkowych, rachunku
wariacyjnego i analizy funkcjonalnej, drugi tworza prace przedstawiajace
szczegOty algorytméw metod na gruncie mechaniki konstrukcji. W niniejsze]
ksiazce, w ktorej przedstawiono zarys teorii metody réznic skonczonych
i metody elementéw skonczonych autorka starata si¢ niejako te dwa gléwne
nurty zréwnowazyC, dajac ogdlny opis metod, niekoniecznie zwiazany
z dziedzing mechaniki konstrukcji, jakkolwiek przyklady ilustrujace, zawarte
w tej czesci ksiazki, odnosza si¢ do zagadnien mechaniki budowli. Druga czg$¢
ksiazki, chociaz nie wyodrgbniona formalnie, ujmuje charakterystyke
wybranych elementéw skoficzonych, zaréwno tych znanych i powszechnie
stosowanych, takich, jak element belkowy, jak tez szczegdlnych, takich jak
element plyty wyzszego rzedu czy element nieskonczony, dla ktérych trudno
znalez¢ nawet obszerniejsze omOwienie w literaturze przedmiotu. Dotyczy to
w pelni sformutowanego i1 opisanego makroelementu podtoza sprezystego, ktory
stanowi wlasna autorska aplikacje metody do zagadnien wspdtpracy konstrukcji
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z podiozem dowolnie uwarstwionym. Zastosowaniu MRS i MES do tego
rodzaju zagadnien po§wigcony jest ostatni rozdzial ksiazki. Zawarte w nim
przyktady, stopniowane ze wzgledu na przyjeta idealizacje masywu gruntowego
w zagadnieniach kontaktowych ,konstrukcja — podtoze sprgzyste”, obrazuja
w konkretny sposéb zastosowanie rozwazanych metod w zagadnieniach
z pogranicza dwéch dziedzin: mechaniki konstrukcji i geomechaniki. W efekcie
ukazuja one (ostatni przyktad) mozliwo$¢ analiz tych zagadnieh przy
jednoczesnym, dostatecznie doktadnym modelowaniu obu substruktur: budowli
i podloza uwarstwionego, a zarazem przy stosunkowo matym wysitku
obliczeniowym. Jest to istotne, wciaz w powszechnym uzyciu sa bowiem
programy komputerowe do analizy konstrukcji na sprezystym podtozu opisanym
za pomoca najbardziej wyidealizowanego modelu-analogu Winklera. Lezace
u podstaw tego podejécia zalozenie, ze osiadanie podtoza w danym punkcie
zalezy tylko od warto$ci obciazenia powierzchniowego w tym punkcie ogranicza
mozliwo$¢ uzyskiwania realistycznych wynikéw analiz do podtoza w postaci
cienkiej warstwy. Niezaleznie od tego powazne trudnosci sprawia wiarygodne
oszacowanie wspotczynnika Winklera dla podloza uwarstwionego. W tym
zakresie ksigzka wypetnia pewna luk¢ migdzy nadmiernie uproszczonym
traktowaniem podloza, a jego zbyt wyrafinowanym modelowaniem stwa-
rzajacym powazne trudnosci w praktycznym stosowaniu. Proponuje algorytmy
obliczen, stanowiace kompromis pomigdzy dokladnoscia a czasochtonnoscia
obliczen.

Ksiazka adresowana jest do pracownikéw naukowych wykorzystujacych
MRS i MES do tworzenia modelu numerycznego danego zagadnienia;
w szczegllnosci zagadnienia wspotpracy konstrukcji z podtozem gruntowym.
Skierowana jest rOwniez do studentéw wydzialéw politechnik pragnacych
usystematyzowa¢ swoja wiedzg z zakresu znanych i stosowanych metod
obliczeniowych. Stanowitoby ogromna satysfakcje¢ dla autorki, gdyby w wyze;j
wspomnianym zakresie ksiazka okazata si¢ pomocna.

Korzystajac ze sposobno$ci autorka pragnie wyrazi¢ wdzigczno$e
Recenzentom: Panu profesorowi Jerzemu Gotasiowi, a w szczegdlnosci Panu
profesorowi Maciejowi Gryczmanskiemu za zyczliwos$¢ i cenne uwagi, pomocne
w uporzadkowaniu trudniejszych fragmentéw ksiazki. Stowa podzigkowania
kieruje réwniez autorka pod adresem Pana Artura Lozynskiego za znaczaca
pomoc przy komputerowym opracowaniu rysunkéw i istotne wskazéwki
dotyczace sktadu tekstu.



Rozdzial 1
WSTEP

Zagadnienia fizyki matematycznej czy techniki, takie na przyktad jak
poszukiwanie rozktadu pdl temperatury, przemieszczenia, naprg¢zenia i od-
ksztatcenia to zagadnienia brzegowe lub brzegowo-poczatkowe. Zagadnienia
takie opisane sa najczg¢sciej uktadem réwnan rézniczkowych i warunkami na
brzegu obszaru w przypadku zagadnienia brzegowego, oraz dodatkowo,
warunkami w danej chwili #=t¢,, dla zagadnien brzegowo-poczatkowych

zaleznych od czasu. Kazde zagadnienie brzegowe mozna w sposéb ogdlny
opisa¢ réwnaniem operatorowym:

Aw)+f =0 (1.1)
okreslonym w obszarze V , z warunkami brzegowymi
FQu)=p
Gu)=q

danymi na cze$ci odpowiednio S, 1 S, brzegu S=5,US,.
W réwnaniu (1.1) A oznacza pewien operator rézniczkowy. Moze to by¢ np.
2 2 2
operator Laplace’a: A= o >+ o >+ o 5 badz operator biharmoniczny:
ox~ dy”~ 0z
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84 5 a4 a4
ox* * ox?dy? * oy*
rozwiazaniem réwnania (1.1), natomiast f jest funkcja dana w obszarze V .
W ogdlnosci zagadnienie brzegowe moze mie¢ charakter liniowy lub nieliniowy
— odpowiednio A bedzie operatorem liniowym lub nieliniowym.

Okreslenie funkcji u jako doktadnego rozwigzania réwnania (1.1) dotyczy
z reguty waskiej klasy zagadnien, dla ktorych operator A jest liniowy, obszar u
jest regularny, a warunki brzegowe ciagle i elementarne. Uzyskane rozwiazania
sa Sciste w sensie matematycznym, czgsto nazywa si§¢ je rozwigzaniami
zamknigtymi.

Z chwila pojawienia si¢ obszaréw o ztozonych ksztaltach czy nieciagtych
warunkach brzegowych, metody Sciste w wyniku stosowania ktérych uzyskuje
si¢ funkcje u jako dokladne rozwiazanie réwnania operatorowego (1.1)
prowadza do dtugich i zmudnych obliczen, czgsto tez w takich przypadkach nie
ma rozwigzan w klasie funkcji elementarnych. Pozostaja wéwczas do dyspozycji
metody przyblizone rozwigzania rownania (1.1), ktére kosztem zmniejszonej
doktadnos$ci obliczen prowadza szybciej lub w ogdle umozliwiaja uzyskanie
rezultatu.

Generalnie przy przyblizonym rozwiazywaniu réwnania (1.1) mozna
wyr6zni¢ dwa podejscia. Pierwsze z nich bazuje na oryginalnym réwnaniu
operatorowym, drugie na warunku minimum funkcjonalu zagadnienia. W mysl
twierdzenia Weinberga analizy funkcjonalnej podejscie drugie jest mozliwe
wtedy, gdy operator A jest potencjalny. Istnieje wtedy funkcjonat, gradientem
ktérego jest oryginalny operator rézniczkowy. W takim przypadku zamiast
poszukiwaé rozwiazania réwnania (1.1) poszukuje si¢ punktu krytycznego
funkcjonatu. Zachodzi bowiem woéwczas réwnowaznos¢ pomigdzy réwnaniem
operatorowym a stowarzyszonym z nim funkcjonatem. Oznacza to ogélnie rzecz
biorac, ze rozwigzaniem réwnania (1.1) jest funkcja, ktéra minimalizuje
funkcjonat i odwrotnie: wyznaczenie funkcji, ktéra minimalizuje funkcjonat
stanowi rozwigzanie réwnania (1.1). Podejscie bazujace na funkcjonale jest
czesto tatwiejsze niz rozwigzywanie rOwnania operatorowego. Jest tez bardziej
dogodne z punktu widzenia zastosowan praktycznych.

Niezaleznie od podejscia, metody przyblizone mozna podzieli¢ na metody
analityczne, czyli takie, przy uzyciu ktorych uzyskuje si¢ rozwiazanie réwnania
(1.1) w postaci funkcji, oraz numeryczne, kiedy rozwiazanie jest zbiorem
warto$ci funkcji u w wybranych punktach obszaru V. W obu przypadkach
rozwiazanie jest konstruowane w przestrzeni skonczenie wymiarowej. Jezeli
wymiar tej przestrzeni zostaje sukcesywnie zwigkszany, woéwczas btad
aproksymacji ulega zmniejszaniu i rozwiazanie przyblizone zmierza do
rozwigzania doktadnego. W ramach wspomnianego wyzej podziatu klasyfikacje
poszczegdlnych metod przyblizonych przedstawiono schematycznie na rys. 1.1.

A= . Przez u oznaczono funkcj¢ bedaca doktadnym
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W  metodach analitycznych traktuje si¢ cialo jako continuum
trojwymiarowe, czyli rozpatruje si¢ model kontynualny ciala. W metodach
numerycznych ciato traktuje si¢ jako skonczony zbidr punktéw, migdzy ktérymi
zaklada si¢ funkcyjny opis zmiennosci poszukiwanego pola. Rozpatruje sig
zatem model dyskretny. Proces dojscia do modelu dyskretnego, zwany
dyskretyzacja, moze odbywaé si¢ albo na drodze matematycznej — tzw.
dyskretyzacja matematyczna, albo na drodze fizycznej przez podziat
rozpatrywanego continuum na skonczona liczbe czgsci — tzw. dyskretyzacja
fizyczna.

ROWNANIE OPERATOROWE OPISUJACE ZAGADNIENIE
BRZEGOWE  A(u)+f =0

METODY PRZYBLIZONE ROZWIAZANIA
—— 3
|ANALHYCZNE |NUMERYCZNE

METODA : METODA :

® WAZONYCH ® ROZNIC
RESIDUOW : BAZUJACE SKONCZONYCH
e GALERKINA NA ® ELEMENTOW
e NAJMNIEJSZYCH ROWNANIU ) SKONCZONYCH

KWADRATOW A@w)+ 1 =0 ® ELEMENTOW

e KOLLOKACII BRZEGOWYCH
METODA : METODA :
® RITZA BAZUJACE ® WARIACYINE

® KANTOROWICZA [¢/NA ,|  UJECIE ROZNIC

FUNKCJONALE SKONCZONYCH
® ELEMENTOW

® TREFTZA

SKONCZONYCH

I P

Rys. 1.1. Metody przyblizone rozwiazania réwnania A(u) + f =0
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W rozwazaniach zawartych w niniejszej ksiazce przedstawione be¢da
podstawy teoretyczne oraz wybrane aspekty dwoch metod numerycznych:
metody réznic skonczonych (MRS) wraz z jej wariacyjnym ujeciem (WMRS)
i metody elementéw skonczonych (MES). Metody te sa tak skonstruowane, ze
aby osiagna¢ odpowiednia doktadno$¢ rozwiazafh, wymagana jest duza liczba
powtarzajacych sig¢ obliczen przez co niezbednym staje si¢ zastosowanie
komputera. Stad tez metody te nazwa¢ mozna metodami komputerowymi.

Nie jest mozliwe podanie jednolitego kryterium uzytecznos$ci zasto-
sowania kazdej z wyzej wymienionych metod komputerowych do danego
zagadnienia. W duzej mierze jest to uwarunkowane specyfika rozpatrywanego
problemu jak réwniez dos§wiadczeniem i intuicja tego, kto decyduje si¢ na wybor
tej, a nie innej metody numeryczne;j.

Stwierdzi¢ mozna, ze najbardziej uniwersalna spo$réd wymienionych
metod jest metoda elementéw skonczonych. Jest ona wyczerpujaco oméwiona
w literaturze przedmiotu i podobnie jak metoda réznic skonczonych catkowicie
opracowana w swoich podstawach teoretycznych. Metoda elementéw brze-
gowych, ktéra w niniejszej ksiazce nie zostala omdéwiona, wciaz jest w fazie
rozwojowej 1 znajduje coraz szersze zastosowanie do rozwiazywania wielu
zagadnien naukowych i inzynierskich.

Warto réwniez podkres$li¢, iz przy zastosowaniu danej metody
komputerowej wyniki odnosza si¢ nie do uktadu rzeczywistego, ale do modelu
obliczeniowego (dyskretnego), ktéry tylko te¢ rzeczywistos¢ modeluje. Majac
bowiem uktad rzeczywisty, ktérego zachowanie chcemy zbadaé, tworzymy
najpierw zbidr zalozen dotyczacych proceséw i zjawisk, ktére w tym uktadzie
zachodza, czyli model fizyczny. W dalszej kolejnosci formutujemy réwnania,
ktére wyrazaja zasadnicze wilasnosci modelu fizycznego w sposéb mate-
matyczny. To dopiero staje si¢ podstawa utworzenia modelu obliczeniowego
rzeczywistego obiektu przy uwzglednieniu wilasnosci danej metody nume-
rycznej. Schematycznie przedstawia to rys. 1.2.

Wiasciwa interpretacja wynikow obliczen programu komputerowego jest
mozliwa jedynie przy znajomosci zastosowanego w tym programie modelu
obliczeniowego. Ocena adekwatno$ci otrzymanych rezultatdéw moze odby¢ sig
albo na drodze poréwnania z rozwiazaniem $cistym (zazwyczaj niedostgpnym),
albo na drodze weryfikacji do§wiadczalnej.

Nie trzeba chyba podkreslaé, ze programy, w ktérych uzyto réznych
modeli obliczeniowych tego samego obiektu rzeczywistego prowadzi¢ beda do
rézniagcych si¢ od siebie wynikéw. Nawet jednak przy tych samych modelach
obliczeniowych moga pojawia¢ si¢ rozbieznosci w wynikach, wynikajace ze
stosowania réznych technik numerycznych, na przyktad réznych procedur
rozwigzywania uktadu réwnan.
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OBIEKT RZECZYWISTY
belka

Sciana

MODEL FIZYCZNY

- zalozenie liniowej sprezystosci,
izotropii i jednorodnosci

- zaloZenie czystego zginania

MODEL MATEMATYCZNY

-trojwymiarowa belka zredukowana do
odcinka prostej ~ q

—
X

d'wix dw
B g w=0.51,=0

T

MODEL NUMERYCZNY
Np..MES
zbior elementow belkowych

B> A 4

element 1 element 2 element 3

PROGRAM KOMPUTEROWY

]

Rys. 1.2. Schemat tworzenia modeli obiektu rzeczywistego



Rozdzial 2 )
METODA ROZNIC SKONCZONYCH

2.1. Wprowadzenie

Metoda réznic skonczonych jest jedna z najstarszych metod przy-
blizonych, stosowana jeszcze przed powstaniem elektronicznych maszyn
cyfrowych jako dyskretna metoda rozwigzywania probleméw brzegowych
opisanych réwnaniami rézniczkowymi. Metodg t¢ rozszerzono nastgpnie na
zagadnienia sformulowane w postaci wariacyjnej i stad powstala odmiana tej
metody — wariacyjne ujgcie metody réznic skonczonych (WMRS).

Metoda réznic skonczonych oparta jest na dyskretyzacji matematyczne]
réwnan rézniczkowych opisujacych continuum. Jej istota jest zastapienie
operatoréw rézniczkowych odpowiednimi operatorami réznicowymi (ilorazami
réznicowymi) okreslonymi na dyskretnym zbiorze punktéw zwanym siatka
dyskretyzacyjna. Elementy tego zbioru nazywane sa weztami. W wyniku takiego
podejscia zagadnienie brzegowe sprowadzone zostaje do uktadu réwnan
algebraicznych, w ktérym niewiadomymi sa wartosci poszukiwanej funkcji
w wezlach siatki dyskretyzacyjne;.

W swojej wersji podstawowej MRS dotyczy regularnej siatki wezidw, co
stanowi znaczne ograniczenie w zastosowaniu do obszar6w o zlozonej
geometrii. Do mankamentéw metody zalicza si¢ roéwniez brak mozliwosci
lokalnego zaggszczenia siatki i trudno$¢ w laczeniu obszaréw o réznych
wymiarach (na przyktad 1D' z 2D?). Niewatpliwa zaleta metody jest jej prostota
oraz duza skuteczno$¢ dla obszar6w regularnych.

"1D - jednowymiarowy (ang. 1- dimensional)
22D - dwuwymiarowy
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Uogo6lnienia podstawowej wersji MRS opracowane w ostatnich latach
i umozliwiajace uwzglednienie podzialu nieréwnomiernego pokazuja duze
mozliwosci metody i zwigkszaja jej obszar zastosowan, ktory staje sig
poréwnywalny z obszarem wiodacej metody komputerowej — metody elemen-
téw skonczonych.

Czesto stosowana jest kombinacja MRS i1 MES w analizach zagadnien
brzegowo-poczatkowych. Pierwsza uzywana jest wtedy do dyskretyzacji
zmiennej czasowej, druga do dyskretyzacji pol przestrzennych.

2.2. Operatory réznicowe

Operatory réznicowe stanowiace punkt wyjscia metody mozna otrzymac
wychodzac z definicji pochodnej funkcji w punkcie. W tym celu rozpatruje sig
dowolna funkcje ciagta y = f(x) (rys. 2.1).

=/t Yo _——1—
y ny

Rys. 2.1. Funkcja ciagta y = f(x) i jej wartosci w okreslonych punktach

Pochodna funkcji f(x) w punkcie x,, ktéra oznaczona zostanie przez

y'= f'(x,) nazywa si¢ granicg ilorazu réZnicowego

+ p— p—
y':%h = lim SO AV SO0 i Yo =0
X

Ax—0 Ax Ax—0 Ax 2.1
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Wyrazenie powyzsze mozna zapisa¢ w nast¢pujacej formie:

A
D) i 2ot =0 gy AV (2.2)
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Przyblizeniem tego wyrazenia jest réwnanie:
dy A
4 D 2.3)
dx Ax

ktére nazywa si¢ pierwsza réznica przednia funkcjiy w punkcie x,.
Odpowiednio pierwsza réznica wsteczna funkcji y w punkcie x, wyraza si¢
nastgpujaco:

Q Ay n o_ Yn = Yn-1

0= = 2.4)
dx Ax Ax

Pierwsza réznica centralna zawiera punkty symetrycznie potozone wzgledem
punktu x, :

Q _Ayn:yrH—l_yn—l

dx'" Ax 2Ax

(2.5)

Wiadomo, ze pochodna ma swoja interpretacj¢ geometryczng. Pochodna y'(x,,)
jest réwna tangensowi kata nachylenia stycznej do osi OX w punkcie Yy,
(rys 2.2). Jezeli przyjmie sig, ze w punkcie x, sieczna b jest rownolegta do

stycznej n, woéwczas tgff mozna zapisa¢ nastgpujaco:

' Y+l Yn-1
t — x )= , 0.6
gﬁ—)’( e ) (2.6)

a to jest wtasnie pierwsza r6znica centralna.
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n
s’t‘]Cﬂ\a
4 AY)
2
71 Gect™
y=/x) Yn p

y 117' -------------------------

xn-l xn X n+l X

| AX L AX L

A A A

Rys. 3.2. Styczna i sieczna do krzywej y = f(x)

OczywiScie im mniejsze Ax, tym bardziej kat nachylenia stycznej zbliza si¢ do
kata nachylenia siecznej i tym bardziej zmniejsza si¢ blad, ktérym obarczone sa
ilorazy réznicowe. W ogodlnosci pochodna w danym punkcie aproksymowana
jest najlepiej przez odpowiednia réznic¢ centralng, poniewaz ten schemat
réznicowy uwzglednia warto$ci funkcji w punktach symetrycznie potozonych
wzgledem danego punktu. Te symetrycznie potozone punkty daja lepsza $rednia
warto§¢ pochodnych. Stad tez w dalszych rozwazaniach uwzgledniona zostanie
jedynie pierwsza réznica centralna.

Pochodne funkcji y = f(x) wyzszych rzedéw zastapione zostang ilorazami

réznicowymi w nastegpujacy sposob:

LV
d2y| LA, Ay, A ) ax|mh
x> A A Ax Ax
It TVn  Yn TV Yntl =Yn _ Yn = Yuai (2.7)
_ BAH A (MA+ VA p Ar
Ax Ax
:yn+l_2yn+yn—l

sz
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Sy

d4y _)A4yn ~ A2 A2yn _Ax2 n+l sz n sz n—1 B

A A AY? Ax?

— Yn+2 _2yn+1 +y, _2(yn+1 _2yn +yn—1)+yn _2yn—1 L) — (28)
Ax4

_ Yus2 _4yn+1 +6yn _4yn—1 + Yo
= Ax4

Odpowiednie schematy réznicowe mozna zilustrowac¢ graficznie (rys. 2.3).
Rozwaza sig obecnie funkcje dwoéch zmiennych f(x,y). W tym przy-

padku obszar zmienno$ci funkcji f(x,y) pokrywa si¢ z siatka o bokach Axi
Ay (rys. 2.4) 1 okre$la wartosci dyskretne w jej weztach. Rozpatrujac dowolny
przekrdj y = const. otrzymuje sig:

af(x,y)|‘ _>ﬂ| _ Jin —fia
ax 1 Ax

A (2.9)

d.| 1 " N 8
2 | L7 W W
d’ yT ~N N
2 - 1\
AP () |~ Q) & O —
—
() ©) (1)
o/ s o \_/ X

5 )
vt Lo
X
Lo

—
o d
AX(E

©
S

Rys. 2.3. Operatory roznicowe funkcji jednej zmienne;j
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1 i Jjtl

i-2 i-1 i i+1 i+2

1-1 1 1+1

, Ax

Rys. 2.4. Obszar zmiennosci funkcji wraz z siatka dyskretyzacyjna

Z kolei dla przekroju x = const. uzyskuje sig:

ey A | = f2 Ayfl (2.10)
Odpowiednio tez zachodzi:
a f(-x )’)| | _fH—l 2fi+fi—1 (211)
Ax2
oraz :
af(xy)| | _fj_zfi+fl 2.12)
Ay? .

Dla pochodnej mieszanej odpowiedni iloraz réznicowy otrzymuje si¢ w ana-
logiczny sposéb:
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o _ﬂ| fj+1_fj—1_f1+1—f1—1

E)Zf(x,y)|_ | _A%sz szz A e
0xdy AxAy Ay Ax 2Ay 2Ay
_ fj+1 _fj—l _fz+1 +f1_1 (2.13)
4AxAy ’

podobnie dla pochodnej czwartego rzedu:

A2f| A2f| +A2f|
a“f<x,y)| Af = N o
ox’9y? ACCAY? T A AY? Ax?
finn =2 i+ fin 2fj_2fi+fl fia=2fia+ fia
Ay - Ay + Ay (2.14)
_ y y y B
- . -

S T2 i S —2f AL =2+ fia =2+ i
Ax?Ay?

Schematy powyzsze mozna zilustrowac graficznie (rys. 2.5).
Postepujac w ten spos6b mozna napisa¢ schemat réznicowy dowolnej pochodne;j

zwyktej lub mieszane;.

2

daeap(Dy =~ a2y ~

Rys. 2.5. Operatory réznicowe funkcji dwéch zmiennych
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2.3. Ocena dokladnosci operatorow réznicowych

Rozpatruje si¢ dowolna funkcje ciagta y = f(x) (rys. 2.6).

¥
o
9’@&‘@
y=fx) Y
. Y S"eclﬂa
Yo+l :
Ay Bo B
v, JPn b
Xn X+l b
Ax
A A

Rys. 2.6. Styczna i sieczna do krzywej y = f(x) w punkcie x,,

Przyjete schematy réznicowe jedynie aproksymuja rzeczywista wartos$¢
pochodne;j:

e Rzeczywista warto$¢ pochodnej: 7gf3, :?
x

[ ] 19° ﬂ: = :&
Aproksymacja: I tgf, =1gpf, A
Rozbiezno$¢ pomigdzy rzeczywista warto$cia pochodnej a aproksymacja
maleje wraz ze zmniejszaniem si¢ odlegtosci Ax. Aby oceni¢ tg rozbieznos¢,
czyli btad wynikajacy z zastapienia pochodnej ilorazem réznicowym rozwija si¢
dang funkcje w szereg Taylora.
W tym celu rozpatruje si¢ funkcj¢ jednowymiarowa y = f(x) (rys. 2.7).

Szereg Taylora funkcji f(x+ &) ma postac:

faro=5e 4@ 2.15)

n=0 1! dx"

gdzie pochodna zerowego rzedu jest réwna f(x) i 0!=1.



2.3. Ocena dokladnosci operatoréw réznicowych 21

y
y=fx)

S fo 1

-1 0 1
VAX J k + Ax y
%
|
I

X A 7

Rys. 2.7. Funkcja ciagta y = f(x)

Zgodnie zrys. 2.7dla f; 1 f_, mamy:

fo d’ S (x) 51 dlf(xo) 4’:2 dzf(xo)
= kAx 2 S5
= lfGorig F - a0 a2 a4t

+£ dsf(x())

3t dx?

2 (2.16)
= fx 0)+€df|0+§2 d’f

|o+d |xo
k*Ax? d? Iy + %u3ff
2 170 6 >

=f0+kAx£|x0+ |xo +...
dx

_ CE A f(xy)  ENd fxg) | Edf(xy)
f_l_f(xo_é{w_ﬁ dx” +T dx'! +E dx? ’

3 43 2
v 4T %) f(3xo) = fx) - A?Cf|o+ df|x0_ (2.17)

3 dx dx?

AP

6 dx’ |x0
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Schemat réznicowy dla pochodne;j Z—f|xo przedstawia si¢ nastgpujaco:
X

af _ h-Jfa
| 0T A1+ b (2.18)
Odejmujac stronami wyrazeniana f, i f_; uzyskuje sig:
Ax? d2

fi - fl—Ax(1+k) | 0+—(k2 2f|x0+

(2.19)
3
+£( +1)d f|x0+
6
. L . df .
7 powyzszego wyrazenia mozna wyznaczy¢ d—|x0 . Otrzymuje sig:
X
d 1 Ax(k* =1) d*
By = — 0+ L s,
dx Ax(1+k) 2Ax(1+ k) dx
AR+ d ATl SU
oA+ K) ae 0T T A4k
d? f k*+1)d’f
2 k=1 +...
( ) o+ (1+k}dx3|xo

R (2.20)

Pierwszy czlon w wyrazeniu (2.20) na pochodng .Z—f|x0 to przyjety
X

schemat réznicowy (2.18). Pozostate cztony stanowia resztg, ktéra odrzuca si¢
zastgpujac pochodna jej schematem rdéznicowym. Tak wigc przyblizone

wyrazenie na pochodna d—f|x0 dane ilorazem réznicowym obarczone jest
X

btedem:

Ax d*f AP (K +1)df
R=—1(k-1 + +... 2.21
2 ( )dx2 bxo 6 | 1+k | a3 [xo (2.21)
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W przypadku gdy k #1 (podziatl nieréwnomierny) R — 0 gdy Ax — 0, a wigc
btad maleje wraz ze zmniejszaniem siatki podziatu. Dla podzialu réwno-
miernego, czyli gdy k=1, R — 0 gdy Ax*> - 0.

Btad operatora r6znicowego nie jest jedynym zrédlem powstawania btedu
rozwiagzywania zagadnienia metoda réznic skonczonych. Dochodza tu podobnie
jak i w innych metodach numerycznych btedy wynikajace z zadania spelnienia
réwnan rézniczkowych w wybranych, a nie w kazdym punkcie obszaru oraz
btedy zaokraglen arytmetycznych.

2.4. Zastosowanie MRS w analizie statycznej belek

2.4.1. Przykiad — belka obciazona sila skupiona

Dana jest belka obustronnie utwierdzona obcigzona sila skupiona jak na
rys. 2.8. Do okreslenia jest rozktad momentéw zginajacych w belce.
Rozwiazanie doktadne tego zagadnienia przedstawia rys. 2.9.

Zadanie rozwigzane zostanie w sposob przyblizony przy zastosowaniu
metody réznic skonczonych. Punktem wyjécia jest réwnanie rézniczkowe osi
odksztatconej preta:

4
=g @2

EJ

w ktorym: w(x) - funkcja ugiecia belki, g(x) — intensywno$¢ obciazenia
réwnomiernie roztozonego, EJ — sztywno$¢ belki.

lp
7, Q
) N

L 12 L 12 L

¥

Rys. 2.8. Belka obustronnie utwierdzona obciazona w $rodku sila skupiona
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112 g 112 y

AN
AN
N

Rys. 2.9. Rozktad momentéw zginajacych — rozwiazanie doktadne

Rozpatruje si¢ wigc zagadnienie brzegowe opisane ogdlnie réwnaniem (1.1),
w ktérym obecnie:

d4
T ot
u=w(x) (2.23)
__9®
/= EJ

Warunki brzegowe wynikajace ze sposobu podparcia belki sa nastgpujace:

w(x=0)=0
wx=0)=0
dw
x=0)=—/],_,=0
pr=0)=—" | =0
dw
X :l = ;= 0
pr==" [ (2.24)
Zwiazek pomiedzy funkcja momentéw zginajacych M (x) a funkcja ugigcia
w(x) ma postaé:

M(x)=-EJ

2
d ng) (2.25)

dx
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W celu uzyskania rozwiazania zadania metoda réznic skonczonych dokonuje si¢
podziatu belki réwnomierna siatka dyskretyzacyjna o boku oczka Ax :é

(rys. 2.10).

lp
O o0 o0 6o 60 0 6

—_———————-e —>
X

>

AX |/Ax|/ Axl/ Axl Axy
/ A 1

Rys. 2.10. Przyjgta dyskretyzacja belki

W kazdym wezle siatki podziatu nalezy napisa¢ odpowiednie réwnania
r6znicowe. Réwnania te wynikaja z zastapienia wystepujacej w réwnaniu
opisujacym zagadnienie (2.22) pochodnej czwartego rz¢du przez odpowiedni
iloraz réznicowy. Otrzymuje si¢ nastgpujace rownania réznicowe:

wezet “1° 1w —4w, +6w, —4w, +w; :ﬂAx4
EJ
wezet “2° 1w —dw +6w, —4wy +wy :Z—iA)ﬁ (2.26)
(q . ’ 743 o4
wezet ‘3 1w —4w, +6w; —4w,; +w; =——Ax

W réwnaniach powyzszych wielkosci w, ,w;, oraz w; ,w; sa ugigciami
weztéw fikcyjnych. Aby bowiem napisa¢ schemat réznicowy odpowiadajacy
czwartej pochodnej dla wezta ,,1” oraz ,,3” nalezy ,,przedluzy¢” belke o dwa
odcinki o dlugo$ci Ax, uzyskujac po dwa dodatkowe wezly niezbedne
w czwartej réznicy skoficzone;j.

Z kolei biorac pod uwage warunki brzegowe

w, =0
2.27
=0 2.27)
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wielkos$cia poszukiwang bedzie jedynie ugigcie wezta ,,2”. Ugigcie to mozna
obliczy¢ z réwnania (2.26) , :

’ ’

Wystgpujace w powyzszym réwnaniu ugigcia fikcyjne w, oraz w, wyrazone
zostang poprzez ugig¢cia weztdw rzeczywistych przy wykorzystaniu warunkéw
brzegowych:

dw
* (2.29)
dw
dx

Zastgpujac w réwnaniu (2.29) pierwsza pochodna odpowiednim ilorazem
réznicowym otrzymuje si¢:

’

%1:0: —W22_A;Vl :0:>W1 =W2
X
(2.30)
X

Przy uwzglednieniu zwiazkéw (2.27) i (2.30) w wyrazeniu (2.28) réwnanie
réznicowe dla wezta ,,2” przyjmie postac:

p) 4
8w, =—=Ax", 2.31
2= 57 (2.31)

W réwnaniu (2.31) ¢, jest intensywnoscia obciazenia réwnomiernie
roztozonego, przypadajacego na wezet ,2”. Poniewaz w wezle ,,2” dziala sita
skupiona, aby okresli¢ g, , nalezy zastapi¢ obciazenie rzeczywiste obcigzeniem
réwnowaznym statycznie, zgodnie z rys. 2.11.
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lp

i . N obciazenie
ﬂl Ax | Ax % rzeczywiste
A A Ul
PP

® ® "wg T O

) . obciazenie

Z TRER ¢=¢ IEEER N statycznie

Z N rownowazne
, X2 A2 AX2 ) AX2

A 1 A /1 U

Rys. 2.11. Obciazenie réwnomiernie roztozone przypadajace na wezet ,,2”

Tak wige ¢, = é . Réwnanie (2.31) przybiera zatem postac:
P P’
8w, =—Ax’ =—— (2.32)
EJ 8EJ
Stad otrzymuje sig:
P
W, = (2.33)
" 64EJ

Momenty zginajace w wybranych weztach oblicza si¢ na podstawie zaleznosci
(2.25), w ktoérej druga pochodna zastgpuje si¢ odpowiednim ilorazem
réznicowym. Postgpujac w ten sposéb uzyskuje sig:

’

w, — 2w, +w
M,=-E] (Z———" Axlz )
, (2.34)
wy —2w, +w
My =-E] (———2)
Ax

Uwzgledniajac we wzorze (2.34) zwiazki (2.27), (2.30) oraz uzyskane
rozwiazanie (2.33) ostatecznie otrzymuje si¢ nast¢pujace wartoSci momentow
utwierdzenia M, 1 M;:
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-

P (2.35)
M3 =

8

Jak wida¢, uzyskane w tym przypadku rozwigzanie przy wykorzystaniu metody
réznic skonczonych jest identyczne jak rozwiazanie doktadne.

2.4.2. Przykiad — belka obciazona momentem skupionym

Do okreslenia jest rozklad momentéw zginajacych w belce obustronnie
utwierdzonej, obcigzonej w §rodku momentem skupionym (rys. 2.12).

M

AN
Z4
=

12 12

=<
N
N

y

Rys. 2.12. Belka obustronnie utwierdzona obciazona w §rodku momentem skupionym

Rozwiazanie doktadne przedstawia rys. 2.13.

4
Yy 172
7

AN
AN

Rys. 2.13. Rozktad momentéw zginajacych — rozwiazanie doktadne

Podobnie jak w przyktadzie 2.4.1. punktem wyjscia jest rownanie rézniczkowe
osi odksztalconej preta (2.22). Warunki brzegowe okres$laja zwiazki (2.24).
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Przyjeta w metodzie r6znic skonczonych dyskretyzacj¢ belki przedstawiono na
rys. 2.14.

M

o
ONOCNONORONONONONG
N S

y AX |, AX y AX | AX p AX y AX |y AX |, AX )
A 7 | 7 7 /] / 1 /

Rys. 2.14. Przyjeta dyskretyzacja belki

Analogicznie jak w przyktadzie 2.4.1. kolejnym weztom siatki podziatu
przypisane sa nastgpujace rownania réznicowe:

wezet “1° @ w"—4w,'+ow, — 4w, +w;, =iAx4
EJ
‘ . ' _ q2 4
wezet “2°¢ 1 w'4w, +6w, — 4wy +w, =—=Ax
EJ
wezel ‘3¢ 1w, —4w, +6w; —4w, +ws :Z—ij4 (2.36)
wezet ‘4 w2—4w3+6w4—4w5+w5':%Ax4
wezet ‘5 ¢ wy —4w, +6ws —4ws '+w5"=%Ax4

'

Wielkosci w,', w;'"' oraz ws', ws'' wystgpujace w powyzszych réwnaniach sa

ugigciami weztow fikcyjnych. Z uwagi na warunki brzegowe:

w; =0
2.37
=0 (2.37)

niezerowe ugigcia wystapia jedynie w wezlach .27, .37, ,4”. Beda one
obliczone przy wykorzystaniu réwnan (2.36), odniesionych do odpowiednich
weziéw. Uktad réwnan na wyznaczenie poszukiwanych wielkosci w,,w;,w,

ma zatem postac:
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Wy — 4w, + 6w, — dw, +ws =Z—3Ax4 (2.38)

Ugigcia fikcyjne w;' oraz ws' wyznacza si¢ z warunkéw brzegowych:

(/)1:0:>—ZW|1 =0:>—W22_W1 =0=>w =w,
d; Wy Ax_ v, (2.39)

=0=>—|;=0>—=—— " =0=>w;=w

?s FAE 2 5 = Wy

Uwzgledniajac zaleznosci (2.39) w réwnaniach (2.38) ostatecznie otrzymuje si¢

q3 4
—4w, + 6w, — 4w, =— Ax 2.40
> 3 “ =5y (2.40)

Obciazenie przytozone jest w wezle ,,2”, natomiast g, = g, = 0. Obciazenie to
zastgpuje si¢ obcigzeniem réwnowaznym statycznie, zgodnie z rys. 2.15.

W wyniku zastapienia momentu skupionego para sil, ktéra nastgpnie zapisano
Ww postaci statycznie réwnowaznego obcigzenia réwnomiernie roztozonego
uzyskuje sig:

__r__ M
q; Ax 2A_x2
P M (2.41)
CI4 = = 2
Ax  2Ax
q3=0

Réwnania (2.40) przybiora zatem postac:
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2E]
— 4w, +6w; —4w, =0 (2.42)

2EJ
(\4
®

?J - o o 1& obciazenie
ﬂ[ Ax A A A ‘[% rzeczywiste
e
Z N
4 . . : NY
Z4 N obciazenie
statycznie
7 N rownowazne
dg- P P
T A Ay Ax
AX2, Ax/2 AX/2_AX/2 (M +iyy) Ax
A e

Rys. 2.15. Obciazenie statycznie rownowazne obciazeniu danemu

Po rozwiazaniu uktadu (2.42) otrzymuje sig:

Mi?
W2 =
192EJ
w; =0 (2.43)
Mi?
W4 =
192EJ

Momenty utwierdzenia M1 M joblicza si¢ na podstawie zaleznosci (2.25)
wyrazonej w réznicach skonczonych:

=2w, +wy
My =—Eg 22t
Ax

(2.44)

P —=2ws +

Mg =—Ej( 05T,
Ax
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Uwzgledniajac w powyzszym zwiazki (2.37) oraz (2.39), otrzymuje sig:

M1=—E12l§:£

A2 6
gy e M (2.45)

5 sz 6

M, =2
thw (2.46)
M5 -
4

Rozbieznosci jakie pojawiaja si¢ w tym przypadku pomiedzy rozwigzaniem
doktadnym a rozwiazaniem metoda réznic skonczonych wynikaja gtéwnie ze
zbyt rzadkiej siatki dyskretyzacyjnej, co szczegdllnie odzwierciedla si¢ przy
zastgpieniu momentu skupionego parg sit.

2.5. Zastosowanie MRS w analizie statycznej plyt

Obliczenia statyczne ptyty izotropowej o statej grubosci i matych ugigciach
sprowadzaja si¢ do wyznaczenia funkcji ugigcia spetniajacej rownanie
rézniczkowe:

ER’  (9%w(x,y)  ,9'w(x,y)  9'w(x,y)
+2 + = , 2.47
12(1-v?) ( ox* ox*dy? ay* aee) 24D

oraz warunki brzegowe zalezne od sposobu podparcia ptyty.

W réwnaniu (2.47) przez E oznaczono modut sprezystosci podtuznej, i jest
grubodcia plyty, w(x,y) ugigciem powierzchni srodkowej, v wspotczynnikiem
Poissona, natomiast ¢(x,y) obciazeniem przypadajacym na jednostke
powierzchni ptyty. Rozpatruje si¢ zatem zagadnienie brzegowe (1.1), w ktérym:
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4 4 4

A= J T2 ? -+ J 7

ox ox“dy” dy
u=wx,y) (2.48)
__4q9(x.y)
="
3

gdzie D =————— jest sztywnoscia ptyty na zginanie. W celu zastosowania

120-v~)

MRS do rozwiazania ptyty rozpatruje si¢ ptyte prostokatng i dokonuje podziatu
jej obszaru na elementarne podobszary o wymiarach Axi Ay (rys. 2.16).

-1 |1 1+1

k-2 k-1 k k+1  [k+2

i-1 i i+1
A
y - 1 Y

AX

Rys. 2.16. Ptyta z naniesiong siatka dyskretyzacyjna

Réwnanie powierzchni ugigcia ptyty (2.47) mozna zapisaé w nastgpujacej
postaci:

V2V 20(x, y) =—"(’; Y) (2.49)

gdzie: Vivio operator rézniczkowy, zwany bilaplasjanem (podwdjny operator
Laplace’a).

Zastgpujac w powyzszym réwnaniu pochodne czastkowe odpowia-
dajacymi im ilorazami réznicowymi otrzymuje si¢ rownanie réznicowe ugigcia
ptyty w wezle , k™
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1 2
F (Wiop = 4wy +0wy — 4wy +win) + sz—Ayz(WH

+—14 (w,, —4w; + 6w, —4w;, +wn)=q—k
Ay D

Wykorzystano tutaj wczesniej wyprowadzone ilorazy réznicowe dla pochodnej
IV rzedu.
. A . Sl .
Oznaczajac stosunek Eyprzez 4 mozna przedstawi¢ réwnanie (2.50)
W postaci:
Ha Wiy = 4wy + 6w —dwy sy +wyn) + 247 (Wi = 2w +

444
o, = DA
D

(2.51)

W  przypadku podzialu réwnomiernego Ax=Ayotrzymuje si¢ réwnanie
réznicowe:

20Wk _S(Wk—l + Wk+1 + W[ + Wi) + 2(W[_1 + W[+1 + Wi—l + Wi+1) +
g, Ax* (2.52)

TW W twW, tw, =

Schematyczny zapis tego rdwnania przedstawia rysunek 2.17.

Réwnania tego typu nalezy napisa¢ dla kazdego wezta siatki podziatu.
W weztach potozonych na krawedzi ptyty i w poblizu tej krawedzi oprécz ugigé
punktéw ,rzeczywistych” pojawia si¢ jeszcze w powyzszych réwnaniach
fikcyjne ugigcia weztéw poza plyta. Ugigcia te wyznacza si¢ na podstawie
warunkéw brzegowych.

Warunki brzegowe

Réwnanie (2.47) ugigcia plyty jest czastkowym réwnaniem rézniczkowym
IV rzedu, rozwiazanie w(x,y) mozna wigc wyznaczy¢ tylko dla dwodch
warunkéw brzegowych na kazdej krawedzi. Wystepuja tam jednak trzy sity
przekrojowe: moment zginajacy, moment skrecajacy i sita poprzeczna. Sily te
powinny by¢ zréwnowazone odpowiadajacymi im sitami zewngtrznymi.
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W celu otrzymania tylko dwéch warunkéw brzegowych dodaje si¢ do sit
poprzecznych réwnowazniki momentdw skrgcajacych, otrzymujac zastepcze
sily poprzeczne:

— 9% w(x, y) O w(x,y) |
=—p| TEEY Loy Y)
O i o’ ( ) oxdy>
o 52 3 ] (2.53)
0,=-D 9 " w(x,y) +(2_V)8 w(x,y)
i 8y3 axzay

Rys. 2.17. Operator biharmoniczny

Odpowiednie wyrazenia na momenty zginajace oraz moment skrecajacy
maja postac:

2 2
M, =—p| 2oy | 0Tw(xy)
8x2 ay2
2 2
M,=-D J W(i’y) 9 w(»zc, y) (2.54)
dy ox
9°w(x, y)

M _  =—-(1-v)D
===V oxdy
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Rozpatrzone bedzie obecnie réwnanie réznicowe (2.52) dla wezidéw
potozonych w poblizu lub na krawedzi ptyty w przypadku réznych sposoboéw
podparcia ptyty.

e Krawedz x = const. catkowicie swobodna (rys. 2.18)

Na krawedzi swobodnej musza zanika¢: moment zginajacy M , i zastgpcza sita

poprzeczna Qx. Zgodnie zatem z zalezno$ciami (2.53) i (2.54) otrzymuje sig:

2 2
Pw(x.y) A wlxy) _

M,=0=> > > 0
ox dy
P wix.y) P wx.v) (2.55)
0,=0=""0 -t 20
ox 0xdy
m
-1 1 1+1
k2 k1 | kil L k#2
y
i-1 i i+1
X
n
Xx=const. 71%4

Rys. 2.18. KrawedZ swobodna ptyty z naniesiong siatka dyskretyzacyjna
W réwnaniu (2.52) dla wezta ,k:

ugigcia w,_,, w,_;, W, oraz w,, sa obecnie ugigciami fikcyjnymi wegziow
polozonych poza ptyta. Ugigcia te wyraza si¢ poprzez ugigcia wegztow
polozonych w obszarze plyty  wykorzystujac warunki brzegowe (2.55),
odniesione do odpowiednich wegztéw. Warunki te maja postac:
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M,),=0
(M), =0
(2.56)
M,)|; =0
Q)| =0

Wyrazenia na momenty M , oraz zastgpcza sil¢ poprzeczna Qx zastgpuje si¢

przez odpowiednie schematy réznicowe. Przyktadowo dla wezta , .k’ uzyskuje
sie:

92 0> A? A?
M| =-D _;V"'V_;V i =-D M;k TtV M;k -
ox dy Ax Ay

83 3 A3Wk
0., =-D|“F+2- V- -_D + 2.57
|k {8 oxdy> }|k {A)cAy2 ( )
AS
+ (2_‘/) A‘/sz :| =—D[2Wk_1 _Wk—2 _2Wk+1 + Wk+2 +
Yy

F2=V)Wpy = 2Wp Wi =W + 2w —wi )]

Postgpujac w ten sposéb, z warunkéw (2.56) otrzymuje si¢ nastgpujace
wyrazenia dla ugi¢¢ weztéw fikcyjnych:

wio =20+ V)w, —wp —w,, — Wy,

Wk—l =2(1+V)Wk - Wk+1 _le - W,

l

n

(2.58)
Wiig =Wy —4@ V)W, +6(2+2v — y? W, —

— 41420 =V )(w, + W)+ V2 =V)(W,, +w,)+
+2Q2=vV)(wyy +wiy)
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Uwzgledniajac powyzsze zwigzki w réwnaniu réznicowym dla wezta k7
uzyskuje si¢ ostatecznie réwnanie réznicowe dla wezta potozonego na krawedzi
swobodnej ptyty:

28 —4v —=3vH)w, —4B—VIw, +2w, ., —42+V)A=V)(w, +w,) +

4 (2.59)
+22=V)(wpy + W)+ A=V, + w,l)zM

Schematyczny zapis tego rdwnania przedstawia rysunek 2.19.

07

i

Rys. 2.19. Wspétczynniki w réwnaniu ré6znicowym wezta polozonego
na krawedzi swobodnej
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e Krawedz x=const. swobodnie podparta (rys. 2.20)

I lm
I
I
-1 1 1+1
@l ®
|
|
k-2 k-1 ], k k+1 | k+2
- | O
y 1
i-1 |1 i i+l
1 O
: AX
X | n
R
X=const.

Rys. 2.20. Krawedz swobodnie podparta ptyty z naniesiona siatka dyskretyzacyjna

Warunki brzegowe:

’w 9w A*w,
w=0, Mx|k_1ZO:(ax_z-i-Vay_z)h_l:O:F:O (260)
Z wyrazenia (2.60) otrzymuje sig:
W, = 2w,y —W;_
: Akx; “2=0 (2.61)
Poniewaz zgodnie z zaleznoscia.(2.60), w,_; =0, zachodzi:

Postegpujac analogicznie jak poprzednio, uzyskuje si¢ réwnanie réznicowe dla
wezta k7 lezacego w poblizu krawedzi swobodnie podpartej. Réwnanie to
przyjmie posta¢ zapisana schematycznie na rysunku 2.21.
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Rys. 2.21. Wspétczynniki w réwnaniu réznicowym wezta potozonego
w poblizu krawedzi swobodnie podpartej ptyty

e Krawedz x =const. utwierdzona zupelnie (rys. 2.22)

W tym przypadku warunki brzegowe sa nastgpujace:

ow Aw,_,
w=0, ¢, =—|;,;=0=>—""—=0 2.63
0= ~ (2.63)
Z warunku (2.63) otrzymuje sig:
Wi = Wi
——=0=>w, ,=w 2.64
2 Ax k-2 k ( )
A m
7
7
'4 1-1 1 1+1
7/
k-2 ; k-1 k k+1 k+2

Y

y /
7]i-1 i i+1
/7,

x 7
/ n
/
x=const. 7}%}4

Rys. 2.22. Krawedz zamocowana plyty z naniesiong siatka dyskretyzacyjna
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Schematyczny zapis réwnania réznicowego ugigcia ptyty w wezle k7, po
uwzglednieniu zalezno$ci (2.64), przedstawia rysunek 2.23.

AMANNNARRNNRNNNNRNNNNNNNNNNSWS

Rys. 2.23. Wsp6éiczynniki w réwnaniu ré6znicowym wezta potozonego
w poblizu krawedzi zamocowanej

2.5.1. Przyktad — ptyta obcigzona rdwnomiernie na calym
obszarze

Dana jest ptyta o schemacie statycznym i obciazeniu jak na rys. 2.24. Do
wyznaczenia sg ugigcia plyty.

q
A
IR nmmn x
iy A
/l/ 1/2 ¥ 1/2 ¥

LSS I//////////// LY

[
I
I
. a
I
|
Il

I
| |
I [
| I
T 1
| |
I |
| |

y (// S

% a Y% a %
7 7 l

Rys. 2.24. Ptyta obcigzona réwnomiernie na catym obszarze
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W celu rozwiazania zadania metoda réznic skonczonych dzieli si¢ obszar plyty
siatka dyskretyzacyjna o boku oczka Ax=a/4 (rys. 2.25).

0§ sym.

{/// LLLLL LSS LSS

0§ sym.

S

Ax=al4d
s

Rys. 2.25. Przyjeta dyskretyzacja ptyty

Z uwagi na symetri¢ geometrii i obciazenia obliczenia ograniczone beda do
¢wiartki plyty, zgodnie z rys. 2.26.

Warunki brzegowe

e Krawe¢dz swobodnie podparta x=0, x=a

w=0
w w
M, :0:>—ax2 +v—ay2 =0 (2.65)
aZ

ale wzdluz krawedzi w =0 wigc —;V =0
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=
>
)
’:‘1:. “““ :* ST T'3'. ------ P4
IPP7777770777777777777777777770777
ZIE I 2 3 4
21
/]
RO (h 1 2 3 -
| 7l
| 7l
oé sym.' 5" 2.5 5 6 7 8
Ax=a/4
Rys. 2.26. Przyjety do obliczen obszar plyty
Z zaleznosci (2.65) wynikaja nastgpujace réwnosci:
Wo =Wy =Ws =Wy =W, =Wy =0
0w wy = 2wy + wyp
9w Ws —2Ws + Wer
C) Ax (2.66)
9w wy =2w, +w
— It S 0= wy =0
o2 4 2 3
9w wy —2wg +w
— z S T =0=w,=0
o2 8 2 7
e Krawegdz zamocowana y =—a
w=0
ow (2.67)
p,=22=0
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Zatem:
Wi=W2=W3=0

w: — W
a_w|1: 1 1:O:W.1.:W1
dy 2Ax

W; — W
a_W‘:O:>2—2:0:>W§:W2 (2.68)
dy 2Ax

Wy — W
a—W‘3—0:> 3 3:0:>w§:w3
dy 2Ax

Roéwnania réznicowe

e  Wezet ,17

ChAX4

19w —8w, + w3 —8wy + wj —8ws +wy +2w; + 2w =

e  Wegzet 27

20w, —8w(wy +wy +wy +we) +2(w; +wy +ws +wy)+wp +wy +

QSAX4

e  Wegzet ,,57

CISAX4

19ws —8wg +w; —8wy +wj + 2w, + 2w, =

®  Wgzet ,,6”

20wg —8(ws +wy +wy +wy) +2(w) +wy +w +ws) +ws +wg +

4
et __qﬁAx
Wy TW;5 =
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Po uwzglednieniu w powyzszych réwnaniach warunkéw brzegowych (2.66)
i (2.68), réwnania réznicowe w poszczegdlnych weztach przyjma ostateczna
postac:

At
4
Wezet 2" —8w; + 22w, + 2wy — 8w = DAY
A (2.69)
Wezel 'S 16w, + 4w, +19ws — 8w, =1
Wezet Ax*
6 dw, — 16w, —8ws + 20w, =16
gdzie: ¢, =q, =95 =44 =¢
Po rozwiazaniu uktadu (2.69) otrzymuje sig:
4
w, =0,5398%
D
4
w, =0,8 qix
Ayt (2.70)
ws =0,672
D
4
e = 0,869
D

2.6. Wariacyjne ujecie metody roznic skonczonych
(WMRS)

W odréznieniu od klasycznej metody réznic skonczonych, ujgcie waria-
cyjne bazuje nie na danym réwnaniu rézniczkowym, ale na odpowiednim
funkcjonale. Istota metody polega teraz na zastapieniu wystgpujacych w
funkcjonale pochodnych odpowiednimi ilorazami réznicowymi. W ten sposéb
funkcjonat zostaje sprowadzony do funkcji wielu zmiennych, ktérej argumen-
tami sa dyskretne wartosci poszukiwanej funkcji w wybranych punktach siatki
podziatu.
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W przypadku zagadnien jednowymiarowych (1-D) dany odcinek dzieli si¢
na krétsze odcinki, natomiast w zagadnieniach dwuwymiarowych (2-D) dany
obszar na podobszary. Catkowanie funkcjonatu odnoszace si¢ do catego obszaru
zamienia si¢ na odpowiednie sumy. Uklad réwnan algebraicznych, wyzna-
czajacy wartosci funkcji w poszczegdlnych weztach siatki otrzymuje sig
z warunku ekstremum funkcji wielu zmiennych:

oF (u;) .
—— =0 @=12,...,n) (2.71)
ou,

gdzie F(u;) — funkcja wielu zmiennych, otrzymana przez zastgpienie

w funkcjonale F(u) pochodnych odpowiednimi ilorazami réznicowymi, u; —

1

poszukiwane wielkosci dyskretne, n — liczba niewiadomych uktadu.

2.6.1. Przykiad — belka obciazona sita skupiona

Dana jest belka obustronnie utwierdzona jak w przyktadzie 2.4.1. (rys.
2.8). Do wyznaczenia jest ugigcie belki.
Zadanie rozwiazane bedzie przy wykorzystaniu wariacyjnego ujgcia metody
réznic skonczonych. Punktem wyjscia jest funkcjonat energii sprezystej belki:

2
1L d?w(x)
E, =—[EJ d 2.72

b 2({ { dx? § ( )

w ktérym EJ oznacza sztywnos$¢ belki, w(x) - funkcje ugigcia belki.
Przyjeto analogiczna jak w Przyktadzie 2.2.1. dyskretyzacje belki (rys. 2.10).
Przyjeto ponadto, ze EJ = const. na catej dtugosci belki.

Funkcjonat (2.72) przyjmie wéwczas postac:

) 2
E, =lEJj{d W(x)} dx (2.73)

Wystepujaca w wyrazeniu (2.73) druga pochodna zastapiona zostaje dla kazdego
punktu podziatu odpowiednim ilorazem réznicowym. Ilorazy te dla kolejnych
weziow przedstawiono na rys. 2.27.

W  wariacyjnym ujeciu metody réznic skonczonych nalezy spetnié
w przyjetym ukladzie niewiadomych tylko geometryczne warunki brzegowe,
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warunki statyczne spetnione sa w sposéb naturalny przez sam funkcjonat. Dla
rozwazanego sposobu podparcia warunki brzegowe sa nastgpujace:

W2_

Wy
1 =0=>wy=w,

d
¢’x|1=02d_:|1=0:> (2.74)

dw Wy — W,
:0:)— :0:>—ZOZ>W'=W
(/’x|3 dx|3 2 3 2

lP

(wy = 2w+ wp)? (w3 = 2w, + )7 (wy = 2w + W)’

mnoznik: %)2 Ar= b
Ax

A
7 \
Aw
a2 Jax

Rys. 2.27. Ilorazy réznicowe dla wegztéw siatki podziatu

Po uwzglednieniu zwiazkéw (2.74) w kolejnych weztach (rys. 2.27), schematy
réznicowe przyjma w rezultacie posta¢ przedstawionag na rys. 2.28.

oo o o6 66 0
— % o L N

Ax/2"
—— 1
s mnoznik: AP
2wy)* (—2w) (2w,)?

Rys. 2.28. Ilorazy réznicowe po uwzglednieniu warunkéw brzegowych
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Calkowita energia potencjalna ukfadu jest suma energii sprezystej belki
i pracy sit zewngtrznych:

M. =E,+L (2.75)

gdzie L jest potencjalem sit zewnetrznych. Potencjal ten wyraza sig
nastgpujaco:

!
L, =—[qw(x)dx (2.76)
0

gdzie g jest intensywno$cig obcigzenia réwnomiernie roztozonego.

W analizowanym przyktadzie sitle skupiona zast¢puje si¢ réwnowaznym
obcigzeniem ciaglym jak w Przykladzie 2.4.1. Zatem ¢, = P/Ax, a praca
obciazenia zewngtrznego wyniesie:

P
Ly =—[qyw, dx=~] e dx (.77

Zapisujac wyrazenie (2.75) w sposob dyskretny otrzymuje sig:

2 2 2
1 2w —2w 2w
M. =—EJY|[|—2] 05+ 2 +| =2 05|Ax—
) gl(mzj (sz j (szj }

(2.78)

W wyrazeniu powyzszym przez ). oraz », 0zhaczono umownie sumowanie
l q

odpowiednio po dlugosci belki i dlugosci obcigzenia ciagtego.

Réwnania algebraiczne wyznaczajace ugigcia kolejnych weztéw otrzymuje sig

z warunku (2.71) , ktéry obecnie przybierze postac:

oIl .
ow;

l

=0 (i=12,...,n) (2.79)

gdzie n jest liczba weziéw o niezerowych ugigciach.
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W rozwazanym przyktadzie n=1 i zalezno$¢ (2.79) sprowadzi si¢ do jednego
réwnania na wyznaczenie ugigcia w, . ROwnanie to ma postac:

M, 1. 1
o, 2 ae 2l (2.80)
Stad:
3 3
w, = PAC _ P 2.81)
SE/  6AE]

Warto zwréci¢ uwagg, iz oczywiscie uzyskuje si¢ ten sam jak przy
zastosowaniu klasycznej metody réznic skoficzonych wynik (przyktad 2.4.1),
jednak przy znacznie mniejszym naktadzie pracy rachunkowe;j.



Rozdziat 3 )
METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH

3.1. Wprowadzenie

Metoda elementéw skonczonych (MES) powstata w latach pigédziesiatych
ubiegltego stulecia, cho¢ jej poczatki mozna odnies¢ do pracy Couranta z 1942
roku. Zakres zastosowan metody koncentrowat si¢ poczatkowo gtéwnie wokot
zagadnien mechaniki konstrukcji oraz probleméw inzynierii ladowej i przemystu
lotniczego. Waznym przyczynkiem teoretycznym do rozwoju metody byto
wykazanie, ze jest ona w rzeczywistoSci pewna odmiang znanej procedury
Rayleigha-Ritza, bazujacej na minimalizacji funkcjonatu. Wykorzystanie
procedury minimalizacji umozliwitlo zastosowanie metody w innych niz
mechanika konstrukcji dziedzinach. Zaczgto ja stosowaé do probleméw
opisanych roéwnaniami Laplace’a i1 Poissona, tj. w mechanice cieczy,
w zagadnieniach przeplywu ciepta i innych. MES nabrala znamion ogdlnej
metody numerycznej rozwigzywania rownan czy uktadu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych lub czastkowych.

Szczegblnie dynamiczny rozwdj MES datuje si¢ od potowy lat 80.
ubiegtego wieku, gléwnie w zwiazku z szybkim rozwojem elektroniczne;j
techniki obliczeniowej. W chwili obecnej MES jest powszechnie stosowana
metoda numeryczna, a w zagadnieniach mechaniki konstrukcji — wiodaca, na
ktérej bazuje zdecydowana wigkszo$¢ profesjonalnych programéw kompu-
terowych (na przyktad ANSYS, COSMOS/M, ABAQUS, ADINA). O tak duze;j
popularnosci metody zadecydowata zaréwno prostota jej postaci matematycznej,
jak réwniez szereg korzystnych cech wyrazajacych si¢ m.in.: mozliwo$cia
obliczania obszar6w o zlozonych, a takze krzywoliniowych brzegach,
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stosowania roznych gegstosci podzialu na elementy czy tez automatycznego
uwzgledniania warunkéw brzegowych.

7. matematycznego punktu widzenia MES stanowi uogélnienie metody
Galerkina (bazujacej na réwnaniu rézniczkowym) i Ritza (bazujacej na
funkcjonale). W obu tych metodach przyjmuje si¢ przyblizone rozwigzanie
réwnania operatorowego (1.1) w postaci zwiazku:

N N
u(x,y,z) =u(x,y,z) = ;a#’ (X, y,2) (3.1)

gdzie N =1,2,...,00.

W metodzie elementéw skonczonych zwiazek powyzszy okre§lony jest w
obszarze elementu, a funkcje bazowe ¢ ; dobiera sig tak, aby zapewniona zostata
ciaglo$¢ poszukiwanej funkcji wzdtuz brzegéw elementéw. Najczesciej funkcje
te przyjmuje si¢ w postaci wielomianéw. Zapewnia to wraz z zastosowaniem
jako elementéw prostych bryt (czworo$ciany, szescio$ciany) lub prostych figur
geometrycznych (tréjkaty, czworokaty) prostote i efektywnos¢ obliczen metody.

3.2. Idea metody elementéw skonczonych

Zasadnicza koncepcja MES, dotyczaca standardowego sformutowania
metody, bazuje na zatozeniu, ze dowolna funkcja ciagla moze by¢
aproksymowana przez model dyskretny skitadajacy si¢ ze zbioru kawatkami
ciagtych funkcji okre§lonych na skonczonej liczbie podobszaréw. Funkcje
kawatkami ciagle okresla si¢ wykorzystujac wartosci funkcji ciaglej w skon-
czonej liczbie punktéw wewnatrz obszaru jej okreslonosci.

Proces tworzenia modelu dyskretnego mozna przedstawi¢ nastepujaco:

e obszar jest podzielony na podobszary zwane elementami skonczonymi,
ktére potaczone sa ze soba w wezlach i wspdlnie odzwierciedlaja ksztatt
rozpatrywanego obszaru

e warto$ci poszukiwanej funkcji w weztach uznaje si¢ jako niewiadome, ktére
maja by¢ wyznaczone

® rownanie rézniczkowe opisujace problem brzegowy odniesione zostaje do
elementu, a jego rozwigzanie aproksymowane w obszarze elementu za
pomoca ciagtej funkcji przy uzyciu wartosci weztowych.

W dalszej kolejnosci formutuje si¢ rownania dla elementéw. Z chwila
kiedy sa one okreslone, elementy zostaja ,,scalone” ze soba, co od strony
fizycznej prowadzi do odtworzenia ksztaltu rozpatrywanego obszaru, a od strony
matematycznej do uformowania globalnego ukladu réwnahn umozliwiajacego
wyznaczenie wartosci poszukiwanej funkcji w wybranych punktach (wgztach)
obszaru. Rozwiazanie problemu staje si¢ w efekcie kawatkami ciagla
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aproksymacja uzyskana przez polaczenie rozwigzan na wszystkich elementach.
Typowa aproksymacje MES dla problemu jednowymiarowego przedstawiono

narys. 3.1.
i — rozwiazanie doktadne
---- aproksymacja MES
przy uzyciu funkcji liniowych
A =
> ~ —
S —
X
Xp X X3 X3 Xy Xs

Rys. 3.1. Typowa aproksymacja MES rozwigzania zagadnienia jednowymiarowego

Ogolnie tok postgpowania w MES mozna uja¢ w nastgpujacy sposdb:

=

0=

Podziat obszaru na elementy potaczone ze soba w punktach weztowych.

Specyfikacja elementu. Przyblizone rozwiazanie zagadnienia dla kazdego

elementu:

* wybdr metody przyblizonej (Ritza, Galerkina)

e dobor funkcji interpolujacych

e sformutowanie dla wybranej metody i interpolacji uktadu réwnan
algebraicznych elementu

Agregacja. Budowa na podstawie réwnan elementéw jednego dla catego

obszaru uktadu réwnan algebraicznych z uwzglednieniem warunkéw

ciaglosci migdzy elementami.

Uwzglednienie w globalnym uktadzie réwnan warunkéw brzegowych.

Rozwiazanie otrzymanego uktadu réwnan. Uzyskanie dyskretnych warto$ci

poszukiwanej wielkosci.

Obliczenie na podstawie wyznaczonych wartosci dyskretnych innych

wielkos$ci od nich zaleznych.

Przedstawiony sposéb postgpowania mozna w sposdb schematyczny zobra-
zowac jak narys.3.2.
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MODEL FUNKCJI
MATEMATYCZNY

Rys. 3.2. Tok postgpowania w MES
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3.3. Dyskretyzacja

Dyskretyzacja obejmuje podziat obszaru na podobszary zwane elementami
skonczonymi i przypisanie im zbioru weztéw. Element skonczony jest
catkowicie zdefiniowany, jezeli jednoznacznie okreS§lona jest jego geometria
(wielkos¢, ksztalt), zbiér weziéw oraz parametry weztowe (niewiadome
w wezle). Podzialu na elementy skofnczone dokonuje si¢ w sposéb schema-
tycznie przedstawiony na rys. 3.3.

OBSZAR PODZIAL ELEMENT PRAKTYCZNIE STOSOWANY KSZTALT
punktami Jednowymiarowy
1-D o———o—o— | (belki, ramy,
(n,=1) €2 kratownice,

tuki)

L. . . o bokach prostych
liniami prostymi

(lub krzywymi) / ; /\
] Powierzchniowy

2-D — (plyty, tarcze,
("w:2)‘ el | 2 powioki)

o bokach zakrzywionych

7 A

powierzchniami o $cianach prostych

Przestrzenny
3.D / (konstrukcje
= [ masywne, o$rodek

gruntowy)

\
\

o $cianach zakrzywionych

Rys. 3.3. Sposéb dokonywania podziatu na elementy

Podzial obszaru na elementy uwarunkowany jest geometria obszaru oraz
przewidywanym przebiegiem poszukiwanej funkcji. Tradycyjnie w miejscach,
w ktérych istnieje mozliwo$¢ wystapienia nagltych zmian poszukiwanej funkcji
(otwory, brzegi obszaru, regiony lokalnie obciazone, styki materiatéw o réznych
wtasno$ciach) nalezy zage$ci¢ siatke podziatu na elementy. Takie podejscie,
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najczgsciej stosowane, znane jest jako tzw. wersja /& metody. Bardziej
nowoczesne podej$cia do tego problemu polegaja na podwyzszeniu rzedu
wielomianu aproksymacyjnego elementéw (metoda p) lub na zmianie

usytuowania we¢ztéw w elemencie (metoda r ). Mozliwe sa takze kombinacje
wyzej wymienionych metod, czyli stosowanie w rejonach naglych zmian
poszukiwanej funkcji MES w ujgciu metody Ap, hr lub hpr .

Uzyskanemu w wyniku podzialu obszaru na podobszary elementowi
przypisuje si¢ zbiér punktow weztowych, ktére w MES nie maja charakteru
punktu geometrycznego. Wezel moze przemieszcza¢ si¢ w przestrzeni, a takze
doznawa¢ obrotu. W wezle skoncentrowana jest niejako pelna informacja
o zachowaniu si¢ elementu i jego wlasnosciach. Teoretycznie metoda nie
narzuca zadnych ograniczen odnosnie umiejscowienia weziéw w elemencie.
Praktycznie jednak z uwagi na racjonalizacj¢ obliczen stosuje si¢ w kolejnoSci
wezty:
® wierzchotkowe (stosowane zawsze)

e krawedziowe

e $cienne

® wewngtrzne

Przy ,rozseparowaniu” elementéw wezly wierzchotkowe, krawegdziowe
iScienne zostaja rozdzielone na wezly przynalezne do poszczegdlnych
elementow. Montaz elementéw wymaga, aby zachodzita zgodno$¢ wielko$ci
weztowych wszystkich elementéw w wezle wspdlnym, z uwagi na konieczno$¢
zapewnienia ciaglosci funkcji (ewentualnie jej pochodnych) migdzy elementami.
Obrazowo przedstawia to rys. 3.4.

Montaz elementéw wymaga wigc (rys. 3.4) spetnienia warunkow:

W, =u,=u =u,=u
3 T Uy = U = Uy = Us
(3.2)

3 _ _ 2
Vi =V, =V, =V, =V

Kolejnym krokiem do zdefiniowania elementu jest okreslenie niewiadomych
w wezle, czyli przypisanie weztowi wielkosci uogdlnionych poszukiwanej
funkcji. Liczba niewiadomych w wezle okreslana jest mianem stopni swobody
wezta (SSW) i zwiazana jest z przyjetym modelem fizycznym i matematycznym
rozpatrywanego zagadnienia.

Istotnym aspektem dyskretyzacji jest réwniez numeracja wegziow
i elementéw. Teoretycznie moze ona przebiega¢ w sposéb dowolny. Dla danego
obszaru i podzialu wszystkie mozliwe numeracje we¢ziéw prowadza do
globalnego uktadu réwnan o tych samych wymiarach i o tej samej liczbie
cztonéw niezerowych. Jednak numeracja weziéw i elementéw wptywa na
szeroko$¢ pasma globalnej macierzy uktadu i na rozktad elementéw zerowych
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w pasmie, a wigc zarOwno na rezerwacj¢ pamigci, jak i na czas rozwigzywania
uktadu réwnan.

—

~

IO

©

N+

N

Rys. 3.4. Rozseparowanie i montaz elementéw skonczonych
przy uwzglednieniu warunkdéw ,,zszycia” elementow

Og6lnie mozna wskazaé, ze numeracja weziéw przebiegajaca wzdtuz krétszego
wymiaru danego obszaru prowadzi do zmniejszenia szerokos$ci pasma macierzy
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globalnej. Wptyw numeracji w¢ztow na rozktad elementéow globalnej macierzy
ukladu i szeroko$¢ potpasma przedstawiono przyktadowo dla obszaru prosto-
katnego na rys. 3.5.

Wspomniany problem posiada jednak szerszy aspekt i najczgSciej przy
rozwigzywaniu duzych zadan buduje si¢ specjalne programy generujace siatke
podziatu na elementy (tzw. pre-processing).
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Rys. 3.5. Wptyw numeracji wgztéw na strukturg globalnej macierzy sztywnosci uktadu:
a) numeracja dowolna, b) numeracja wzdtuz dluzszego boku, ¢) numeracja wzdtuz
krétszego boku (Nikishkov G. P., http://www.u-aizu.ac.jp/~niki)
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3.4. Klasyfikacja elementéw skonczonych

Z liczba weztéw w elemencie wigze si¢ stopien wielomianu uzytego do
aproksymacji poszukiwanej wielkosci w obszarze elementu. Im wigksza liczba
weztéw, tym wyzszy stopien wielomianu, a tym samym dokladniejsza
aproksymacja. Zarazem jednak wigksza globalna liczba weztéw ukladu
w sposéb bezposredni rzutuje na wymiar otrzymanego uktadu réwnan.

Stopien uzytego wielomianu determinuje podziat elementéw skonczonych
na:
¢ simpleksy — wielomian sktada si¢ z czlonu statego oraz cztonéw liniowych;

liczba wspétczynnikéw wielomianu wynosi n, +1, gdzie n  oznacza liczbg

wymiarOw przestrzeni

e kompleksy — wielomian posiada stale i liniowe cztony oraz cztony
wyzszych rzedow; elementy tego typu moga mie¢ ten sam ksztalt jak
simpleksy, posiadaja jednak dodatkowe wezty brzegowe lub wewngtrzne;

liczba weztéw w kompleksie LW > n +1

¢ multipleksy — wielomian zawiera cztony state, liniowe i wyzszego rzgdu; w
celu zapewnienia ciaglosci funkcji migdzy elementami brzegi elementu
musza by¢ réwnolegle do osi uktadu odniesienia

Zastosowanie elementéw wyzszego rzedu (kompleksy, multipleksy)
prowadzi do lepszego odzwierciedlenia rzeczywistego rozktadu poszukiwanej
funkcji przy mniejszej w stosunku do elementéw prostych (simpleksy) liczbie
elementéw, na ktéry zostaje podzielony dany obszar.

W elementach czworobocznych (sze$cio$ciennych) wystgpuja dwa
niezalezne zbiory weziéw — jeden okresla transformacje wspotrzednych (ksztalt
elementu), drugi — wielomian interpolacyjny. Oznaczajac liczbe¢ weztéw w tych
zbiorach odpowiednio LWK oraz LWW elementy skonczone mozna sklasy-
fikowac nastgpujaco:
¢ e¢lementy subparametryczne - LWK > LWW
¢ elementy izoparametryczne - LWK =LWW
e clementy superparametryczne - LWK < LWW
Najczgsciej stosuje si¢ odwzorowanie izoparametryczne, ktére ma na celu lepsze
zblizenie si¢ do rozwiazan S$cistych, umozliwia ponadto uwzglednienie
zakrzywionego ksztaltu geometrycznego rozpatrywanego obszaru. Elementy
izoparametryczne mozna stosowa¢ do zagadnien opisanych funkcjonatem,
w ktérym wystepuja co najwyzej pierwsze pochodne poszukiwanej wielkosci.
Elementy subparametryczne moga by¢ stosowane do szerszej niz
izoparametryczne klasy zagadnien (w funkcjonale moga wystgpowaé dowolne
pochodne), geometria jednak elementu jest ograniczona do mozliwie prostych
ksztattow. Odwzorowanie superparametryczne ma charakter teoretyczny, tego
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rodzaju elementy znajduja tez sporadycznie zastosowanie na przyktad
w modelowaniu powlok $redniej grubosci.

Ze wzgledu na liczbg stopni swobody w wezle elementy mozna podzieli¢
na dwie klasy:
e Lagrange’owska — element posiada 7, stopni swobody w wezle.

Stosowana, jesli wielkoSciami weztowymi sa wartosci poszukiwanej funkcji
(w zagadnieniach mechaniki konstrukcji na przyktad element kratowy)

¢ Hermite’owska — element posiada wigcej niz n,, stopni swobody w wezle;
stosowana, jesli wielkosciami wezlowymi sa nie tylko wartoSci
poszukiwanej funkcji, ale takze jej pochodne (w mechanice konstrukcji na
przyktad element belkowy).

Z punktu widzenia zastosowan w mechanice konstrukcji elementy mozna
rowniez sklasyfikowa¢ nastgpujaco:

¢ elementy podstawowe (kratowy, pretowy, belkowy, ramowy),

¢ elementy ciagle (ptytowy, tarczowy, powlokowy),

e elementy specjalne (na przyktad elementy umozliwiajace uwzglednienie
peknigé, elementy nieskonczone, elementy umozliwiajace uwzglednienie
struktury ,,plastra miodu”),

¢ makroelementy (ztozone z elementéw prostych).

Przyktadowe elementy z wyzej] wymienionych grup zostang omdéwione

w rozdziale 5.

Elementy mozna réwniez uszeregowa¢ ze wzgledu na ich sposéb
formutowania i specyficzne wtasnoSci:

¢ zablokowane izoparametrycznie — wprowadzone w celu wyeliminowania
niekorzystnych zjawisk pojawiajacych si¢ w elementach izoparame-
trycznych (szczegdlnie nizszego rzgdu) — na przyktad ,Jlockingu” (ekstre-
malnej sztywno$ci); parametrami w¢ztowymi sa jedynie przemieszczenia

¢ mieszane — konstruowane na bazie funkcjonalu Hellingera-Reissnera.
Parametrami we¢zlowymi sa przemieszczenia i naprezenia (wprowadzone
gtéwnie dla modelowania materiatéw niescis§liwych oraz polepszenia
zachowania si¢ modeli przemieszczeniowych nizszego rzgdu)

e hybrydowe — z identyfikacja pola napre¢zeh wewnatrz i przemieszczenia na
brzegach, formutowane w oparciu o energi¢ komplementarng (szczegdlnie
uzyteczne w przypadkach, w ktérych wystepuja trudnosci w osiggnigciu
ciaglosci zatozonego pola przemieszczen migdzy elementami — na przyktad
cienkie ptyty, powtoki

e o zalozonych odksztalceniach — rozklad pola odksztalcen wewnatrz
elementu zalozony wedtug pewnej funkcji, w wigkszosci konstruowane na
bazie twierdzenia Lagrange’a o minimum energii potencjalnej uktadu,
szczegOlnie przydatne przy analizie ptyt i powtok.
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Programy profesjonalne w swoich pakietach oferuja szereg typéw elementow
skonczonych. Przyktadowo program COSMOS/M zawiera okoto 200 rodzajéw
elementéw skonczonych. Warto podkresli¢, ze wybdr elementu do analizy
danego zagadnienia wigze si¢ bezposrednio z akceptacja modelu matema-
tycznego, na bazie ktérego element zostat skonstruowany i ma bezposrednie
implikacje w odniesieniu do uzyskanych rozwiazan.

3.5. Réwnania metody elementéw skonczonych

Punktem wyjscia do uzyskania réwnan MES jest transformowanie opisu
problemu brzegowego w postaci réwnan rézniczkowych (sformutowanie mocne)
do sformutowania catkowego (globalnego). Przeksztalcenia tego mozna dokona¢
przy wykorzystaniu odpowiedniej zasady wariacyjnej lub metody wazonych
residuéw. W pierwszym przypadku bazuje si¢ na stabym sformutowaniu
analitycznym lub definiuje si¢ problem minimalizacji pewnego funkcjonatu.
Metoda wazonych residuéw przeksztalca natomiast lokalne sformulowanie
zagadnienia brzegowego w catkowa posta¢ staba.

Odpowiednie sformutowania problemu brzegowego, a wigc sformutowanie
mocne wyrazone poprzez rownania rézniczkowe i warunki brzegowe,
sformutowanie wariacyjne wyrazone przez funkcjonal oraz sformulowanie
stabe, okreslone jako us$rednione (wazone) réwnanie calkowe dla obszaru
determinuja zastosowanie odpowiednich metod przyblizonych rozwiazywania
rownan rézniczkowych. Do  przyblizonego rozwiazania zagadnienia
sformutowanego jako problem minimalizacji funkcjonatu wykorzystuje si¢
metodg Rayleigha — Ritza, a w przypadku problemu sformulowanego w postaci
formy stabej stosuje si¢ najczeSciej metode Galerkina. W obu metodach przy
podejsciu analitycznym postuluje si¢ rozwiazanie przyblizone w postaci zwiazku
(3.1), w ktérym ¢@; sa funkcjami bazowymi, ktérych dobér zwiazany jest z dana
metoda. Funkcje te rozpigte na calym analizowanym obszarze musza spetnia¢
warunki brzegowe dane na jego brzegu. Przy podejsciu numerycznym — MES
zaréwno przy wykorzystaniu sformutowania Rayleigha — Ritza jak i Galerkina
zalezno$¢ (3.1) odnosi si¢ do poziomu elementu:

u(x,y,2) =i(x,y,2) =2 a,;¢;, (3.3)
1

gdzie [ oznacza liczb¢ weztéw w elemencie (LWE). Przyblizenie ma w tym
ujeciu posta¢ lokalnej interpolacji i jest zwigzane ze standardowym sposobem
formutowania metody.
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Dobér odpowiednich funkcji bazowych zwiazany jest teraz z elementem,
a wigc jedynie z podobszarem rozpatrywanego obszaru. Funkcje bazowe maja
zatem charakter lokalny, tzn. sa rézne od zera w rozwazanym obszarze
i przyjmuja warto§¢ zero w pozostatych. Stwarza to mozliwos¢ bardzo
efektywnej aproksymacji rozwigzania na obszarze o praktycznie dowolne;j
geometrii.
Réwnania MES elementu dla odpowiednich metod mozna uzyskac
W nastgpujacy sposéb:
e dla metody Ritza — z warunku stacjonarno$ci funkcjonatlu, do ktérego
podstawiono rozwiazanie przyblizone (3.3)
¢ dla metody Galerkina — stosujac nastgpujacy algorytm:
1) mnozenie réwnan rézniczkowych przez tzw. funkcje testowe
2) catkowanie po obszarze
3) zastosowanie calkowania przez czg$ci w celu zredukowania maksy-
malnego stopnia pochodnej w réwnaniu
4) wprowadzenie warunkéw brzegowych do sformutowania
Dyskretyzujac w dalszej kolejnosci poszukiwana wielko$¢ zgodnie
z zalezno$cia (3.3) oraz przyjmujac takie same funkcje testowe i bazowe,
w rezultacie na podstawie uzyskanej formy stabej otrzymuje si¢ rownania MES
w ujeciu Galerkina. Wariant ten ma charakter ogdlniejszy niz podejscie Ritza,
pozwala bowiem rozwiazywac takze takie zagadnienia, dla ktorych nie istnieje
sformutowanie wariacyjne

3.6. Funkcje ksztaltu

Chcac znalez¢ zalezno$¢ funkcyjna migdzy na przyklad dwiema
wielkoSciami przy znajomo$ci n warto$ci tych wielkoSci, wykorzystuje sig
metody aproksymacyjne. Przy skomplikowanym rozktadzie poszukiwane;j
funkcji podwyzsza si¢ stopien wielomianu aproksymacyjnego, uzyskujac coraz
to lepsze ,,dopasowanie” krzywej do warto$ci danych. Wzrost jednak stopnia
wielomianu powoduje, ze w pewnym momencie pojawiaja si¢ silne oscylacje
krzywej i funkcja uzyskana w wyniku aproksymacji znaczaco odbiega od
rozktadu rzeczywistego. Korzystniej jest wowczas aproksymowaé funkcj¢ nie
w catym zadanym obszarze, ale w podobszarach.

Niech u(x) bedzie poszukiwana funkcja jednej zmiennej, a U, +Ujy
znanymi jej warto§ciami w przedziale 0,/) . Dzielac obszar okreslono$ci funkcji
na podobszary i dokonujac w nich aproksymacji funkcji wielomianami o niskim
stopniu (na przyktad liniowymi) uzyskuje si¢ koncowa aproksymacj¢ jak na
rys. 3.6. Takie jednak podejScie powoduje, ze na granicy podobszaréw
(elementéw) wystgpuja nieciagto$ci aproksymowanej funkcji. Nieciaglosci te
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mozna wyeliminowaé wykorzystujac na przyktad funkcje sklejane. Aby jednak
wyznaczy¢ niewiadome wspdtczynniki tych funkcji, nalezatoby rozwiaza¢ uktad
o$miu réwnan; ogdlnie dla n przedziatéw uklad 2n réwnan w przypadku
aproksymacji liniowe;j.

u

element 2

element |

>
|
|
|
!
X

|
|
|
!
x0=0 1 Xy X3 X4=

Rys. 3.6. Poszukiwana funkcja u(x) aproksymowana wielomianami liniowymi #(x)
w czterech podobszarach

Zdecydowanie prostszym sposobem jest opis funkcji # w obszarze elementu
przy uzyciu warto$ci u na jego koncach, zgodnie z ponizsza zaleznoscia:

u'=a" =N u(c=0+N,(uE=1, (3.4)

gdzie & jest wspoirzedna lokalna (lokalnym ukladem odniesienia), zwiazana
z danym podobszarem (elementem), u,sqa wartoSciami we¢ztowymi funkcji u
w elemencie, natomiast N,;sa pewnymi funkcjami omdéwionymi w dalszych

rozwazaniach.

Pomigdzy lokalnym ukladem odniesienia a ukladem globalnym
(wsp6lnym dla wszystkich elementéw) zachodzi zalezno$¢, ktéra obrazuje
rys. 3.7. Zaleznos¢ tg opisuja wzory:

x(§) = X; +li§

£ =1 (r=x,) G3)

Z kolei rozktad funkcji #° w uktadzie lokalnym przedstawia rys. 3.8.
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Wystepujace w wyrazeniu (3.4) oraz na rys. 3.8 wielkosci u(£=0) i u(&=1)
odpowiadaja dla kolejnych elementéw warto$ciom globalnym: dla elementu
pierwszego U,i U,, dla elementu drugiego U, iU, itd. W ukladzie lokalnym

odpowiadaja wartosciom wezlowym u;1 u, .

u
Uy
U, &
X
0 X, X,
v 2 v
A A

Rys. 3.7. Zwiazek migdzy uktadem lokalnym a globalnym

i
wezell 1 R
u
©) wezet 2
u(§ =(0) =u, :
uEl=1)=u |
2 1 : 1
|
g S
0 element 1 0 1 0 1

Rys. 3.8. Aproksymacja funkcji &4 w obszarze elementu przy uzyciu warto$ci
weztowych oraz funkcji N;i N,

W ten sposéb uzyskuje si¢ aproksymacje poszukiwanej funkcji u(x),
ktéra na granicy elementéw spelnia warunki ciagtosci (rys. 3.9).

Funkcje N,;(£) zwane sa funkcjami ksztaltu (opisuja ksztatt rozwia-
zania w obszarze elementu) i odgrywaja w MES zasadnicza rolg. Charakter
uzyskanego rozwiazania i stopien aproksymacji rozwiazania doktadnego zaleza

nie tylko od wymiaru i liczby elementéw, ale znaczaco od przyjetych funkcji
ksztattu. W uktadzie globalnym funkcje te zobrazowano na rys. 3.9. Przy ich

wykorzystaniu globalny rozktad funkcji #(x) mozna przedstawi¢ w nastgpujace;j
formie:
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i) = SN, (U, | 3.6)

i=0

co stanowi podstawowy zwigzek metody elementéw skonczonych. W zale-
znosci (3.6) przez N oznaczono liczbg weztéw uktadu (LWU).

ezet 1

wezel 2
'Ul\?’\w‘zd 3 14 wezets
U —_wezet4 V)

? U3 U 4 U5

s

elem. 1 element 2 elem. 3|elem. 4

element L
A

Rys. 3.9. Koncowa aproksymacja funkcji u(x) w obszarze (0,[) przy uzyciu
warto$ci weztowych U +Us ifunkeji N, (x), i=0,1,..,N =LWU =5

W zapisie lokalnym (rys. 3.8) funkcje N,(£)i N, (&) okreSlone sg wzorami:
N, (f) =1- f
(3.7
N, (f) = §
Funkcje ksztattu nie sa zwykle definiowane bezposrednio. Zamiast postaci
funkcji ksztattu okresla si¢ tzw. ansatz funkcje, najczgsciej w postaci

wielomianéw liniowych lub kwadratowych. W rozwazanym przypadku funkcja
ansatz moze by¢ tylko wielomianem liniowym o nastgpujacej postaci:

0 (E)=al +b (3.8)
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Podstawiajac do zaleznosci (3.8) wspdtrzgdne punktéw weztowych elementu
otrzymuje sig:

u)y=u,=b
(3.9)
ul)=u, =a+b
Stad natomiast wynika:
b=u,
(3.10)
a=u, —u
Zatem:
W zapisie macierzowym zalezno$¢ powyzsza przybiera formg:
e u
‘(& =[N, N,] L p=Nu (3.12)
2

Na podobnej zasadzie konstruuje si¢ funkcje ksztattu przy aproksymacji
wielomianami wyzszych rzedéw. Na rys. 3.10 przedstawiono aproksymacje

i(&,m) dla funkcji ansatz bedacej wielomianem kwadratowym.

__— aproksymacja

uEm)

e
. )\\) s element

Rys. 3.10. Element tréjkatny i przyjeta aproksymacja funkcji 2¢(£,77)
wielomianem kwadratowym
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Funkcje ksztaltu posiadajg pewne charakterystyczne wtasnosci:
e kazdy wezel i posiada zwiazana z nim funkcj¢ N,

e N,=1wwezZle i

® N, jest niezerowa tylko w wegzlach potaczonych z weztem i

e suma funkcji ksztaltu elementu w jego dowolnym punkcie réwna jest
jednosci

Funkcje ksztaltu powinny takze spetnia¢ warunek ciaglos$ci i zupetnosci:
o ciaglo$é: ciagtos¢ C"' na granicach miedzy elementami
e zupelnosé: ciagtos¢ C" poszukiwanej wielkosci w obszarze elementu,
gdzie n jest najwyzszym rz¢dem pochodnej wystgpujacej w réwnaniu
catkowym.
Zapewnienie ciaglo$ci jest wazne zaréwno z fizycznego jak i matematycznego
punktu widzenia. W pierwszym przypadku chodzi o uniemozliwienie powsta-
wania szczelin miedzy elementami i ich nakladek. Mozna wykazaé, ze przy
spelnieniu warunkow ciaglosci i zupetnosci rozwigzanie MES zbiega si¢ do
rozwigzania $cistego w miarg zaggszczania siatki podzialu na elementy
(w wersji h metody).

Najczesciej funkcje ksztattu przyjmuje si¢ w postaci wielomianéw
Lagrange’a, Hermite’a lub uzyskanych na podstawie tréjkata Pascala. Na
rys 3.11 przedstawiono przyktadowo liniowe funkcje ksztattu Lagrange’a.

Ni(©)=1-¢

b NyE)=¢

I=1 (£=0) =2 (5=1)

Rys. 3.11. Liniowe funkcje ksztattu Lagrange’a:
a) w ukladzie globalnym, b) w uktadzie lokalnym
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Funkcje te opisane sa nastgpujacymi zaleznoS$ciami:

X=X
— X, Sx<y

X =X

X —X

Ny(x)=q—H— x<x<x, (3.13)
Xip1 =X
0 w pozostatych przedziatach
Ogodlnie dla wielomianu 7 -tego stopnia:
N, (x) =11 G (LW +1)
1 =i (Xi _x]) ’ 9Ly (3'14)

i#j

Kwadratowe funkcje ksztattu Lagrange’a zobrazowano z kolei na rys. 3.12.

a)
1 2 LWU
¥ element v
1©) N, &) N;(©E)
b) N(@E)=2E€-DE-0.5)
N, (&) =45(1-8)
N;(€)=28(E -0.5)
I1=1 I1=2 I1=3
£=0 £=05 £ =1

Rys. 3.12. Kwadratowe funkcje ksztattu Lagrange’a:
a) w ukladzie globalnym, b) w ukladzie lokalnym
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W przypadku zagadnienia dwuwymiarowego, dla elementu prostokatnego
funkcje ksztattu Lagrange’a dla i -tego wezta oblicza si¢ z zaleznosci:

N;(x,y)=N;(x)N,;(y) (3.15)
gdzie:
e x—x; Moy—y.
N = / . N = J
ol - x ! Hyi_yj (3.16)
J#l b

sa wielomianami dla linii poprowadzonych przez wezet i, j (rys. 3.13)
i réwnoleglych do osi uktadu odniesienia.

Y

Vi

Rys. 3.13. Element prostokatny z liczba weztéw W w kierunku osi x

i W, w kierunku osi y

Funkcje ksztattu Lagrange’a dla elementu tréjkatnego obrazuje rysunek
3.14.

W
Rys. 3.14. Liniowe funkcje ksztaltu Lagrange’a dla elementu tréjkatnego:
a) w ukladzie lokalnym, b) w uktadzie globalnym
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Omoéwione funkcje ksztattu Lagrange’a zapewniaja ciagltos¢ poszukiwane]

wielkosci (ciagtosé C°) na granicy elementéw. Niezaleznie jednak od stopnia
przyjetego wielomianu ciagto$§¢ pochodnej nie moze by¢ osiagnigta. W przy-
padkach, w ktérych zachodzi konieczno$¢ ciaglosci takze pochodnej stosuje sig
funkcje ksztattu oparte na wielomianach Hermite’a.

Przedstawione funkcje ksztaltu sa tzw. standardowymi funkcjami ksztattu,
zwigzanymi z interpolacja w obszarze elementu przy wykorzystaniu warto$ci
weztowych poszukiwanej wielkosci. Ich stosowanie ograniczone jest do wersji
tradycyjnej h MES, w ktérej do aproksymacji wykorzystuje si¢ najczesciej
wielomiany niskiego stopnia (liniowe lub kwadratowe), a poprawe doktadnos$ci
rozwiazania uzyskuje si¢ przede wszystkim poprzez zaggszczanie (sukcesywne)
siatki podziatu. Poprawg t¢ mozna réwniez uzyskaé poprzez zwigkszenie rz¢du
wielomianu aproksymacyjnego, co w wersji h wiaze si¢ z wprowadzeniem
dodatkowych weziéw w elemencie, a co za tym idzie rekonstrukcja istniejacych
juz przy mniejszej liczbie weztéw funkcji ksztattu.

Na innej niz standardowe funkcje ksztattu koncepcji oparte sa natomiast
tzw. hierarchiczne funkcje ksztattu. Stosowane sa one w wersji p MES. W
wersji tej poprawe doktadno$ci rozwiazania uzyskuje si¢ przez zwigkszanie
(sukcesywne) rzedu aproksymacji poszukiwanej wielkosci w obszarze elementu,
przy statej siatce podziatu na elementy. Tak wigc w odrdéznieniu od wersji #,
w wersji p zaklada sig, ze element siatki pozostaje niezmieniony (zaréwno co
do wymiaru jak i usytuowania), natomiast rzad aproksymacji wewnatrz kazdego
elementu moze ulega¢ zmianie.

W pierwszej kolejnosci przyjmuje si¢ aproksymacj¢ rozwiazania rz¢du p
(na przyktad p =1, aproksymacja liniowa) przy uzyciu standardowych funkcji
ksztattu. Poprawe doktadno$ci rozwiazania otrzymuje si¢ przez dodanie do
istniejacych, nowych funkcji ksztaltu w taki sposéb, ze wzrost z p do
(p +1)rzgdu aproksymacji nie zmienia ani funkcji ksztaltu dla rzgdu p, ani
stopni swobody elementu (a wi¢c nie zmienia liczby weziéw w elemencie).
Funkcje ksztattu spetniajace ten warunek nazywane sa hierarchicznymi.
Podlegaja one zalezno$ci:

q)(pzl) c q)(p:Z) c..C cD(P:“’) , (317)

gdzie @7 oznacza zbiér funkcji ksztattu rzedu p .

Uzywajac hierarchicznych funkcji ksztaltu otrzymuje si¢ aproksymacje
nieznanego rozwiazania w formie analogicznej jak w przypadku standardowych
funkcji ksztattu (por. zalezno$¢ 3.6):
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i) = SN, (U, | 3.18)
i=0

przy czym N nie jest teraz zwiazane — jak w przypadku wersji & — z liczba
weziéw uktadu (LWU). Poza tym stopnie swobody U; odpowiadajace funkcjom

ksztattu wyzszych rzedéw nie maja obecnie znaczenia fizykalnego, to znaczy nie
moga by¢ interpretowane jako wartosci rozwiazania w wezlach. Sa one
natomiast wartosciami pewnych wyzszych pochodnych rozwiazania migdzy
weztami elementu.

Przyktadowo, dla zagadnienia jednowymiarowego i elementu o dwéch
weztach (rys. 3.15) funkcje ksztaltu maja postac:

N1<§>=%<l—«f>
1
Nﬂ@=§ﬂ+@
| (3.19)
N{(@)=—(&" -1 dla p=246...
p.
1
NP [ P _
5 () p!(é: $) dla p=3,57....
u, n
) ., é
-1 0 1

Rys. 3.15. Element jednowymiarowy, dwuwgzlowy o parametrach weztowych u, i u,

w lokalnym uktadzie odniesienia —1< & <1

Poszukiwana funkcj¢ u(x) mozna w obszarze elementu przedstawi¢ nastgpujaco:

e d?
u (&)= =Ny (&) uy + Ny (&) uy + INI S (3.20)
p=2,... dé:p
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gdzie: N;1 N, sa standardowymi (Lagrange’owskimi, por. zalezno$¢. (3.7))

funkcjami ksztattu, u, i wu, sa parametrami wgzlowymi, funkcje N{ sa

funkcjami ksztattu wyzszych rzedéw, odniesionymi do $rodka elementu.
Przyktadowe hierarchiczne funkcje ksztattu przedstawiono na rys. 3.16, na

ktérym takze celem poréwnania zobrazowano standardowe funkcje ksztattu.
Wersja p z hierarchicznymi funkcjami ksztattu wykorzystywana jest jako

podstawa adaptacyjnej formy MES. Podej$cie adaptacyjne (mozliwe takze
w oparciu o wersj¢ /) ukierunkowane jest na osiagnigcie duzej (zatozonej)
doktadno$ci rozwiazania w mozliwie najkrétszym czasie. Wymaga to stoso-
wania zaawansowanych technik zwigzanych z kontrola btedu i zautoma-
tyzowaniem procesu zmiany modelu MES w tych rejonach analizowanego
obszaru, w ktérych blad ten przekracza warto$¢ zatozona.

Rys. 3.16. Funkcje ksztaltu dla elementu jednowymiarowego: a) standardowe oparte
na wielomianach Lagrange’a, b) hierarchiczne oparte na wielomianach Legendre’a

3.7. Agregacja

Globalny uktad réwnan MES, umozliwiajacy wyznaczenie dyskretnych wartosci
poszukiwanej funkcji (i ewentualnie jej pochodnych) w weztach mozna zapisaé
W postaci:

Ki=Q, (3.21)

gdzie K jest tzw. macierza sztywnosci uktadu:
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kno ko ky,
K= 7 (3.22)
sym o
L k””_

przy czym n jest rowne liczbie stopni swobody uktadu (SSU); wektor

i =[u1 Uy =+ un]T jest wektorem, ktérego sktadowe sa poszukiwanymi
warto§ciami ~ weztowymi uktadu (niewiadomymi w  weztach), a
Q°=|0f Q5 - 0°|" - wektorem obciazen weztowych (wielkosci
znanych).

Proces agregacji stanowi aspekt strony matematycznej montazu
elementow (por. rys. 3.2). Po specyfikacji elementu znane s (por. rozdziat 3.5)

macierze opisujace wlasnoéci elementu: macierz sztywnosci elementu ki

wektor obciazen elementu F¢. Na ich podstawie, przy zapewnieniu warunkow
zgodnosci w weztach (w mechanice konstrukcji dla niewiadomych w weztach
bedacych uogélnionymi przemieszczeniami warunek ten dotyczy zgodno$ci
przemieszczen we¢ztowych i réwnowagi sit w weztach) budowana jest globalna
macierz sztywnos$ci i globalny wektor obcigzen wezlowych dla catego
dyskretyzowanego obszaru. Zachodzi zaleznos¢:

K=>k
Q=>Q°

(3.23)

Wystepujace w zaleznosci (3.23) sumowanie nie ma charakteru algebraicznego,
ale umowny. Globalng macierz sztywnosci K oraz globalny wektor obcigzen
weztowych Q otrzymuje si¢ przez odpowiednie ,,dodawanie” macierzy
i wektora obcigzen elementéw, ktory to proces nazywany jest agregacja.

Schematycznie proces agregacji mozna zobrazowa¢ na przyktadzie uktadu
ztozonego z dwoch elementéw (rys. 3.17).
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1 3 6

Rys. 3.17. Uktad dwéch elementéw skonczonych z zaznaczong numeracja globalng
i lokalng weztow

Zaktadajac stopien swobody wezta SSW=1 (poszukiwana funkcja jest funkcja
skalarna), wektor parametréw weztowych uktadu @ ma nastgpujace sktadowe:

={u, u, wy u, us ug]”, (3.24)
gdzie u, +u, sa wartosciami weztowymi poszukiwanej funkcji u.
Element jest specyfikowany w lokalnym uktadzie wspoétrzednych, ktory

przedstawiono narys. 3.18.

n

Rys. 3.18. Czterowgztowy element prostokatny w uktadzie lokalnym

Macierz sztywnos$ci elementu ma budowe:
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e e e e_
ki 2 kiz ki

e e e
k22 k23 k24

k= o (3.25)
ks k3
| sym. ki |
Odpowiednio wektor F¢ mozna zapisa¢ nast¢pujaco:

Q1

)22
Fe={"" (3.26)

Q3

Q4

Wektor parametrow weztowych elementu: 4¢ = lu T uy uj u ZJT .

Globalny ukfad réwnan przedstawiajacy udzialy poszczegdélnych elementow
mozna przedstawi¢ schematycznie w postaci:

U, =u F'
1
[k ] Uy 2”%
Uy =1y =u12 F?
[ 2] ) e (3.27)
k u4 :u3 :u2
us :u3
L i Ug =u§

przy czym uzgodniono tu wartoSci w weztach wspdlnych uktadu zgodnie z
ponizsza zalezno$cia (por. zaleznos$¢ 3.2):

”11:”1

U, =u,

w=ul=u

e (3.28)
Uy =Uu; =iy

”322”5

u§:u6

gdzie indeks gérny oznacza numer elementu.
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Tak wigc uktad réwnan systemu bedzie mial postac:
Ky kL ks ks 00 |||
kél kéz k;4 | k;3 0 0 1 I Q ; ,,,,,,,,
ks, ks, » gy + ki ; kys + iy ] kis ks u| _ | 0i+0f 329
ks, k5 kg + K3y Lk + g | Ky b3y Uy ] QBI +0; (3.29)
0 0 ] k321 ‘ k322 k323 k324 Us Q}z
o 0 ki Lk ki kg & 0;

Ogdlnie przy SSW stopniach swobody wezta, liczbie weziéw w elemencie
LWE i liczbie weziéw uktadu LWU globalna macierz sztywnos$ci ma wymiar
NXN , gdzie N=SSW xLWU =SSU . Jest ona symetryczna, rzadka, dodatnio
okre$lona i dla standardowych funkcji ksztaltu ma budowe schematycznie
przedstawiong na rys. 3.19.

Globalna macierz sztywnosci w programowaniu metody elementow
skonczonych budowana jest bezposrednio na podstawie tzw. tablicy incydencji,
w ktérej okreslona zostaje relacja migdzy numeracja lokalna elementéw
anumeracja globalng ukladu. Dla rozpatrywanego uktadu dwodch elementéw
(rys. 3.17) tablica ta ma postac:

Tablica 3.1.

Lokalne i globalne numery weztéw elementow

Element 1 Element 2
lokalnie globalnie lokalnie globalnie
1 1 1 3
2 2 2 4
3 4 3 5
4 3 4 6
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](1

(axa)

(axa)

1(3

(axa)

I(LE

(axa)

Rys. 3.19. Schematyczna posta¢ globalnej macierzy sztywnosci.
LE —liczba elementéw, a = SSW X LWE

Proces agregacji mozna wowczas zapisac:

K, Kk, kK, Ky o o]l f[o o o o

ky, ki, ki ki, 0 0 0 0 0 0
K:ike: k{u k{u k{m k{B 0 0,10 0 klzl kl}

ks ks kay ki O 0 0 0 ky ki

0 0 0 0 0 O 0 0 ki ki

0 0 0 0 0 0] [0 0 ki ki

Kij:Akfzb’ Q: =AQ;.

Ve Ve

gdzie: A —symbol procedury agregacji
i — globalny numer réwnania
j — globalny numer sktadowej wektora a
a —numer réwnania elementu
b — numer stopnia swobody elementu

Przyktadowo mozna zatem wprost napisac:
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2
Ky, = kzlx3 +kiy

2 (3.31)
K5 =kj;

Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku gdy osie uktadéw lokalnego i
globalnego nie sa rownolegte, przed agregacja zachodzi konieczno$é
transformowania macierzy sztywnosci elementéw i wektora obcigzen
weztowych elementéw do uktadu globalnego.

Bez uwzglednienia warunkéw brzegowych otrzymana na drodze agregacji
globalna macierz sztywnosci jest macierza osobliwa, a wiec uktad réwnan
systemu nie ma rozwigzania. Istnieje zatem konieczno$¢ wprowadzenia
warunkéw brzegowych. Dotyczy to warunkéw brzegowych podstawowych
(Dirichleta, w mechanice: kinematycznych warunkéw brzegowych). Naturalne
warunki brzegowe (Neumanna, w mechanice: statyczne warunki brzegowe) sa
wlaczone zawsze do funkcjonatu i przy minimalizacji funkcjonatu (metoda
Ritza) spelnione sa w sposéb automatyczny (w MES w sposéb przyblizony
w wersji przemieszczeniowej). W metodzie wazonych residuéw (metoda
Galerkina) naturalne warunki brzegowe wprowadzone sa przy przeksztalcaniu
réwnan catkowych (twierdzenie Greena).

Uwzglednienia podstawowych warunkéw brzegowych w globalnej
macierzy sztywnos$ci mozna dokona¢ przez podzial wektora parametréow

weztowych uktadu G (Nx1) Da zbilr parametrow weztowych poszukiwanych a,

oraz zbiér parametréw znanych (zadanych) u_, okreSlonych przez warunki

brzegowe. Przy takim podziale uktad réwnan (3.21) systemu mozna zapisa¢ w
nastgpujacej postaci:

K, K,7[a Q
pp pz AP — P 3.32
|:KZP Kzz}{uz} {Qz} ( )

Zakladajac, ze zadane sa jednorodne warunki brzegowe, a wigc 1, =0,
z rdwnan powyzszych uzyskuje sie:

_ S |
Q,=K,,u,—»ua,=K Q, (3.33)

Proces agregacji dla elementéw hierarchicznych przebiega zasadniczo tak
samo jak dla elementéw o standardowych funkcjach ksztattu. Macierz
sztywnosci elementu hierarchicznego ma budowg jak na rys. 3.20 — macierz
elementu rzedu p +1 zawiera macierz rzedu p .
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Rys. 3.20. Budowa macierzy sztywnosci elementu hierarchicznego rzgdu n p

Macierz rzgdu p=1 jest macierza sztywnosci elementu dla

standardowych funkcji ksztattu. Odpowiadajacy jej wektor niewiadomych ma
sktadowe bgdace weztowymi stopniami swobody elementu. Pozostale sktadowe
wektora niewiadomych odpowiadajace hierarchicznym stopniom swobody nie sa
warto$ciami rozwigzania w weztach, na brzegu czy w $rodku elementu. Stad tez
agregacja do macierzy globalnej dotyczy gldwnie podmacierzy macierzy

sztywnosci elementu k' odpowiadajacej rzedowi p=1. W przypadku gdy

pochodne funkcji ksztaltu sa ortogonalne (a tak najczgsciej sa one dobierane w
elementach hierarchicznych), czyli:

JZVNI.-VN]. dx=0  i#] (3.34)

macierz sztywnosci k; zawiera elementy zerowe (rys. 3.21).

Macierz ta jest prawie diagonalna, jezeli pochodne funkcji ksztaltu sa
wielomianami Legendre’a:

N,=[P,d& ,50)=6M)=0 p=2 (3.35)

p
gdzie: P ! I_d

2 4 . . , .
= —1) |- wielomian Legendre’a stopnia p.
T =T [(5 ) } g pnia p
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Rys. 3.21. Macierz sztywnosci elementu przy ortogonalnych funkcjach ksztattu

Globalna macierz sztywno$ci przy stosowaniu tej samej rodziny elementow
hierarchicznych ma posta¢ przedstawiona schematycznie na rys. 3.22.

(axa)

)
X
a

l(l

(np=1)4(np=1)

(np=1)x(np-1)

Rys. 3.22. Globalna macierz sztywno$ci dla elementéw hierarchicznych
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3.8. Przyklad — ro6wnanie rézniczkowe podioza
Wiasowa

Dane jest réwnanie rézniczkowe opisujace model podtoza Wiasowa:

d? w(x)

dx?

-2t

+kw(x)=q(x) w Q=(0,1), (3.36)

gdzie: w(x) — funkcja ugigcia
q(x)— funkcja obciazenia gruntu
2t,k — wspotczynniki podtoza (parametry)

Dane sa nastgpujace warunki brzegowe:

w(0)=0

wl)=0 (3.37)

Do rozwiazania metoda elementéw skonczonych jest zagadnienie
brzegowe opisane réwnaniami (3.36), (3.37)

Transformowanie réwnan do postaci stabej — metoda wazonych
residuéw

Jezeli v(x) jest funkcja wagowa, wowczas staba forma réwnania (3.36) ma
postac:

d? w(x)

dx?

f[ -2t +kw(x)—g(x)]v(x)dx=0 (3.38)

Aby otrzyma¢ symetryczna forme¢ staba (dogodna do zastosowan nume-
rycznych), do pierwszego cztonu réwnania (3.38) zostanie zastosowane
catkowanie przez czgsci:

d? w(x) dw(x) dv(x) dw(x)

dx

1
[[-2¢ v(x)dx 2t[f v(x) o] (3.39)
0
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Uwzgledniajac w powyzszym wyrazeniu warunki brzegowe (3.37), otrzymuje
sig:

1
= d? w(x) v(x)d = 2t Ialw(x) dv(x) d (3.40)
0 dx dx

Zalezno$¢ (3.38) przybierze wigc postac:
1 1
j(zzdw—ix) D) | () v(x)) de = [ gv(x) dx (3.41)
0 0

Wariacyjna zatem (staba) posta¢ réwnania rézniczkowego (3.36) jest
nastgpujaca:
Wyznaczy¢ weV, gdzie V ={ve Hé () :v(0)=0,v(1) =0}, taka ze:

I(Zti—:%+kwv)dx qudx YveV (3.42)
0

H'(Q) jest przestrzenia funkcji rzeczywistych okreslonych na Q. ktére sa

catkowalne w kwadracie i ktérych pierwsze pochodne sa réwniez catkowalne w
kwadracie. W szczegdlnosci:

H)(Q)={v:Q—>R, veH'(Q) i Vxel v(x)=0}

Na funkcj¢ v natozone jest wigc minimalne ograniczenie: .[ (d—v)zdx<oo
X

(pierwsza pochodna funkcji catkowalna w kwadracie).
Forme dyskretna zaleznosci (3.42) mozna zapisa¢ w postaci:
Wyznaczy¢ w, €V, , gdzie V, cV , taka zZe:

J( dwhdh

Jar= +kwh v,)dx = quh dx Vv, eV, (3.43)



3.8. Przyklad — rownanie rézniczkowe podloza Wiasowa 83

Rozwiazania przyblizonego poszukuje si¢ zatem w przestrzeni skonczenie
wymiarowej V,, ktdra jest podprzestrzenia przestrzeni rozwiazan dokladnych.

Przyjmuje si¢ funkcj¢ probna w, w postaci:
LWU
wy(x)= 2 a; N;(x), (3.44)
i=1

gdzie LWU jest liczba weziéw uktadu.
Zgodnie z podejsciem Galerkina, funkcja wagowa opisana jest ana-
logicznie:

LWU
v, (%)= Zlb i N (), (3.45)
J=

gdzie N,(x) sa funkcjami bazowymi (ksztattu), ktére nalezy dobrac.
Podstawiajac reprezentacje (3.44) i (3.45) do zaleznosci (3.43) otrzymuje sig:

1 LWU (N, LWU dN j LWU LWU
260 ;=Y b;—D)+k (Y a;N)(Sh;N)ldx=
0 i=1 dx  j=i dx i=1 =
(3.46)
1 Lwu
:.[( ijNj)dx
0 Jj=l
Po przeksztalceniu powyzsza zalezno$¢ przybierze postac:
T }(2 N NS kN, N )d } N, dx=0
a. [ — =+ . ) dx — -ax =0,
i1 o dx dx f I (3.47)
j=12,...LWU
Przyjmujac oznaczenia:
L dN, dN; L
K, =[2t(—-—L+kN,N)dx , ;=[gN dx,
’ £ dx dx / ¢ ({q J (3.48)

zwiazek (3.47) mozna zapisa¢ wzorem:

LW
>K;a=0;, (3.49)
i=1
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lub przedstawi¢ w postaci macierzowe;j:
Ka=Q (3.50)

Dyskretyzacja MES

Obszar Q=(0,1) zostaje podzielony na N —1 podobszaréw (elementow)
0=x,<x <..<xy, <xy =1 zgodnie z rys. 3.23.

|
|
T

16)2 &) @)
X

1
x =0 Xy 3 X N=1
Rys. 3.23. Podziat obszaru (0,1) na elementy skonczone

Doboér przestrzeni skonczenie wymiarowej V, , w ktorej poszukuje si¢
rozwigzania przyblizonego

Przyjmuje sig¢ jako przestrzen V,, przestrzen kawatkami ciagtych funkcji
liniowych:

V, ={w, :[0,1]] = R:w, jest ciagla, wh|[xk,xk+1] jest liniowa,

. 3.51)
k=0,..,LW i w,(0)=w,(1)=0}

Przestrzen V, jest przestrzenia skofnczenie wymiarowa, a zatem posiada bazg.
Baza tej przestrzeni {N,,N,,....N,, } dla przyjetej dyskretyzacji okreslona jest
nastgpujaco:
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X=X
YT X X Sx<y;
N;(x)=9 Xju =X (3.52)
Yj X x; <x<xg,
0 w pozostatych przedziatach

Sa to wigc liniowe funkcje ksztattu Lagrange’a (por. zalezno$¢ (3.13)) nazywane
tez funkcjami ,.kapeluszowymi”.

Kazda funkcjg¢ nalezaca do V, mozna przedstawi¢ jako liniowa kombi-
nacj¢ funkcji bazowych i1 wspdiczynnikéw, w szczegdlnoSci rozwiazania
przyblizonego poszukuje si¢ zgodnie z zalezno$cia (3.45).

Dla elementu ,,e” (rys. 3.23) zalezno$¢ ta przybiera postac:

wy =a, N +a, N; , (3.53)
gdzie:
Xy —X X—x,
e _ Tj+l e _ J
N =" NS =
X =X X =X

sg lokalnymi funkcjami ksztattu dla elementu zawierajacego wezty x; i x,,, .
Nakladajac na rozwiazanie wj, wymég x=x;=w, i x=x;,=w;,,
otrzymuje sig: a; =w; oraz a, =w,,,. Stad rozwiazanie w obszarze elementu

przybiera postac:

wy, =w; N{ +w;; N5 (3.54)

Roéwnania MES dla elementu

Biorac pod uwagg zwiazek okreslajacy K; j (zalezno$¢ (3.46)), wystepujaca tam

catke mozna przedstawi¢ w postaci sumy calek w obszarze elementow:
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1 gN. dN dN .
=J‘2t 1 J ; ] — 1 J )+
0 dx dx : o dx dx
9w N, , (3.55)
] (— )d ]
oy dx dx
gdzie i, j sa numerami wgztow.
Podobnie:
XLw
qu dx—qu dx+..+ [qN dx (3.56)
XLW-1

Uwzgledniajac lokalne funkcje ksztalttu elementu N;, zaleznosé¢ (3.55) i (3.56)
mozna przedstawic nastgpujaco:

e dN{
K, =X f ' L dx = Zk
Ge dx dx
(3.57)
0,=3 [ q'Njdr=30;
Qe
W zalezno$ci powyzszej przyjeto oznaczenia:
iy dN{ dN’;
G dx dx ’ (3.58)

Q%= [q°Njdx
Qe

gdzie kfj i Qj sa odpowiednio macierza sztywnos$ci i wektorem obciazen

elementu.
Zaleznos¢ (3.47) mozna zatem zapisa¢ wzorem:

LW e e
;ai(ZkijZQf- (3.59)

Zadajac, aby warto$ci funkcji w, w kolejnych weztach uktadu (1,2,...,LWU)

wynosity wy,w,,..w, , czyli:
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w,(x=x)=w,

wy(x=x)=w,

(3.60)
Wy (X=X ) = Wiy
otrzymuje sig:
a, =w,
Lo (3.61)
Arw =Wrw
Zatem zaleznos¢ (3.60) przybierze postac:
LW e e
Ewi CkiN=20] (3.62)
W zapisie macierzowym zwiazek powyzszy przedstawia si¢ nastgpujaco:
Kw=Q, (3.63)

e
gdzie: K =3 k;; — globalna macierz sztywnosci, W =[w;,w,,....w 1" -

wektor parametréw weztowych uktadu, Q = ZQj — globalny wektor obciazen

weztowych.

Zalezno$¢ (3.62) odniesiona do elementu ma postac:

LW¢

> Wik =0, (3.64)
i=1

gdzie: LW* — liczba w¢ztéw elementu.
W zapisie macierzowym otrzymuje si¢ zwiazek:

k°w®=Q°, (3.65)



88 Metoda elementéw skonczonych

gdzie: k®— macierz sztywnosci elementu, w*— wektor parametréw weztowych

elementu, Q°— wektor obciazen weztowych elementu.
Dla przyjetego elementu liniowego, dwuweztowego, zalezno§¢ powyzsza
przedstawia si¢ nastgpujaco:

[kﬁ kfz} {wf}: {QF} .66
ki ks flws) o los

gdzie wyraz kfj (1,j=1,2) (e=1,2,...,N-1) macierzy sztywnosci oraz skladowe

Q/° i O, wektora obciazen opisane sa zaleznoscia (3.58).

Réwnania (3.66) sa réwnaniami MES elementu. Dla konkretne]
dyskretyzacji réwnania te okresla si¢ dla kazdego elementu. Sa one podstawa do
utworzenia réwnan uktadu (3.63). Postgpujac zatem w dalszej kolejnosci wedtug
algorytmu przedstawionego w rozdziale 3.2, otrzymuje si¢ rozwigzanie MES
rozpatrywanego zagadnienia.

3.9. Ogolne sformutowanie MES dla zagadnien
mechaniki ciala statego

W mechanice ciala stalego metoda elementéw skonczonych moze by¢
formutowana w ujgciu przemieszczeniowym, naprezeniowym lub mieszanym
(hybrydowym). Powszechnie stosowana jest MES w ujeciu przemieszcze-
niowym i mozna ja uzna¢ za podstawg¢ w zagadnieniach mechaniki konstrukcji.
W wersji tej, aproksymacji w obszarze elementu podlega pole przemieszczen,
stad niewiadomymi w weztach (parametrami weztowymi) sa uogdlnione
przemieszczenia. Pole naprgzen okreslane jest na podstawie obliczonego pola
przemieszczen. Réwnania réwnowagi i warunki brzegowe w napr¢zeniach
spetnione sa tylko w przyblizeniu (dla catego uktadu).

W naprezeniowej wersji MES (stosowanej na przykltad do zagadnien
opisanych funkcjonalem Reissnera) parametrami weztowymi sa naprgzenia. Do
aproksymacji przyjmuje si¢ tylko takie pola naprezen w elemencie, ktdre
a priori spelniaja r6wnania réwnowagi.

Réwnania MES dla zagadniefh mechaniki ciata stalego formutuje si¢ na
og6lnych zasadach, przedstawionych w rozdziale 3.3. Dla wersji przemiesz-
czeniowej MES, bedacej przedmiotem rozwazan, réwnania te mozna uzyskac
W sposéb nastepujacy:
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¢ w podejsciu bezposrednim, wykorzystujac definicj¢ macierzy sztywnosci
uzywana w metodzie przemieszczen

e w oparciu o zasade¢ prac wirtualnych. W przypadku stosowania zasady
prac wirtualnych ma si¢ do czynienia ze stabym sformulowaniem réwnan
rownowagi. Mnozac bowiem réwnania konstytutywne przez funkcje
testowe, ktére w tym przypadku sa przyjmowane jako wariacje funkcji
przemieszczen interpretowane jako przemieszczenia wirtualne, przy
wykorzystaniu formuty Greena (catkowanie przez czgéci) otrzymuje sig
formg catkowa, ktéra w mechanice znana jest jako zasada prac wirtualnych

e w oparciu o energi¢ potencjalng ukladu i sformutowanie problemu
minimalizacji funkcjonatu na bazie twierdzenia Lagrange’a o minimum
energii potencjalnej uktadu.

Réwnania réwnowagi MES dla zagadnien mechaniki zostana przed-
stawione przy wykorzystaniu ostatniego z wymienionych podejs¢. Ten tez
sposob bedzie wykorzystany w rozwazanych w rozdziale 5 przyktadach.

W celu sformutowania réwnan rozwaza si¢ w kartezjanskim ukladzie
wspotrzednych xyz cialo o objgtosci V 1 brzegu S, ograniczone wigzami
i poddane dziataniu sit masowych 1 powierzchniowych (rys. 3.24).

Rys. 3.24. Cialo tr6jwymiarowe poddane dziataniu sit masowych i powierzchniowych

W zapisie réwnan zostanie wykorzystana notacja macierzowa, bardziej niz
wskaznikowa dogodna przy formulowaniu algorytméw numerycznych.
W notacji tej tensory rzedu drugiego — tensor napr¢zenia i odksztatcenia sa
odwzorowane przez wektory kolumnowe, ktérych sktadowe sa niezaleznymi
sktadowymi tensoréw, umieszczonymi w dowolnej (jednak konsekwentnej)
kolejnosci.
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Odksztalcajac si¢ pod wplywem powoli wzrastajacych obciazen ciato
gromadzi pewien zasdb energii zwanej energia potencjalna. Dla ciala
przedstawionego na rys. 3.24 wyrazenie na catkowita energi¢ potencjalnag II,

moze by¢ przedstawione w postaci:

I, = lchsdv — [u't, dv - [u"tds
2y v s (3.67)

ENERGIA DEFORMACJI  POTENCIJAL SIE. ZEWNETRZNYCH
SPREZYSTE]

. .7z. 1"

gdzie: o=[0,, 0,,0,,T P wektor stanu naprezenia,

yz?
_ T .

e=[¢g,, Ey €Yy Y x 7/”] — wektor stanu odksztalcenia,

u=[u u,,u, ]T — wektor stanu przemieszczenia,

~ ~ T . . . .

u,,u.]" —wektor stanu przemieszczenia powierzchni,

T .
£, =[f5.f5.fg] — wektor sit masowych,

£, =[fs", f' s f§*1" — wektor sit powierzchniowych.

W  warunkach réwnowagi statycznej ciata przy kinematycznie
dopuszczalnych polach przemieszczenia, funkcjonal energii potencjalnej osiaga
minimum. Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcjonatu jest
zerowanie si¢ wariacji funkcjonatu zgodnie z zaleznoScia:

ST, =0 (3.68)

W celu wykorzystania funkcjonatu (3.67) do wyprowadzenia réwnan MES
dyskretyzuje si¢ obszar V , dzielac go na N nie pokrywajacych si¢ elementow.
Funkcjonat (3.68), jako skalar moze by¢ wowczas przedstawiony w postaci
sumy odpowiednich sktadnikéw:

O, =10+ P+..+m1" (3.69)

I luEJ otrzymuje si¢ odnoszac wektory wystgpujace w zaleznosci (3.67)
do elementu ,.e” i przyjmujac standardowa aproksymacj¢ MES pola przemie-
szczenia w obszarze elementu:

u’(x,y,2) =N°(x,y,2)8°, (3.70)
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gdzie: uf € H'(V°), (i = x,y,z) oraz:

N°(x,y,z) — macierz funkcji ksztattu o wymiarze (3x SSE),

6¢ = [516 ,526 ,...,5SC:§E]T — wektor parametrOw przemieszczeh weztowych
elementu.

Zwiazki geometryczne i fizyczne liniowej teorii spre¢zystosci odniesione
do elementu maja postac:

e’ =Lu‘
: (3.71)
Ge — Dese

gdzie L i D sa macierzami odpowiednio operatoréw rézniczkowych i modutéw

Sprezystosci.
Uwzgledniajac w zaleznosci (3.71), zwiazki (3.70) otrzymuje sig:

e“=LN‘%“=B°0%°, (3.72)

gdzie B¢ jest macierza odksztatcen (opisuje odksztalcenia w kazdym punkcie
elementu, spowodowane jednostkowym przemieszczeniem kolejnych stopni
swobody we¢ziow).

Podstawiajac do funkcjonatu (3.67) odniesionego do elementu IT ¢

zwiazki (3.71), i (3.72), otrzymuje sig:

I =% [(6) eave — [) t5ave — [@*) £ dS =

Ve Ve Se

=% [(DB6°)  B6°dV ¢ — [(N“6) 5 dV° —
4 . (3.73)
NesenT pe e 1 eNT exTepese e

— [(N“8) £5dS == [(3°) (B°) D°B3°dV* —

s¢ 2VE
— [@)T (N £ dve — [(8°)" (N©)T £ dS*

Ve s¢

Gdy na dyskretyzowany uklad dziataja sity przylozone w weztach
P=[P1 P, .. PLWU]TwyraZenie (3.69) mozna zapisa¢ w postaci:
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M, =(X0g)-8" P (3.74)

gdzie 8=[8, &, ... Jgy |" — wektor przemieszczen weztowych uktadu.
Warunek (3.68) mozna obecnie zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

oll¢ 89, +aHC 83, +..+ e

ST, =
€ a6 a5, e

=0 (3.75)

Rownos¢ powyzsza zachodzaca dla dowolnych wariacji 06,60, .,...,00 g,
prowadzi do uktadu réwnan:

oIl
aHC_ aé‘l =0 3.76
% 8fI, B (3.76)
C

Poniewaz II. jest funkcjonalem formy kwadratowej mozna zapisa¢ pochodne
dla elementu ,,e” w nastgpujacej postaci:
oIl
26°

=k‘d° +F° (3.77)

Minimalizujacy uktad réwnan (3.76) mozna zatem zapisa¢ w postaci:

oI,
=K6+F=0 3.78
% (3.78)
gdzie:
K=Yk¢
‘ (3.79)

F=—(SF° +P)
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Na podstawie zaleznosci (3.73) otrzymuje si¢ wigc:

oI1¢
¢ = [[(B) DBRAV — [(N) f5dV° -
8¢ e Ve
— [(N)T£dS® =k® 8¢ +F°
Se
gdzie:
k=] (B°)'DB“dV* jest macierza sztywnosci elementu (3.30)
Ve
F¢ = j[(N“’)ng dve + j(Ne)ng’]dS“’ — wektor réwnowaznych sit (3.81)
Ve Se .

weztowych od obcigzen masowych i powierzchniowych elementu

Réwnania (3.78) sa rownaniami MES rownowagi uktadu .

Warto zwréci¢ jeszcze uwagg na aproksymacj¢ pola przemieszczenia
opisang zaleznoscia (3.70). Wystepujace w niej funkcje ksztattu powinny, jak to
zostalo omowione w rozdziale 3.6, spetnia¢ warunek ciagtosci i zupelnosci.
W odniesieniu  do rozwazanego problemu warunek ciagloSci oznacza, ze
przemieszczenia wewnatrz elementu i na jego brzegach powinny by¢ ciagte.
Dotyczy to przemieszczen uogélnionych, a wigc zaréwno przesuwow
(translacyjne stopnie swobody) — ciagtos¢ klasy C°, jak réwniez obrotéw
(rotacyjne stopnie swobody) — ciagtoéé klasy C'(jezeli katy obrotu wyrazaja sie
jako pochodne funkcji przemieszczen).

Warunek zupelno$ci wiaze si¢ natomiast z wymogiem, aby funkcje
przemieszczen elementu mogly reprezentowac jego ruch sztywny oraz stan
statych odksztatcen. Elementy spetniajace powyzsze kryteria nazywane sa
elementami dostosowanymi, w przeciwienstwie do elementéw niedostoso-
wanych, dla ktérych nie jest spetniony warunek ciagtosci (na przyktad niektére
elementy ptytowe), a ktére takze sa z powodzeniem stosowane.



Rozdzial 4
CHARAKTERYSTYKA WYBRANYCH
ELEMENTOW SKONCZONYCH

4.1. Uwagi wstepne

W rozdziale 3.4. oméwiono ogdlna klasyfikacj¢ elementéw skonczonych.
Przedstawiono réwniez podziat elementéw z punktu widzenia zastosowan
w mechanice konstrukcji. Podzial ten obejmowat elementy podstawowe, ciagte,
specjalne 1 makroelementy. W niniejszym rozdziale scharakteryzowane beda
(specyfikowane) przykladowe elementy skonczone z poszczegélnych, wyzej
wymienionych grup. Odpowiednio omoéwione begda: element belkowy,
izoparametryczny element plyty wyzszego rzedu, element nieskonczony oraz
makroelement podtoza warstwowego. Elementy te stanowi¢ beda baze
w rozwazanych w rozdziale 5 przyktadach.

4.2. Element belkowy

Rozwaza si¢ prostoliniowa belkg o dlugosci 1, stalym przekroju
poprzecznym A i module sprezystosci E, zginana w ptaszczyznie xoy (rys. 4.1).
Zaktada sig, ze belka spetnia zalozZenia teorii Eulera-Bernoulliego, a wigc pomija
si¢ wplyw sit poprzecznych na odksztatcenia.

Réwnanie osi odksztatconej belki ma znang postac:
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4
Er YD g (“.1)

dx

gdzie: J — moment bezwladno$ci, w(x) — funkcja ugigcia (przemieszczen

pionowych)
4 Y
7 v
! 1 y
l /1
y b)

My ("1t oM,
dwy v,

WOT ;\dx E; Twl y

Rys. 4.1. Belka poddana dziataniu obcigzenia roztozonego g(x) , prostopadtego do osi

obojetnej: a) stan deformacji, b) uogélnione sity i przemieszczenia brzegowe

Zwiazki liniowej teorii sprezystosci (3.75) przybiora obecnie dla catego uktadu
posta¢ (jednoosiowy stan napre¢zenia):

&, =Lu= du(x)
dx 4.2)
o,=De=E(x)¢,

gdzie u(x)jest funkcja przemieszczen poziomych zwiazana z funkcja ugigcia
poprzez zalezno$¢:

u(x)= y% 4.3)

Energia deformacji sprezystej belki (por. zalezno$¢ (3.68)) przyjmuje wobec
zwiazkow (4.2) i (4.3) postac:



4.2. Element belkowy 97

1
1, =1JoTsdv=leTDsdv =3[ B dAdv=
V

(4.4)
= jE(d W(x)j [yldA== jEJ(d W(x)j dx
20 dx?

!
gdzie: J=[y%dA.
0

Przy zatozeniu stalego na dtugosci belki modutu sprezystosci podtuzne;j
E, czyli E(x) = const., zalezno$¢ (4.4) przybierze postaé:

1 g2 2
e

Potencjat sit zewngtrznych (zalezno$¢. 3.68) mozna zapisac nastgpujaco:

L=-[i"fsds (4.6)
s
W analizowanym zagadnieniu wyraza si¢ on nastgpujaco:
!
L=—[g(x)w(x)dx 4.7
0

Tak wigc catkowita energi¢ potencjalng rozpatrywanej belki opisuje zalezno$¢:

[
IT, =Hd+L:ﬂ
2 0

d’ w(x)

j dx— jq(x) w(x)dx (4.8)

Funkcjonal energii potencjalnej belki mozna réwniez zapisa¢ w rozszerzonej
postaci (rys.4.1):

d*w
dx’

dwo

II. =11, +L——
2 0

j dx— J-q(x)w(x)dx+(T W, —
(4.9)

)+( Tw, +M, d—)
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Zwiazki (4.8) lub (4.9) stanowia podstawe do uzyskania réwnan réwnowagi
MES elementu w oparciu o twierdzenie Lagrange’a o minimum energii
potencjalnej uktadu i przy zastosowaniu podej$cia Ritza (por. rozdziat 3.9).
Réwnania te mozna réwniez uzyska¢ metoda wazonych residuéw, analogicznie
jak to przedstawiono w przyktadzie 3.8. Analizujac zwigzle ten sposéb
otrzymania réwnan, ogranicza si¢ rozwazania do wyprowadzenia formy stabej
réwnania (4.1).

Dla funkcji wagowej v(x) slaba forma réwnania (4.1) ma posta¢ (por.
rozdziat 3.8):

I 4
j{EJ d Wff) - q(x)} v(x)dx =0 (4.10)
0 dx

Catkujac réwnanie (4.10) dwukrotnie przez czg$ci otrzymuje si¢ nastgpujace
wyrazenie:

Ld?w(x) d*v(x)

!
EJO PR dx—(f)q(x) v(x)dx +
3 2 4.11
L EJ d W(x)v(x)—d w(x) dv(x) ‘620 ( )
dx’ dx? dx

W rozpatrywanym zagadnieniu naturalne (statyczne) warunki brzegowe opisane
sa zalezno$ciami:

d 2w(x)
EJ dx—2| =0 =M
momenty zginajace
d 2w(x) B
EJ o | =M,
3 (4.12)
w(x)
EJ i |x=0 =Ty
silty poprzeczne
d w(x)
B M| o

Warunki brzegowe podstawowe (geometryczne) maja natomiast postac:
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W) 19 =0 : .
przemieszczenia pionowe

w(x)| .o =0
(ugigcia)
dw(x) | -0 (4.13)
dx katy obrotu
dw(x) | -0
PR e

Uwzgledniajac w zaleznosci (4.11) warunki statyczne (4.12), otrzymuje sig:

EJI - WEX) & V(ZX) —ECI(X) v(x)dx +
. o p (4.14)
+ Ty v(x)|; =Ty v(x)|g — M|1+M ‘C’Z(xx)|0:0

Na funkcje w(x) oraz v(x) natoZone sa ograniczenia:

o d?w) d?v
o | oo 4.15
(J)[dsz < I(a’x J< ( )

czyli druga pochodna funkcji w(x) i v(x) catkowalne w kwadracie.

Tak wigc staba (wariacyjna) posta¢ rdwnania osi odksztalconej belki (4.1)
jest nastepujaca:
Wyznaczy¢ weV,

gdzie V = {ve Ho (Q):v(0) = dv(O) w(l) = dv(l) O}
taka, ze:
2
Ejjd ng) d? v(x) dx = jq(X)V(x)dx—Tl V)|, -
dx x
dv(x) dv(x) (4.16)
_TOV(X)‘O_MI - l +M, |0 , VyeV

przy czym Q=(0,/), H 2(Q) jest przestrzenia funkcji rzeczywistych okre-
$lonych na Q, ktére sa catkowalne w kwadracie az do drugiej pochodnej.
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Zaleznos$¢ (4.16) mozna zapisa¢ w nastgpujacej formie:
Wyznaczy¢ we V , taka ze:

B(w,v)=1(v) ,VveV (4.17)
gdzie:
Ld*w d?v
0dx? dx? 4.18)

! dv dv
l(v):qudx—(T,v‘, —Tovig =M — |+ My—,)
0 dx dx

Wobec symetrycznej formy biliniowej B(w,v) mozna zdefiniowa¢ funkcjonat:

d’ w(x)

F(w)=lEJJ-( ) dx jq(x)w(x)dx+T w(x) I
2 9 (4.19)

dw(x) dw(x)
—TO W(X)‘O—M17‘1+M07 0

Funkcjonat (4.19) odpowiada catkowitej energii potencjalnej rozpatrywanej
belki, opisanej zaleznoscia (4.9).

W celu specyfikacji elementu belkowego dokonuje si¢ dyskretyzacji
obszaru Q=(0,/) belki na elementy skonczone zgodnie ze schematem
przedstawionym na rys. 3.3 i analizuje si¢ wyizolowany z uktadu element ,.e”.
Element ten jest elementem prostoliniowym, dwuwgztowym.

Z analizy funkcjonatu energii potencjalnej belki (4.8), w ktérym wystepuja
2 . pochodne funkcji ugigcia wynika, ze aby zachowana byta ciagtos$¢ funkcji
w(x) w obszarze i wzdluz brzegu elementu, zaréwno funkcje prébne w, (x)
(por. zalezno$¢ (3.42)), ktére sa aproksymacja poszukiwanej funkcji w(x), jak
réwniez ich pierwsze pochodne musza by¢ ciaglte w obszarze i wzdtuz brzegu
elementu. Potwierdza to takze forma staba (4.15), ktéra wskazuje, ze w modelu
skonczenie elementowym funkcje aproksymacyjne musza by¢é z przestrzeni

V,cH 2(0,1) . Oznacza to, ze funkcje ksztaltu elementéw musza by¢ klasy

C'(0,1). Aby speti¢ ten wymoég, nalezy jako niewiadome w wezle elementu
(stopnie swobody qula) przyja¢ zaréwno funkcje ugigcia w(x) jak rowniez jej

dw(x)

pierwsza pochodna o Z drugiej strony rozpatrujac model fizyczny

zagadnienia, widoczne jest (rys. 4.1), ze przemieszczenia dowolnego punktu
belki mozna opisa¢ przez przemieszczenie pionowe (ugigcie) i kat obrotu, ktéry
jest pierwsza pochodna ugigcia. Tak wigc w kazdym wezle elementu nalezy
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przyja¢ dwa uogdlnione przemieszczenia: przemieszczenie pionowe w i kat
obrotu ¢, uzyskujac element o czterech stopniach swobody (SSE=4) (rys. 4.2).

Rys. 4.2. Element belkowy w lokalnym uktadzie wspétrzednych —1< & <1
Zalezno$¢ miedzy wspétrzedna globalng x i lokalng & (rys.4.2) wyraza sie

wzorem:
x=x,+051,(1+¢) (4.20)

Wektor przemieszczen weztowych elementu 8¢ ma nastgpujace sktadowe:

8¢ :[Wl ) ¢x2]T (421)

Przemieszczenia pionowe aproksymuje si¢ w obszarze elementu wielomianem
3. stopnia:

wo (&) =y +a,E+ o’ +a, &l (4.22)
Tak wigc przemieszczenia uogélnione opisane s nastepujaco:
2 3 a
N
= 2 4 6,k =P-a (4.23)
ol 0 T
x lE ZE le a4
gdzie o jest wektorem nieznanych wspdlczynnikow, a P — tzw. macierza

funkcyjna.
W wyrazeniu (4.23) wykorzystano zwiazki:
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ae) _de) ¢
dx d& dx

(4.24)

Zalezno$¢ (4.23) stuszng w obszarze elementu powinny spetniaé tez wspot-
rzedne punktéw bedacych weztami elementu:

1 -1 1 -1
wy @,
. o 2 -4 S
Pl G (4.25)
w3 11 1 1]
P2 2 4 6 |l
0 = = =
L le le le i
czyli:
5¢=C-a (4.26)

gdzie C jest tzw. macierza wspdtrzednych.
Na podstawie zwiazku (4.26) otrzymuje si¢:

a=C"5¢ (4.27)

Zgodnie z podej$ciem Ritza przyjmuje si¢ aproksymacje¢ poszukiwanej funkcji
w(x) w nastgpujacej postaci:

w(x)=N°(x)-8° (4.28)
Z zaleznosci (4.23) wynika:

)
we=[1 g &2 53] : =P a (4.29)
a,

edzie: P, =l & &2 &

Podstawiajac do zwiazku (4.29) réwnanie (4.27) otrzymuje sig:
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we=P, -C"' 8 (4.30)

Poréwnanie zaleznosci (4.28) i (4.30) prowadzi do nastgpujacego wyrazenia:
N¢=P, -C"' (4.31)
Zwiazek (4.31) jest podstawa do wyznaczenia macierzy funkcji ksztattu

N = [N Ny Ny N 4]. Macierz odwrotna do macierzy wspotrzednych C (jesli
macierz C jest nieosobliwa) ma postac:

ol 1L
2 8 2 8
3k 3k
C—l_ 4 18 4 18 (4.32)
0 -2 90 Ze
8 8
ol 1Lk
L 4 8 4 8 |
Na podstawie zaleznosci (4.31) otrzymuje si¢ zatem:
Ne=pg e et <[y v, vy (433)
gdzie:
1 3 |
Ny =——=¢+—
(=53t
I, 1 l, [,
L L
1 3 1 (4.34)
Ny=—+=¢--8&
e Thrt]
le ZE lE le
R TA TR E

Uzyskane funkcje ksztattu N, + N, sa funkcjami ksztattu Hermite’a (rys. 4.3).

Odnoszac wyrazenie na catkowita energi¢ potencjalng belki (4.8) do
elementu ,.e” i uwzgledniajac przyj¢ta w obszarze belki aproksymacje¢ funkcji
ugi¢cia (4.28) otrzymuje sig:
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2 e e 2
¢ = EJ {d[N—(x)ﬁ]} dx— [q(x)N®(x)ddx =

71 dx’ le
2- e
:ﬂf {d 'Nz(X) } dx — Iq(x)N (x)8°dx = (4.35)
2 g dx
EJ 1 Ne(f) 4 . 1 . . le
== ol s [g(ON(E) 8¢ L d
_Jl{ AR } §-JqON (©) & a¢

W zaleznoS$ci powyzszej wykorzystano nastgpujace zwiazki:

de*  dg* \dx & dx? 4.36)

=£d¢

Na podstawie wyrazenia (4.35) i (3.77) otrzymuje sig:

dIT;
dw,
dIT;
dHE

o ) APa | _gege g (4.37)
asc | ¢
dw,
dIT;
d¢’x2
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Ne

Rys. 4.3. Funkcje ksztattu elementu belkowego

Wyrazy k;; macierzy sztywnosci k‘oraz sktadowe F; wektora F¢ wystgpu-

jacych w zaleznosci (4.37) przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

1 d2N¢
;8 [d leé_,

k; =EJ]——
/ e 2 déE?

(4.38)

le L e
F,=—=[q() N/ d¢
25
Obliczajac wyrazy k;; otrzymuje si¢ znana posta¢ macierzy sztywnosci

elementu belkowego:

12 6 12 6
Y
4 _6 2
e le lez le
K¢ = " . (4.39)
A
sym i
- y lg -

Na podstawie zalezno$ci (4.38) 5, dla g(&) = const. skierowanego w dét uzyskuje

si¢ nastgpujaca posta¢ wektora réwnowaznych sit weztowych elementu:
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2 27
pe_|_dle _dl.” _dgl. 4l (4.40)
2 12 2 12

4.2.1 Przyktad — belka z przegubem

Do okreslenia jest rozktad momentéw zginajacych i sil tnacych w belce
obciazonej jak na rysunku 4.4.

P
N

A

A

Rys. 4.4. Belka przegubowa obciazona obciazeniem ciagtym

Do rozwiazania zadania zastosowano metod¢ elementéw skonczonych.
Przyjety podzial belki na elementy skoficzone przedstawiono na rys. 4.5, na
ktérym zaznaczono réwniez stopnie swobody uktadu w globalnym uktadzie
odniesienia XOY.

Wektor przemieszczen weztowych uktadu w analizowanym zagadnieniu ma
nastgpujaca postac:

=l @ vy 0, 9ivy 05 v, 0] (4.41)

Sktadowe ¢, i @) tego wektora sg rotacyjnymi stopniami swobody wezta ,,2”.
Wynikaja one z istnienia w tym wezle przegubu, co implikuje nierdwnos¢

PrEPT.
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YT C(P‘z
Coo Co Co

Tvl ’ T"z T"s TV4 ¥
D 7@ ©® OF-Y

Co 11, Col Co?
G 9] 1::

2 C Col Q
1 element belkowy 2 - 2 27

1 1 2 2 3 3
12 Tvz T Vi V5 T T Vi T V5

Rys. 4.5. Podziat belki na elementy skoficzone

Analiza na poziomie elementu

Macierze sztywno$ci poszczegdlnych elementéw przybiora zgodnie
Scig (4.39) forme:

z zalezno-
12 6 12 6 |

a_3 a_z _a_3 a_z

4 6 2

- - =

1 w2 _ w3 _ a a a

K =K*“=K’=EJ 2 _i (4.42)

3 2
a a
4
sym —

- a -

Wektor réwnowaznych sit wegztowych ma dla elementu ,,1”, na ktérym jest

przytozone obciazenie réwnomiernie rozlozone nastgpujace sktadowe (por.
zaleznos¢ 4.40)):

T
plo|_ ¢ 4a’ qa qa®

T 4.43
2 12 2 12 (4.43)
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Sktadowe wektoréw réwnowaznych sit weztowych dla pozostatych elementéw,
a wiec wektoréw F? oraz F* sa — w wyniku braku obciazenia na odpowiednich

elementach — réwne zero.

Zgodnie z zalezno$cia (4.37) dla poszczegdlnych elementéw otrzymuje sig:

ELEMENT 1

ELEMENT 2

ELEMENT 3

ds!

<

<

<

AS)

_4a
! 2
o _ga®
I 12
NI (4.44)
2 —_——
1 2
2 qa2
12
vl2 0
97 L0
2 0 (4.45)
93] 0
vf 0
3
0
(031 + (4.46)
V5 0
93] 0

W powyzszych zaleznoS$ciach wskazniki gérne wystgpujace po lewej stronie

sumy odnosza si¢ do numeru elementu.

Analiza na poziomie ukladu

Réwnania réwnowagi uktadu, zgodnie z zalezno$cia (4.78) maja postac:

K(9x9) '5(9x1) = F(9x1)

4.47)
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Macierz sztywnosci uktadu oraz wektor sit we¢ztowych uktadu otrzymane na

3 3
drodze agregacji K= Yk, F =Y F° przedstawiaja zalezno$ci (4.48) i (4.49).

e=1 e=1

kll 1 kllz k113 k114 0 0 0 0 0
ky, kb, kb, ky, 0 0 0 0 0
k3]1 k312 k3l3 + k121 k314 k122 k123 k124 0 0
Ky ki | Ky |k, | O 0 0 0 0
K =
O | 0| &3 | 0 | ky| k| ki | O |0
0 O k321 0 k322 k323 + k131 k324 + k132 k133 k]34
0 0 szl 0 ka ki + k231 kit + k232 k§3 k234
0 0 0 0 10 | K| ks | ks | K
0 U O I B S I - 2
(4.48)
ga | ga’ | gqa | qa’ '
F=|-——|-—"—|-—"—|—10]0|0]0]|0 (4.49)
2 12 2 112
W zaleznosci (4.48) uwzgledniono warunki zgodnos$ci przemieszczen:
vllzv1 v%zvf=v3
?1=9 93=pi=0;
1_ 2 _ 3_ (4.50)
Vo =V =V, vy =V,
93=9, 03=9,
pi=0,

W analizowanym zadaniu warunki brzegowe wynikajace ze sposobu podparcia
sa nastepujace:
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vi=v3=v,=0

(4.51)

Uwzglednienie powyzszych warunkéw w zaleznosci (4.49) i (4.50) prowadzi
w rezultacie do ostatecznej postaci réwnan réwnowagi uktadu:

[ ] 3 s 2

ke, k3 ks 0 0 0 _qa

12
kyp |k +k3| K, | kS| K 0 v, _4q4

2

2
kzltz k}u kz];4 0 0 0 ¢2 99
; ; ; 2 =1 12 % (4.52)

0 ks 0 ks, ki, 0 ®, 0
0 kjl 0 szz k§4 + kgz k§4 ®s 0
0 | o 0 | 0 | ki | ki | |®s 0

Po przyjeciu danych: a=1m i g =1 KN /m oraz po rozwiazaniu uktadu (4.52)
otrzymuje si¢ nastgpujace wartosci przemieszczen weztowych:

0,41667
0,16667

Obliczenie sitf wewnetrznych

—0,37498
—0,33333
-0,29168| 1

—0,08333

(4.53)

Sity wewnetrzne oblicza si¢ na poziomie elementu zgodnie z zaleznoscia:

F“=-F°+Kk‘d8° (4.54)
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Element ,,el1”:
ga | [12 6 12 6
2 a’ a? a’ a’
| g 4 6 203
A 12 a 2 g |JPi 1
= +EJ a —= 4.55
T, qa 12 6 ||v, [EJ |05 (4.55)
- 2
M; 2 5 a Z’ 0, 0
_4qa sym —
12 L a
Element ,,e2”:
26 12 6
3 2 3 2
T 0 ¢ a4 a6 a2 Vs —-0,4996
wi| o o Ta e el
=1 Y+ EJ a P—= 4.56
T} 0 126 ||y, |E/ | 0499 (4.56)
m2| (o a ZZ s —0,4998
sym —
L a
Element ,,e3”:
(12 6 12 6
3 2 3 2
T13 0 a a4 a6 az V3 0’5
M} _]0 a  a* a | )P 1 :
=1 L+ EJ a : —= 4.57
T3 0 12 6| |v,| EJ |-05 (4.57)
M (o @ a e 0
sym —
L a

Obliczone uogdlnione

sity wezlowe przedstawiono dla poszczegdlnych

elementéw na rys. 4.6, natomiast koncowy rozktad momentéw zginajacych i sit
tnagcych w belce zobrazowano na rys. 4.7. Celem poréwnania otrzymanych

metoda elementow

skonczonych rezultatéw obliczen na rysunku tym

zamieszczono w nawiasach odpowiednie warto$ci rozwiazania doktadnego
analizowanej belki.
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CIIOC 2 C  C
R TN

0,5 0,5 0,4996 0,4996 0,5 -0,5

Rys. 4.6. Uogodlnione sity weztowe dla elementéw

2
e N 0,4998 (%)
f O,
2
s o
0.125 (£ @
o,sm\ 0,4996 0,5 0,5 (%)
qa

) 0.4996 (%)

Rys. 4.7. Rozktad momentéw zginajacych i sit tnacych w belce
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4.3. Izoparametryczny element plyty Sredniej
grubosci wyzszego rzedu

Cecha elementéw izoparametrycznych jest to, ze te same funkcje
interpolacyjne uzyte sa do opisu zaréwno geometrii elementu, jak i rozkladu
pola wewnatrz elementu. Liniowe elementy izoparametryczne (w ktérych do
aproksymacji zastosowano funkcje liniowe) maja brzegi prostoliniowe. Brzegi
elementéw z kwadratowa zmiennoS$cia funkcji ksztattu i elementéw wyzszych
rzedow sa zakrzywione, co umozliwia wykorzystanie ich do modelowania
obszar6w o brzegach krzywoliniowych. Wazna cecha elementéw izopara-
metrycznych jest takze to, ze funkcje ksztaltu mozna wyznaczy¢ w sposéb
bezposredni, bez koniecznosci — jak w elementach subparametrycznych —

obliczania macierzy odwrotnej do macierzy wspétrzednych, czyli macierzy C™'
(por. zaleznos¢ 4.31)).

Wykorzystanie elementéw izoparametrycznych w obliczeniach ptyt
mozliwe jest zasadniczo dla plyt $redniej grubosci, czyli ptyt, w ktdrych
uwzglednia si¢ wpltyw sit poprzecznych i odksztatcen postaciowych z nimi
zwigzanych na deformacje ptyty. Dla plyt cienkich, czyli spelniajacych
zatozenia teorii Kirchhoffa zastosowanie elementéw izoparametrycznych jest
praktycznie niemozliwe, co wynika z trudno$ci zwiazanych z transformacja
wspoétrzednych, dla ktérej w przypadku plyt cienkich wymagana jest ciaglos¢
Kklasy C'.

Do obliczen plyt $redniej grubosci metoda elementéw skonczonych
stworzono szereg elementéw, giéwnie na bazie teorii Mindlina, rzadziej teorii
Reissnera. W chwili obecnej elementy skonczone dyskretyzujace ptyte Mindlina
tworza bibliotek¢ szeregu profesjonalnych programéw MES. Nalezy podkresli¢,
ze w zakresie rozktadu pola przemieszczenia wzdtuz grubosci ptyty zaréwno
teoria ptyt cienkich, Mindlina i Reissnera sa teoriami o tym samym rzgdzie
aproksymacji. W teoriach tych przyjmuje si¢ bowiem, ze wspomniane pole
przemieszczenia zmienia si¢ w sposéb liniowy. UScislenie stanu ptytowego
pojawia si¢ w tzw. teoriach wyzszego rz¢du [13]. Przyjmuje si¢ w nich, ze
przemieszczenia zmieniaja si¢ wzdluz grubosci ptyty nieliniowo, co jest zgodne
z ich rzeczywistym rozktadem, o ile dzialaja sity tnace.

Jedna z teorii wyzszego rzedu, interesujaca z punktu widzenia zastosowan
praktycznych, jest teoria plyt Sredniej grubosci Kujawskiego [8]. Ponizej
przedstawione beda zwiazki podstawowe tego modelu ptyty, a nastgpnie
wyspecyfikowany bedzie element skonczony dyskretyzujacy ptyte Sredniej
grubosci Kujawskiego.
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4.3.1. Zwiazki podstawowe modelu pltyty wyzszego rzedu

Rozpatruje si¢ jednorodna, izotropowa plyte o statej grubosci, poddana dziataniu
obciazenia powierzchniowego p(x,y) (rys. 4.8).

Iy

(RN

Rys. 4.8. Deformacja przekroju poprzecznego ptyty

W teorii Kujawskiego pole przemieszczenia okre$lone jest nastgpujaco:

Uy =294 + f) Pa

(4.58)
uzzwozw(x,y) a=x,y
gdzie u,, u, sa jego skladowymi odpowiednio w kierunku osi x,y i z,
0

Z
natomiast q)g,w oraz (0; sa niewiadomymi funkcjami zmiennych Xx,y;
[, =2[1-(52*)/3h%].

Pole przemieszczenia okres$lone jest wigc jako suma przemieszczen zerowego
(zp 2,, w’) i pierwszego ( quola) rzedu. Mozna zauwazyC, ze przyjmujac
w wyrazeniu (4.59) ¢ 10,: 0 otrzymuje si¢ pole przemieszczenia, analogiczne do

zatozen teorii Reissnera (zerowego rzgdu).
Na podstawie zaleznosci (4.58) oraz zwiazkéw Cauchy’ego otrzymuje sig
nastgpujace wyrazenie na sktadowe pola odksztalcenia:
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1 1
Eop =€ opt € ;ﬁzgz((o 2,/;+(0%,a)+5f,,((0 w9 5a)

1 1 4.59
az:8az+€;z:5(¢g+w,a)+5fp1(ola ( )

15 z2
gdzie fl—(l—?—) LB=xy.

Pole naprezenia przyjmuje natomiast posta¢ zwiazkow:

E
(xﬁ_O-aﬁ+o-aﬁ_l_[_z(¢aﬁ+¢ﬁa)+ 5aﬁz¢77

+ f(¢aﬁ+<oﬁa>+_ Sup [ @ V(”V)

77 E(l V) ap ZZ] (460)

1
+ +
az O-(Zz 2(1+ )[(q)a ,0{) fplq)(l

Sktadowa o

réwnan rownowagi continuum tréjwymiarowego. W teorii Kujawskiego
przyjmuje si¢ analogiczng jak w teorii Reissnera posta¢ wyrazenia okreslajacego
naprezenia o, .

.. tensora naprg¢zenia mozna otrzymac¢ z ukladu rézniczkowych

3p 2 Z 1 3
o,,= +—(— 4.61
“ 4 3 h 3 )’ (+61)
W zaleznosciach (4.59) i (4.60) przecinkiem oznaczono pochodne czastkowe,
przez J, p oznaczono deltg Kroneckera, natomiast = x, y.
Energia deformacji sprezystej ptyty (por. zalezno$¢ (3.67)) przyjmuje
wobec zwiazkéw (4.59), (4.60) i (4.61) nastepujaca postaé wyrazong
w przemieszczeniach:

D° 1-v
I, =7£{I 0 B P e st PP S )tV 0Y 00+
p
462
4 (4.62)
21

1-v
+ [T(%,ﬁcola,ﬁw};,awlﬁ,a)wéawly,mé,ﬁh
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31-v 20 -v
+ 2V (002 2V (00 il )+
2h h
120-v) , | 6pv(+V) 0 1,
+ 3h2 Pa®oat SENh 5aﬁ(¢a,ﬁ+z¢a,ﬁ)}dgp
2ER?
gdzie D’ =—=—""—— | Q- obszar piyty.
31-v2) 7

Potencjat sit zewngtrznych w analizowanym zagadnieniu wyraza si¢
nastgpujaco (por. zalezno$¢ (3.68)):

L= —({Ip(x, y)wix, y)d , (4.63)

P
Calkowita energi¢ potencjalng rozpatrywanej ptyty opisuje wigc zalezno$¢:
=g +L (4.64)

gdzie IT; i L okreslone sa odpowiednio przez zwiazki (4.62) i (4.63).

4.3.2. Specyfikacja elementu plyty wyzszego rzedu

Wyrazenie (4.64) stanowi podstawg do uzyskania réwnan réwnowagi
elementu skonczonego. Roéwnania te zostana wyprowadzone na bazie
twierdzenia Lagrange’a oraz przy zastosowaniu podejscia Ritza. W tym celu
obszar ptyty €, podzielony zostaje na elementy skonczone, a analizie poddany

zostaje wyizolowany z uktadu element ,.e”.

Jak wynika z funkcjonatu (4.63) energii deformacji sprezystej plyty
wyzszego rzedu, w ktérym wystgpuja 1. pochodne funkcji ugigcia i katéw
obrotu, w modelu skonczenie elementowym funkcje aproksymacyjne musza by¢
z przestrzeni V, c H () ») - Oznacza to, ze funkcje ksztattu elementu powinny

by¢ klasy C (e »), a to umozliwia zastosowanie dla ptyty wyzszego rzgdu

elementu izoparametrycznego.

Wobec powyzszego jako element skonczony przyjeto o$Smiowegziowy
element z serendipowskiej rodziny elementéw zakrzywionych (rys. 4.9).

Jako stopnie swobody wezta przyjeto ugigcie powierzchni srodkowej w

oraz cztery katy obrotu: dwa zerowego rzgdu ¢2 ,q)?, i dwa pierwszego rzedu

Q i ,Q lv . Tak wigc wektor przemieszczenh w r -tym we¢zle elementu ma postac:
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T
6i:[¢?cr ’q)())'r s W, ’q)ir ’q)lyr] r=1,2,...,8 (465)

Wektor przemieszczen wewnatrz elementu okreslony jest natomiast nastgpujaco:

w=lp? 9 wo'l o] (4.66)
n
4 8 3
5 7 ¢
y -9) -0,
T
1 6 ) ’

2
X X (Pe/‘w
(p;/
z

Rys. 4.9. Przyjety element skonczony dla ptyty wyzszego rzgdu,
(( f ,1) ) — wspélrzgdne lokalne, x ,y, Z — wspodirzedne globalne)

Geometrig elementu izoparametrycznego opisuja zaleznosci:

x=N

X
=Ny (4.67)

gdzie: N = [N1 N, ---Ng], natomiast sktadowymi wektoréw x i y sa odpo-
wiednie wspolrzedne globalne punktéw weztowych elementu.

Funkcje ksztattu dla elementu o 8 weztach opisane sa zalezno$cia:
N, =0251+&)A+10)(E, +1y —1) dlar=1234

N, =051+ &)(1-717) dlar=5,1

) (4.68)
N, =05(1-&E3A+7,) dlar=68
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gdzie &, =¢&E, ,my=n7n, sa nowymi zmiennymi, za pomoca ktérych
wszystkie funkcje ksztattu mozna opisa¢ w jednolity sposéb.

Zgodnie z podejSciem Ritza, zwiazek miedzy przemieszczeniami
wewnatrz elementu a przemieszczeniami wgztowymi ma postac:

90
5
u'=J w t=[N,,N,,....Ng ] 8¢ (4.69)
9
Q)
przy czym:
N, =N, I (4.70)

gdzie I jest macierza jednostkowa o wymiarze (5x5).

Odnoszac wyrazenie na catkowita energi¢ potencjalng ptyty (4.64) do elementu,
przy uwzglednieniu zwiazkéw (4.69) oraz zalezno$ci

Ni x Ni 4
’ — J_l )
Ni,v Ni,r]
' 4.71)
11
[l ®Cx,yydx dy= [ [()[x(5) y(r) 1det] d&dn
¢ —1-1
w ktorej J jest macierza Jakobiego:

[21 [x y] 4.72)

17

J

uzyskuje sig:
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A,
99!
oI,
o9
oIy | dllc
06¢ ow
a1,
99,
oI,
o9,

k¢ 8 +F°

gdzie macierz sztywno$ci elementu plyty wyzszego rzedu Kk

przedstawi¢ w nastgpujacej formie:

11 12 18
kY ki o Ky
2 28
Ko = Kk - k.K
88 | (40x40)
S Y M ki

rm

Przyktadowe elementy podmacierzy k (515 okreslaja zwiazki:

1-v 31-v)

rm 0 e
kK11:D H (Nr,x Nm,X+TNr,y Nm,y + 4h2 Nf Nm) d€2
Q¢
rm 0 1-v e
kK12:D .[I(VNr,xNm,y+TNr,me,x)dQ
Q¢
rom=12,..8

Wektor F° (zalezno$¢ 4.73) przedstawia si¢ nastepujaco:
F'=[F, F, ... F|"

gdzie:

4.73)

mozna

(4.74)

4.75)

(4.76)

“@.77)
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oraz:

F= iy N, a2, (4.78)

p

Nalezy nadmieni¢, ze cecha charakterystyczng sformutowanych dla ptyt
$redniej grubosci elementéw skonczonych, w ktérych do aproksymacji pola

przemieszczenia zastosowano funkcje spetniajace ciagtosé klasy C°, jest
nadmierna sztywno$¢ w przypadku niewielkiej grubosci plyty. Efekt ten znany
w literaturze pod nazwa ,lockingu” zwiazany jest z konieczno$cia spelnienia
przy matej grubosci ptyty warunkéw &, =¢€,, =0, odpowiadajacych zatoze-

niom plyt cienkich Kirchhoffa. W przypadku natomiast wymienionych
elementéw wraz ze zmniejszaniem si¢ ich grubosci, wystepujace w macierzy
sztywnosci wyrazy odpowiadajace deformacji stycznej plyty staja sig¢ coraz
bardziej dominujace, co powoduje, Ze otrzymane wyniki numeryczne sg btgdne.
W celu ograniczenia tego niekorzystnego zjawiska wskazuje si¢ na koniecznos¢
stosowania technik ogdlnego lub selektywnego zredukowanego catkowania.
Warto podkresli¢, ze przedstawiony element ptyty wyzszego rzedu nie wymaga
stosowania wyzej wspomnianych technik, wykazujac przy pelnym catkowaniu
(3x3 punktow Gaussa) i matej grubo$ci ptyty dobra zgodno$¢ z odpowiednimi
rezultatami uzyskanymi dla ptyty Kirchhoffa.

4.4. Elementy nieskonczone

W wielu problemach naukowych i inzynierskich pojawia si¢ potrzeba
analizowania pola w obszarach nieograniczonych. Zastosowanie MES w jej
klasycznej postaci do tego typu zagadnien sprowadza si¢ do wyznaczenia
dyskretnych wartosci pola w odpowiednio duzym, jednak skoficzonym obszarze,
przyjetym przy zalozeniu, ze poszukiwane warto$ci pola na jego brzegach
praktycznie zanikaja. Prowadzi to do rozbudowanej siatki elementéw i duzej
liczby niewiadomych uktadu réwnan MES. Z drugiej strony przyjgcie a priori
skonczonych rozmiaréw analizowanego obszaru w przypadku jego nieogra-
niczono$ci moze znaczaco wplywacé na otrzymane wyniki obliczen. W celu
rozszerzenia mozliwosci zastosowania MES do analizy pola w obszarach
nieograniczonych — bez koniecznosci dyskretyzowania duzego obszaru
i wystapienia zwiazanych z tym niedogodnosci — sformutowano elementy
nieskoniczone. Elementy te, chociaz utworzone stosunkowo niedawno, zostaty
juz umieszczone i z powodzeniem wykorzystywane w niektérych profe-
sjonalnych programach MES (na przyktad ABAQUS 2002).
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4.4.1 Zasadnicza koncepcja elementow nieskonczonych

W  wyznaczaniu pola w obszarach nieograniczonych szczegdlnie
przydatne — z uwagi na latwo$¢ implementacji numerycznej i uzyskiwane
wyniki — s3 odwzorowane elementy nieskonczone (,,mapped infinite elements”)
[9]. Idea tych elementéw polega na tym, ze geometria elementu jest okreslona
przez parametryczne odwzorowanie elementu rodzimego przy uzyciu funkcji
ksztattu wykazujacych osobliwos¢ dla & lub =1 w przypadku elementu

pojedynczo nieskonczonego lub dla & i 7 =1 w przypadku elementu podwdjnie

nieskoficzonego. Przemieszczenia natomiast w obszarze elementu sg aproksy-
mowane przez standardowe funkcje ksztattu dla elementu izoparametrycznego.

Ide¢ odwzorowanych elementéw nieskoficzonych mozna zobrazowac,
prowadzac rozwazania na przyktadzie jednowymiarowego elementu nieskon-
czonego (rys. 4.10). Element ten mozna odwzorowa¢ na element opisany w
lokalnym uktadzie wspétrzgdnych —1< & <1. Zalezno$¢ miedzy wspétrze-
dnymi globalnymi i lokalnymi przedstawia si¢ nastgpujaco:

X
& =M, M,] {x } 4.79)
2
X
X, |
<X—1,|
%o | r wezet 3
0 1 2 w nieskonczonosci
O o o e e ——————————————— —_—
a, a element we
¥ + d wspotrzednych globalnych
1 3 element odwzorowany

we wspotrzednych lokalnych

Rys. 4.10. Jednowymiarowy element nieskonczony

Wystgpujace w wyrazeniu (4.79) funkcje odwzorowujace M, i M , opisane sa
nastgpujaco:
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=
y _ﬂ (4.80)
2~ 1_5

natomiast x, ,x, sa odpowiednimi wspétrzednymi globalnymi punktéw wezto-
wych 1, 2 elementu.

W elementach nieskonczonych geometria oraz rozktad pola prze-
mieszczenia sa odniesione do tego samego punktu lub zbioru punktéw zwanych
biegunami elementu. Na rys. 4.10 oznaczono je przez O. Bieguny powinny
znajdowa¢ si¢ na zewnatrz elementu, a wigc x,<x,. Zachodza ponadto

zaleznosci:

xl =x0 +ao (4 81)
x2:x0+a0+a '

Zaktada si¢ przyktadowo, ze poszukiwana funkcja jest funkcja ¢,
a wektor przemieszczen weztowych elementu ma postaé:

3 =[6, 6, &l"=lp, ¢, 03]" (4.82)

Zmiennos$¢ funkcji ¢ w obszarze elementu mozna przedstawi¢ za pomoca
standardowego wyrazenia :

¢=[N, N, N,]s¢ (4.83)
gdzie

Ny =-0,5(1-¢)

N, =(1-8)(1+9¢) (4.84)

N;=0,5(1+¢&)

Na podstawie zaleznosci (4.79) i (4.81) otrzymuje sig:

—-r+ay+a
f=——0— (4.85)

_r+a0_a

gdzie r oznacza odlegtos¢ dowolnego punktu wewnatrz elementu od bieguna O.
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Przy wykorzystaniu zwiazku (4.85) zalezno$¢ (4.83) przyjmie postac:

a+a, ag
a ! 4a =
o= T P+ . L p,+
ag—atr ap=a_, ag—a-=r Gy=a_,
. . g (4.86)
01 01
r r
+ ¢
r r
Przyjmujac w powyzszym wyrazeniu a, = a , otrzymuje sig:
a a’
r
Dla zaleznosci (4.86) i (4.87) zachodzi:
limg=¢, (4.88)
r—oco

Tym samym wigc warunek, ze funkcja ¢ osiaga w nieskonczono$ci warto$§¢

zero mozna automatycznie spetni¢ przez rozpatrzenie w wyrazeniu (4.83) tylko
,skonczonych” weztéw 1 1 2. Na podstawie zwiazkéw (4.86) i (4.87) widoczne
jest réwniez znaczenie umiejscowienia bieguna O. Nalezy podkresli¢, ze dobdr
polozenia bieguna moze by¢ zrealizowany jedynie na drodze empirycznej, przy
uwzglednieniu tak geometrycznych jak i fizycznych wiasnosci danego zadania.

4.4.2. Dwuwymiarowe elementy pojedynczo i podwojnie
nieskonczone

Przedstawiona w podrozdziale 4.4.1 zasadnicza koncepcja odwzorowanych
elementéw nieskonczonych znajduje odzwierciedlenie w przypadku elementow
dwuwymiarowych, pojedynczo lub podwoéjnie nieskonczonych. Przyklady
takich elementéw przedstawiono na rys. 4.11. Dla elementéw tych przyjeto
zalozenie, ze a, =a. Element pojedynczo nieskonczony przedstawiony na

rys. 4.11 a) jest pigcioweztowym, serendipowskim elementem, pochodzacym od
osmiowegztowego serendipowskiego elementu skonczonego.
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Wspétrzedne globalne punktéw 5 i 4 tego elementu okreslone sa zaleznoscia:

Ve =2y3—y
a0 (4.89)
Y5 =2y — Yo

31 o 1

—_
NS}

| 1
I I 1
I I 1
| | 1
| | 1
X X X
(0] 0] (0]

Rys. 4.11. Dwuwymiarowe elementy nieskonczone:
a) element pojedynczo nieskonczony, b) element podwéjnie nieskonczony

Geometrig¢ elementu opisuje wyrazenie:

x=Mx
y=My (4.90)
gdzie:
M:[Ml M, - Ms]
x=[x, x - x5]7 (4.91)
y=ln vy, - ysl”

Przyjete funkcje odwzorowujace maja postac:
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(G /)

1

1-7
g2
w, 22076
I-n
M, = (1+O(1+E-m) 4.92)
I-n
w, =0+
21-m)
w, =190+
20-m
Mozna zauwazy¢, ze dla funkcji (4.92) zachodzi zalezno$¢:
n=1= y(g.1) — oo (4.93)

Element podwdjnie nieskofniczony przedstawiony na rys. 4.11 b) jest z
kolei czterowgztowym, izoparametrycznym elementem Lagrange’a, pocho-
dzacym od elementu skonczonego Lagrange’a o dziewigciu wegztach. Analo-
gicznie jak w przypadku elementu pojedynczo nieskonczonego, wspodtrzedne
globalne punktéw 4 i 2 okreslone sg nastgpujaco:

(4.94)
Y4 =2y1 =Y
Geometrig elementu przedstawia zalezno$¢ (4.90), w ktére;j:
M=[m, M, ... M,]"
x=[y 0 xn x]’ (4.95)

y=D1 oy v wl”

Sktadowe macierzy M maja obecnie postac:
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__ 4
1-&5HA-m)
_ 1+ HE2m)
1-5Ha-m)
A+ 5HA+m)
M= aan
_ —25d+m)
1-&5HA~-m)

M,

2
(4.96)

4

Dla przyjetych funkcji odwzorowujacych (4.96) zachodzi:

E=1An=1=x(&n) 5 ony(é,n) > (4.97)

4.5. Makroelement podloza warstwowego

Wspétpraca konstrukcji z dowolnie uwarstwionym podiozem gruntowym
jest problemem zlozonym, nawet jezeli przyjmie si¢ zalozenie, Ze grunty
poszczegdlnych warstw sa materialami izotropowymi i liniowo-sprezystymi.
Dos¢ powszechnie stosowane do opisu o$rodka gruntowego w zagadnieniach
interakcji konstrukcja-podioze modele analityczne (Winklera, Pasternaka,
Reissnera) okazuja si¢ tu by¢ daleko niewystarczajace. Modeluja one o$rodek
gruntowy czg¢sto w oderwaniu od jego rzeczywistych wlasnosci mechanicznych,
nie umozliwiaja réwniez uwzglednienia tej zasadniczej cechy geometrycznej
podtoza, jaka jest niejednorodno$¢ strefowa w kierunku pionowym. Przy
zréznicowanych modutach §cisliwosci poszczegélnych warstw moze to skut-
kowaé blednymi wynikami naprezen i odksztalcen. Realistyczne oszacowania
tak osiadan jak i deformacji konstrukcji spoczywajacej na geometrycznie
skomplikowanym uktadzie warstw wymagaja petnej, tréjwymiarowej analizy
MES, ktéra jest z reguty zadaniem czasochtonnym i kosztownym.

Alternatywna grupe w zakresie modelowania o$rodka gruntowego
w zagadnieniach interakcji, pozwalajaca na osiagnig¢cie pewnego kompromisu
migdzy dokladnos$cia a czasochtonnoscia obliczen stanowia modele numeryczne
podtoza z efektywnym modelem Kolara-Nemeca (K-N) [6] na czele. Symulacja
zachowania podtoza przez ten model pozwala na znaczne uproszczenie procesu
obliczeniowego, przy wyrazeniu wszystkich niezbgdnych wilasnosci podioza,
ktére w analizie uktadu konstrukcja-podtoze warstwowe nie moga by¢
pominigte.



4.5. Makroelement podtoza warstwowego 127

4.5.1. Zwiazki podstawowe modelu podloza warstwowego

Punktem wyjscia do rozwazan jest uktad n stref obliczeniowych o zmiennych
grubosciach K (x,y),(=12,...,n), ktéry spoczywa na podlozu nieod-

ksztatcalnym (rys. 4.12).
q(x.y)

)

Rys. 4.12. Podtoze dowolnie uwarstwione

Grunty poszczegdlnych warstw traktowane sa jako materiaty liniowo-sprezyste
i niejednorodne, wyspecyfikowane w ogdlnosci za pomocag modutéw Younga

i Kirchhoffa, odpowiednio EY =EV(z) oraz G? =GY(7). Wszystkie

granice warstw geologicznych musza by¢ pokryte powierzchniami z=H
stref obliczeniowych, lecz nie odwrotnie.

Istota modelu podloza warstwowego, ktéry oparty jest na tzw. efek-
tywnym modelu Kolara-Nemeca sg ograniczenia nalozone na przemieszczenia:

uy (x,y,2)=0 (@x=x,y)
Mii) (x,y,2)= w (X, ¥, 2) =wi, (6, 3) fiy (%, y,2) + (4.98)
+ Wiy (6, ¥) fian (%5, 2)

W zaleznosci (4.98) wskazniki ujete w nawiasy nie podlegaja konwencji
sumacyjnej. W zalezno$ci tej poszczegdlne symbole oznaczaja:
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()

a

"en

u ui’) — przemieszczenia punktéw warstwy "i" w kierunkach osi wspot-

rzednych x,y,z; wg), Wi, — ugigcia odpowiednich ptaszczyzn granicznych
z=H'""Y, przy czym H® =0; Sy finy — dane funkcje interpolacyjne

(l) "en

definiujace pionowy rozklad przemieszczenia w'"” wewnatrz warstwy "i".

Funkcje f;, oraz f,;, powinny spetnia¢ graniczne warunki geometryczne:

0 z=H" 1 z=H®
fo=11  z=H® fey=10  z=HUD (4.99)

W modelu K-N funkcje te opisane sa nastgpujaco (rys. 4.13):

H(l) _Z Z—H(i_l) .
fay 0 G- - fiisn =0 i i=12,..,n-1
H" -H HY -H
i (4.100)
B H(l) -z ~
Sy = HO _ gD n

Modut sprezystosci E)(z) w obrebie warstwy uzalezniony jest od modutu

przypisanego powierzchni srodkowej i -tej warstwy E ) w spos6b nastepujacy:

EV()=EN+kEV] . —1<k<l (4.101)
gdzie: &V =%[Z —HYPY]-1 jest wspétrzedna lokalna i-tej warstwy
h 1
(rys. 4.14).
1
H%0

1
HD
H? /

H®-2)

1
@D \
H(n) /

z f

[u iy

5 fo  fan  fw

Rys. 4.13. Wykresy funkcji opisujacych rozktad ugig¢ wzdtuz grubosci podtoza
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ey 1 x
¢V—1
Warstwa || | ______ | __________ _(_;_( i)fp_
(13 i (13 h(l)
Ho V=
2
z

Rys. 4.14. Globalny i lokalny uktad wspétrzgdnych i -tej warstwy

Przyjmujac, ze warstwy moga mie¢ zmienna grubos¢, zaklada sig, ze
powierzchnie graniczne sa plaszczyznami dowolnie nachylonymi w stosunku do
ptaszczyzny xoy (rys.4.12). Mozna je wigc opisa¢ rownaniami:

HOx,y)=a +bPx+cVy+dVxy (4.102)

gdzie a,b,c,d sa parametrami, ktére wyznacza si¢ na podstawie wspétrzednych

punktéw lezacych na odpowiedniej powierzchni graniczne;.
Na podstawie zaleznos$ci (4.98) oraz zwiazkéw Cauchy’ego otrzymuje si¢
nastgpujace wyrazenia opisujace sktadowe pola odksztatcenia:

€ 3p=0

o1
€ Ex)zza(w(i) Jioy ¥ Warn fasn)sa (4.103)

() _
€ .. =Way fiy + Wiy fin) 2

Zwiazki fizyczne opisujace przyjety osrodek mozna w przypadkach anizotropii
zawartych w przedziale <izotropia, ortotropia> zapisa¢ w postaci:

@) _ (D) o 3G) (i) (i) s s
O-ilj_Giljgilj+5ijlek gklk L,]=X,),2 (4.104)

przy czym J; ; Jest delta Kroneckera.
Wystepujace w réwnaniach (4.106) parametry materiatowe G f’j) oraz ¢ (]’,){ i -tej

warstwy tworza macierze:
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G GV GY 0 .. c?
G = C], P = : (4.105)
sym GY sym 0

2z

W przypadku o$rodka izotropowego parametry te wyrazaja si¢ przez techniczne
stale wzorami:

_ E(d-v)

D A+ vy =2v)
E

Gjy=— i#j 4.1

WD 21 +v) / (4.106)
Ev

G. . .=——" ;

W d+v)@2-v) /

Na podstawie zwigzkéw (4.103) i (4.104) otrzymuje si¢ pole napr¢zenia
o nastepujacych sktadowych:

(i) _ (i)
O o= 50:/3 g, Wy Fiy ¥ Wasy fin)) o2

| .

@) _ (@)
2 ol:z—EG az Wiy fiy T Wiy finn)sa (4.107)
o D=G D (W, for +Weans frnn)

zz a3 i) J () i+ J(+1) /2

Wyrazenie na energi¢ sprezysta (por. zalezno$¢ (3.67)) przyjmuje w rozpa-
trywanym zagadnieniu nastg¢pujaca postac:

| DING DI i
My =3 X, j!j)(aigg§§+2aé,§ eg)dv®, (4.108)
=l y, G

ktéra wynika z przyjetego zalozenia (4.98) .
Podstawiajac do zaleznos$ci (4.108) zwiazki (4.103) i (4.107) otrzymuje sig:

1 n ;
HW :E 2 'U {G gg[(W(i) f(i) + Wi f(i+1)),z ]2 +
G=0)

. (4.109)
+EG (Ol!)z [(Way fiy + Wasny fisn)sa 1?}d:"dQ
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gdzie przez | oznaczono umownie catkowanie w granicach grubo$ci odpowie-
i)
dniej warstwy.
Calkowita energia potencjalna przy uwzglednieniu pracy sit zewngtrznych
ma postac:

M. =M, +L (4.110)

gdzie II, okreSla zalezno$¢ (4.109), natomiast potencjat sil zewngtrznych
opisany jest nastepujaco:

L=Y [q"(xz) w"(xy.2)dv? (4.111)
(=1 i)

4.5.2. Specyfikacja makroelementu podloza

Zwiazek (4.110) stanowi podstawe¢ do uzyskania réwnan MES. W tym
celu ciaglty model podtoza zostaje podzielony wzajemnie prostopadtymi ptasz-
czyznami pionowymi na elementy skonczone (rys. 4.15) [10].

Makroelement podtoza jest zbiorem ptaskich elementéw skonczonych
pokrywajacych powierzchnie graniczne warstw (rys. 4.16).

Funkcjonat (4.111) mozna przedstawi¢ w postaci sumy energii poten-
cjalnych poszczegdlnych warstw:

HW=%(H O+ 0+, +T1 () (4.112)

gdzie:

I, :LI (I.) (G 221wy fay + Waeny Fnn)oe 17+
B (4.113)

I 5
+5G (a)z (W) fioy + Wary fasn) e 1? }dz"aQ
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z

Rys. 4.16. Makroelement podtoza warstwowego
Analogicznie mozna przedstawi¢ potencjat sit zewngtrznych (4.111):
L=LO+L? +. . +L" (4.114)
gdzie:
LY =[[ [ g™ ey we (6 0) fo (%, 3,2+

o , (4.115)
+ Wein) (6 ¥) fiiay (X, 9, 2)] dz\" dQ
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Widoczne jest, ze w funkcjonale n@@’ i -tej warstwy wystepuja 1. pochodne
funkcji ugigcia, a wigc w modelu skoficzenie elementowym funkcje aproksy-
macyjne powinny by¢ z przestrzeni V, c H ".

Dla i -tej warstwy (rys. 4.17) przyjmuje si¢ liniowy rozktad ugig¢ wzdtuz
grubosci warstwy, opisany funkcjami ksztattu:

Ny =0,51-¢9)

o (4.116)
) Wi -1«
Warstwa @
« 1 113 h
gD
W(i+1) g_y
z
Rys. 4.17. Liniowy rozktad przemieszczen w obrebie i -tej warstwy
Tak wige funkcje interpolacyjne f;) 1 f,) okreslone sa nastgpujaco:

f =N,

oo (4.117)

f(i+1) = N(i+1)

Ugigcie i-tej warstwy mozna zatem zapisa¢ zgodnie z zalezno$cia (por.
zaleznos¢ (4.98)):

w® (x,y,2) = Wi (6, ¥) Ny + Wiy (6, 9) Ny =

Wi (4.118)
= [N(i) N(i+1)] W

(i+])

W obrgbie powierzchni granicznych i -tej warstwy przyjmuje si¢ czterowgztowe
elementy prostokatne o SSW=1 (rys. 4.18).
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“element” e
Warstwa (zbior 2 elementow)

T3

1

Wii+1) 2

Rys. 4.18. Elementy skonczone usytuowane na powierzchniach granicznych
i -tej warstwy

Wektor przemieszczen weztowych dla i -tej warstwy ma zatem postac:

80 =[8,, 8" (4.119)
9 :[Wi Wiz - Wir]T
gdzie: oomon T “ . (4.120)
0. = [W(i+l)l Wiz o W(i+l)r] , r=4

Wektor przemieszczen weztowych makroelementu (rys. 4.16) przedstawia sig
nastgpujaco:

3¥ =80 8@ . 8¢V |T=fs, b, .. 8] (4.121)

Zgodnie z podejsciem Ritza zwiazek miedzy przemieszczeniami wewnatrz
elementu a przemieszczeniami weztowymi opisuje zalezno$¢:

Wit

Wiiy2
W(i):[Nl N, N, N4] Was =N5(i)

W4
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Wit
Wit 2
Wit :[Nl N, Nj N4] =N5(,'+1) (4.122)
Wi+3
Wiitl)4
gdzie:
N, =0,251-8)1-n)
N, =0,251+ &)1 -
2 A+5H)A-1) 4.123)
N;=025(1+&)A+7)
N, =0251-&1+7n)
Podstawiajac zwiazki (4.117) i (4.122) do wyrazen (4.113) oraz (4.115)
odniesionych do elementu ,,e” otrzymuje sig:
e = He {i) {GOUNS;y Ny + N8 1y Nijypy))o 17+
o (4.124)
+— G DINS Gy Ny + N8 iy Niyr))og 171z dQ
oraz:
(l) — (i) e
LY = f q UIN8 ) Ny + N8 i) Ny dzdQ (4.125)
¢ n
Biorac pod uwagg zaleznos¢:
ED =2 [z g1 (4.126)
h(l)
otrzymuje sig:
@) _ h" (1)
dz= é‘(’) il< a'f (4.127)
Zatem:
MO = | [ (@d:"de =[] | (°)d9€ ' ag (4.128)

¢ p® Q¢ -1
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oraz:

" . ! Y
LY = ([ [(®d:PdQ¢ = [ [ (¢)dQ —a&? (4.129)
Q¢ p Q¢ -l 2

Dokonujac Scistego catkowania analitycznego zalezno$ci (4.128) i (4.129)
wzgledem zmiennej &, co jest zadaniem nieskomplikowanym wobec postaci

funkcji ksztattu (4.116), otrzymuje si¢ funkcjonat II (Vi)e i potencjat sit

zewnetrznych L “ zalezne jedynie od wspétrzednych x,y . Tak wigc:

I (x, y,2) =TT W (x, y)
e e (4.130)
LY (x,9,2)=>L" (x,y)

Funkcjonal energii potencjalnej makroelementu przedstawia si¢ zgodnie
z zalezno$cia (4.114) nastgpujaco:

I =TT )4+ T1 (4 .+ 11 ¢ (4.131)

Podobnie mozna przedstawi¢ potencjat sit zewngtrznych makroelementu (por.
zaleznos¢ (4.114)):

M =L@ L™ (4.132)

Na podstawie zaleznosci (3.77) uzyskuje sig:

g oy +L") ;
95° 95° @

=k 8" +FM (4.133)

gdzie macierz sztywnosci makroelementu ki mozna przedstawi¢ w naste-
pujacej formie:
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Kk Ky
k22 k2n

Ky = W W (4.134)
sym ky'

Podmacierze k{,‘l,C (i,k=1,2,...,n) macierzy k% opisuje wyrazenie (w ktorym

nie uwzgledniono catkowania analitycznego wzgledem zmiennej & ¥):

ik 2 i 1
kWrm = H Z I {G (z; Nr Nm N(i),z N(k),z +-G (a)z(Nm,tx N(k) +
qe (D=1 (D) 2
@) 1 e (4.135)
rrm=12,....4
Wektor F¥ przedstawia si¢ natomiast nastgpujaco:
r
F¥ =[F, F, .. F,] (4.136)
gdzie:
T
Fo=[Fo Fun - Foul (4.137)
oraz:
F(i)r: H Jq(l) N(i) Nr dZ(i) dQe r=1,2,...,4 (4138)

0° h(l)

Warto nadmienié, ze w odréznieniu od przyjetego w modelu K-N rozkladu
modutu sprezystosci wzdhuz grubosci warstwy (por. zaleznos¢ (4.103)) mozna
przyja¢ opis bardziej zblizony do rzeczywistosci, zgodnie z ponizszym
wyrazeniem:

EV2)=EP+E"(2) (4.139)
przy czym wspotczynniki E, i E, wyznacza si¢ dla odpowiedniej warstwy na

podstawie liniowej regresji warto$ci modutéw uzyskanych z pomiaréw na
réznych gtebokosciach.
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4.5.3. Uwagi dotyczace kalibracji parametré6w modelu
podlfoza warstwowego

Praktyczny sens stosowania makroelementu podioza warstwowego polega
na redukcji analizy MES zagadnienia tréjwymiarowego do dwdch wymiaréw
przy wykorzystaniu znanych funkcji rozktadu przemieszczen pionowych wzdtuz
grubosci warstw. W racjonalnym makroelemencie warstwowym uwzglednia sig¢

tez znang (na przyktad [4]) zmienno$¢ modutéw Younga E @i Kirchhoffa G
na glebokos$ci. Innym aspektem tej operacji jest znaczne przyspieszenie procesu
obliczeniowego. Zamiast trojwymiarowej siatki elementéw skonczonych
podtoza o trzech stopniach swobody w kazdym wezle stosuje si¢ zbiér plaskich
elementéw na granicach warstwy o jednym stopniu swobody.

Wymienione cechy modelu wskazuja na jego duza przydatno$¢ w
liniowych analizach zagadnien wspétpracy konstrukcji z podtozem gruntowym.
Wzglednie miarodajna ocena uzyteczno$ci modelu wymaga jednak odniesienia
si¢ do problemu kalibracji jego parametréw. W modelu podioza warstwowego
parametrami tymi sa modut odksztatcalnosci i modut Kirchhoffa warstwy: E
i G”. Mozliwos¢ wiarygodnej identyfikacji tych parametréw stwarzaja
wspoélczesne badania penetracyjne gruntu. Wymieni¢ tu mozna sondowanie
statyczne CPTU (zalecane przez system europejskich norm geotechnicznych
ujetych w EUROKODZIE 7), badania dylatometrem (testy DMT) wzglednie
badania presjometryczne [4]. Przy wykorzystaniu sondy CPTU wartoSci
parametréw geotechnicznych mierzone sa w sposéb ciagly na catym przelocie
otworu badawczego. Uzyskane z sondowah dane pozwalaja na precyzyjne
okreslenie zaréwno modutu odksztalcalnosci na catej badanej glebokosci, jak
réwniez granic warstw geotechnicznych o zblizonych parametrach wytrzyma-
tosciowych. Eliminuje to uciazliwe poszukiwanie zaleznosci teoretycznych
zmian modutu odksztalcalno$ci, ktoére z reguly nie odzwierciedlaja jego
rzeczywistego rozktadu, jako ze pomija si¢ w nich wpltyw prekonsolidacji
(OCR). Szczegétowy opis sposobéw pozyskiwania realistycznych oszacowan
modutu odksztatcalno$ci podioza znalez¢ mozna w pracy [4].



Rozdziatl 5

PRZYKEADY ZASTOSOWAN MRS I MES
W ANALIZIE STATYCZNE]
KONTRUKCJI POSADOWIONYCH

NA PODLOZU SPREZYSTYM

5.1. Uwagi wste¢pne

W niniejszym rozdziale przedstawione beda przyktady zastosowan metody
réznic skonczonych i metody elementéw skonczonych w rozwiazywaniu
zaréwno prostych zagadnien wspdtpracy konstrukcji z podiozem sprezystym,
jakimi sa belki na podtozu Winklera, jak i zagadnien ztozonych, do ktérych
niewatpliwie zaliczy¢ mozna ptyty wyzszego rzedu na podtozu warstwowym.
Przyjete do opisu zachowania sig osrodka gruntowego pod obciazeniem modele
podtoza sprezystego, a mianowicie model Winklera, warstwa Wlasowa i model
K-N sa reprezentantami trzech zasadniczych grup modeli podioza stosowanych
w zagadnieniach interakcji konstrukcja — podioze, tj. modeli prostych, podsta-
wowych i ztozonych. Ilustruje to schemat klasyfikacyjny modeli podioza
przedstawiony narys. 5.1 [3].

Pierwsza grupa modeli podloza — analogi globalne, ktérej przedsta-
wicielem jest model Winklera obejmuje schematy podioza, ktére nie repre-
zentuja masywu gruntowego w Scistym sensie, a jedynie sa zastgpczymi
uktadami mechanicznymi, konstruowanymi w ten sposéb, aby rozktad ugigé
powierzchni do$¢ dobrze nasladowal krzywe do$wiadczalne. Model Winklera,
ktéry jest zestawiony z wzajemnie niepowiazanych sprezyn o jednakowej
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charakterystyce sprezystej, cechuje lokalno$¢ i proporcjonalnos¢ zwigzku
,obciazenie — osiadanie”, co oznacza daleko idaca idealizacj¢ rzeczywistego
masywu. W rezultacie model ten nie daje pewnych oszacowan, a jego dobra
zgodnos¢ z rezultatami badah doswiadczalnych i bardziej precyzyjnych analiz
numerycznych jest czgsto przypadkowa.

MODELE PODLOZA SPREZYSTEGO

MODELE ANALITYCZNE

| MODELE NUMERYCZNE

MODELE
ZIOZONE

MODELE MODELE
PROSTE PODSTAWOWE

(ANALOGI
GLOBALNE)

\ 4

POLPRZESTRZEN | | O ZLOZONYCH || UKEADY
SPREZYSTA WARUNKACH WIELO-
BRZEGOWYCH || WARSTWOWE

MODELE . |
DWU- /

PARAMETROWE | WARSTWA

MODEL
WINKLERA

KLASYCZNA MODELE 3-D MES
\ 4 Z OGRANICZENIAMI
FILONIENKO- l
BORODICZA WARSTWA
WLASOWA MODEL

KOLARA-

l ' NEMECA
PASTERNAKA (K-N)

- MODEL
SWITKI- MIEDZIALOWSKIEGO
MURAWSKIEGO

A4

Rys. 4.1. Schemat klasyfikacyjny modeli podtoza spr¢zystego stosowanych
w zagadnieniach interakcji konstrukcja - podtoze

Warstwa Wilasowa nalezy do grupy modeli podstawowych, w sktad ktorej
wchodza takze modele polprzestrzeni sprezystej 1 warstwy klasyczne;.
W odréznieniu od analogéw globalnych, podstawowe réwnania modeli tej grupy
nie s3 zalezno$ciami zatozonymi a priori, lecz wynikaja z rozwiazania
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zagadnien klasycznej teorii sprezystosci dla ciata izotropowego i jednorodnego.
W wyniku tego parametry E, v tych modeli sa $rednimi parametrami
materiatowymi, ktére mozna wyznaczy¢ w laboratorium lub w terenie. Modele
podstawowe wykazuja niezla jako$ciowa zbiezno$¢ do wynikéw pomiardw,
amodel Wtasowa jest szczegdlnie interesujacy z uwagi na tatwo$¢
implementacji numerycznej i mozliwos¢ metodycznego doboru grubosci
rozpatrywanej warstwy sprezyste;.

Trzecia grupa modeli — modele zlozone, stanowi rozwinigcie modeli
podstawowych w kierunku mozliwie najlepszych aproksymacji rzeczywistego
masywu gruntowego. W ramach liniowej teorii sprezystosci nalezy wyrdzni¢
tutaj model K-N, ktéry stanowi energetyczny odpowiednik warstwy Wlasowa.
Umozliwia on rozpatrzenie dowolnego uwarstwienia podloza, jak réwniez
zmiennoéci modutu odksztatcalnoéci wraz z gtebokoscia. Sciste potraktowanie
tego problemu wymagatoby zastosowania modelu strefy uwarstwione;j,
uwzgledniajacej rézne parametry warstw oraz warunki zszycia na ich stykach,
co prowadziloby w rezultacie do tréjwymiarowej analizy MES. Uwzglednienie
uwarstwienia w modelu K-N jest nieporéwnywalnie prostsze, a przy tym
wprowadzenie podzialu na warstwy, nawet w przypadku podtoza jednorodnego
zwieksza doktadno$¢ uzyskanych wynikow w poréwnaniu z warstwa Wiasowa.

Warto nadmieni¢, ze model Winklera, pomimo swoich mankamentéw jest
w dalszym ciagu do$¢ powszechnie wykorzystywany w analizie zagadnien
wspoélpracy konstrukcji z podlozem gruntowym, gtéwnie z uwagi na tatwos¢
implementacji numerycznej. Jednak tylko wtedy, gdy odksztalcalna warstwa
gruntu ma mata grubo$¢, model ten wydaje si¢ by¢ odpowiedni, dajac wyniki
zbiezne z rezultatami dla warstwy klasycznej. W chwili obecnej model Winklera
wykorzystywany jest m.in. w takich programach MES jak SAP 2000, Robot,
PlaTo 4.0 czy ABC plyta — wersja podstawowa.

Analizowane w niniejszym rozdziale modele podtoza, wtacznie
z przedstawionym w rozdziale 4 modelem podioza warstwowego, cechuje
sprezystos¢ 1 liniowos¢ zwiazkéw ,.naprezenie-odksztatcenie”. Powszechnie
wiadomo, ze zwiazki te dla o$rodka gruntowego charakteryzuja si¢ silna
nieliniowo$cia; w $wietle nowych badan tréjosiowych i badan dynamicznych —
takze w zakresie malych i bardzo matych odksztalcen [4]. Wspdlczesnie
dostrzega si¢ potrzebe¢ wdrazania modeli uwzgledniajacych niesprezystosé
i silng nieliniowos$¢ os$rodka gruntowego do analiz obliczeniowych geotechniki.
Nie oznacza to jednak calkowitej rezygnacji z sensownych modeli liniowo-
sprezystych, takich jak oméwiony wczes$niej model warstwowy typu K-N. Jest
tez inny wazny powdd, by stosowac i doskonali¢ takie modele. Analizy MES
i WMRS zagadnien liniowej sprezystosci stanowia wszak powtarzalne, bazowe
ogniwo wszystkich procedur przyrostowo-iteracyjnych, stosowanych w ana-
lizach zagadnien fizycznie nieliniowych, charakterystycznych dla os$rodkéw
hiposprezystych, sprezysto-plastycznych, itp.
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5.2. Belka spoczywajaca swobodnie na podiozu
Winklera - WMRS

Rozpatruje si¢ belke o stalym na dlugosci module sprezystosci E i
przekroju poprzecznym A spoczywajaca swobodnie na podlozu sprezystym
(rys. 5.2). Zaktada sig¢, ze w plaszczyznie kontaktu nie wystepuja sily tarcia,
a wigzy sa dwustronne. Poszukuje si¢ rozktadu ugi¢¢ i momentéw zginajacych
w belce.

/77 \\
1 1 172 12

174 174 V4 ) )
A A A A A

Rys. 5.2. Belka spoczywajaca swobodnie na podtozu sprgzystym

Réwnanie osi odksztatconej belki (4.1) ma dla rozwazanego zagadnienia postac:

d*w(x)
EJ P =q(x)—q,(x) 5.1

gdzie g, (x) jest odporem gruntu (reakcja podioza).

Warunki brzegowe dla belki spoczywajacej swobodnie na podtozu wyrazaja si¢
w zanikaniu sit wewngtrznych (tj. momentu zginajacego i sity poprzecznej) na
koncach swobodnych belki. Zachodzi zatem:

42
M|x=0 :_EJ?‘;} x=0 =0

42
M|x=3l =_EJ?‘2/V|X=3[ =0

2 (5.2)
Q|x:O :_EJ?|X=O =0

FE
Q| w3 =—EJ ?;V|x=31 =0

Rozpatruje si¢ wigc zagadnienie brzegowe (1.1), w ktérym:
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d4
it
5.3
f=_(q_QS) ( )
u=w(x)

przy danych warunkach brzegowych opisanych réwnaniami (5.2).

Model Winklera nalezy do analogéw globalnych, istota ktérych jest
symulacja zaleznoS$ci ,,obcigzenie-ugigcie” powierzchni podloza za pomoca
zastgpczego ukladu mechanicznego (spr¢zyn z membrana, warstwy
$cinanej itp.). Analogi globalne abstrahuja od rzeczywistej budowy masywu
gruntowego, oraz od zwiazkéw ,naprezenie-odksztatcenie” w jego punktach.
W modelu tym zwiazek migdzy sita (reakcja podtoza) a ugigciem ma charakter
liniowo-proporcjonalny:

q; =kow(x) (5.4)

gdzie k, jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci (parametrem modelu).
Przy uwzglednieniu zwigzku (5.4) réwnanie (5.1) przybiera postac:

4
Er 4 ng) = g(x) = kow(x) (5.5)
dx

Zalezno$¢ (5.5) jest rownaniem osi odksztalconej belki spoczywajacej na
podtozu Winklera. Funkcjonal réwnowazny réwnaniu (5.5), okreSlajacy
catkowita energi¢ potencjalng belki na podlozu Winklera i bedacy suma energii
potencjalnej belki (2.72), pracy podloza sprezystego i pracy sit zewngtrznych ma
postac:

2
1 g2 I
M. =T, +11, + L, =%Ejj[d Wéx)] dx+%k0 [[w(o))dx -
0 dx 0
(5.6)

— jq w(x)dx
0

Funkcjonal (5.6) stanowi podstawg do zastosowania do rozwigzania sformu-
towanego zagadnienia brzegowego wariacyjnej metody réznic skonczonych.
W tym celu dokonuje si¢ podzialu belki réwnomierng siatka dyskretyzacyjna o
boku oczka Ax=1/2 (rys. 5.3).
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Rys. 5.3. Belka z naniesiona siatka dyskretyzacyjna

Dyskretna posta¢ wyrazenia (5.6), po zastapieniu dla kazdego wezta drugiej
pochodnej odpowiednim ilorazem réznicowym przybierze postac:

c=5 Iz Al et o 2 Wi AN

(5.7
7
= 2 g W Axy
k=1
gdzie:

91 =492 =93 =4
q4 :q; :q7 :0 (5.8)
96 :E

W zaleznosci (5.7) Ax, dla wezléw skrajnych ,,1” 1 ,,7” jest rowne 0,5Ax. Dla
pozostatych weztéow Ax, = Ax (k=2,3,...,6).

Ugigcia fikeyjne w, 1 wy wyznacza sig z warunkow brzegowych (5.2) 5 :

2
w4
X Ax
d? 2w, + 69
dx Ax

Réwnania algebraiczne na wyznaczenie ugi¢¢ kolejnych weztéw otrzymuje sig
z warunku (2.79), ktéry obecnie przybiera postac:

Al

=0 @=12,....7) (5.10)
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Przyktadowo dla i =1 (wgzet ,,1”’) na podstawie zaleznosci (5.10) otrzymuje sig:

=—FEJ

oIl —2w, +
c_1 (2'W3 Wy W 1J'Ax+%ko2w1'0,5m—

ow, 2 Ax? Ax? (5.11)
-¢q-05Ax=0
Stad:
EJ 1 q

Postepujac analogicznie dla kolejnych weziéw siatki podziatu uzyskuje si¢ uktad
réwnan, ktéry w zapisie macierzowym przedstawia si¢ nastgpujaco:

‘DL -2 1 0 0 0 0 |[w q/2
D2 -4 1 0 0 0 ||lwm q
D3 -4 1 0 0 ||[w q
D3 -4 1 0 [{w,t=B-{ 0 (5.13)
D3 -4 1 ||ws 0
| sym D1 ||w, 0
gdzie:
4
B=2"  pi=1+24,. D2=5+Bk,. D3=6+Bk,
EJ 2
Dla danych:
Ax=1 [m]
EJ =1432-10° [N m?]
ko =10" [N /m] (5.14)

g=2-10° [N/m]
P=10* [N]
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otrzymuje si¢ nastgpujace rozwiazanie ukladu (5.13):

w, 1,009
W, 1,378
wy| (1777
w, p=42,2804-107"  [m] (5.15)
W 2,975
we| 13,792
w, | 4,455

Na podstawie uzyskanych wartosci ugig¢ (5.15) oblicza si¢ wedlug zaleznos$ci
(2.25) zapisanej réznicowo dyskretne warto$ci momentéw zginajacych:

M, =—Ey Y =2 Vi k=23,...6 (5.16)
Ax
Otrzymuje sig¢:

M, —-429
M, —1489
M, =:-2749; [Nm} (5.17)
M —-1749
M 2205

Zobrazowaniem wykonanych obliczen sa wykresy linii ugigcia i momentéw
zginajacych analizowanej belki przedstawione odpowiednio na rys. 5.415.5.
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Rys. 5.4. Rozktad ugig¢ w belce na podtozu Winklera
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Rys. 5.5. Rozktad momentéw zginajacych w belce na podtozu Winklera
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5.3. Belka spoczywajgca swobodnie na podtozu
Wiasowa — WMRS

Analizuje si¢ analogiczna jak w podrozdziale 5.2 belk¢ na podtozu
sprezystym, przy czym jako model podioza rozpatruje si¢ warstwg Wlasowa
opisana réwnaniem rézniczkowym (3.36). Biorac pod uwage przyjety model
podtoza réwnanie osi odksztatconej belki (5.1) przybierze obecnie postac:

a'4w(x) dzw(x)
EJ . :q(x)—|:—2t 12 + kw(x) (5.18)

Parametry k i ¢+ modelu Wilasowa, charakteryzujace pracg podtoza odpowiednio
na S$ciskanie i $cinanie wyrazaja si¢ poprzez parametry materialtowe w sposéb
nastgpujacy:

h
k=]G.. (f..) dz

0

o (5.19)
t=—[G fdz

20

gdzie h jest gruboscia warstwy, G _, =M
- (A+v)A+2v)

natomiast f jest funkcja definiujaca pionowy rozklad przemieszczenia

(por. zaleznos$¢ (4.106)),

w obrgbie warstwy opisang zaleznoscia (4.100) dla i=1.

Mozna zauwazy¢, ze podloze Wlasowa jest szczegdlnym przypadkiem
omoéwionego w podrozdziale 4.5.1 podloza warstwowego, tj. opisuja go zwiazki
dla modelu warstwowego, w ktérym i=1.

W odréznieniu od modelu Winklera, podloze Wtasowa lepiej odzwierciedla
rzeczywista niecke osiadan pod fundamentem, co zobrazowano dla przypadku
obciazenia réwnomiernie roztozonego na rys. 5.6.

ERERERRRRRRERN

Wiasow

krzywa
doswiadczalna

I

Winkler

Rys. 5.6. Por6wnanie rozktadu osiadan dla modelu Winklera i Wtasowa
z krzywa do§wiadczalna



5.3. Belka spoczywajaca swobodnie na podlozu Wlasowa 149

Widoczne jest, ze w przypadku podtoza Winklera ugigcia rozktadaja si¢ tylko
w obrysie fundamentu, podczas gdy dla modelu Wtasowa ugigcia zanikaja
w znacznej odlegltosci od fundamentu. Wynika stad konieczno$¢ uwzglednienia
w obliczeniach konstrukcji spoczywajacej na podtozu Wiasowa oddziatywania
podioza poza obszarem konstrukcji.

Funkcjonat catkowitej energii potencjalnej uktadu belka-podioze Wiasowa
odpowiadajacy wyrazeniu (5.6) przyjmie obecnie postac:

2
a2
HC:Hb+HWt+L:lj d”w(x) dx+lj{k[w(x)]2+
20| dx? 25,

(5.20)

2
+t[dw(x)} }dx—jqw(x)dx
dx 0

gdzie przez [ oznaczono umownie catkowanie po dtugosci belki i dtugosci
Ip

podtoza poza belka.

Funkcjonat (5.20) stanowi punkt wyjScia do zastosowania WMRS do
rozwigzania belki posadowionej na podtozu Wiasowa. Dokonany w tym celu
podzial siatka dyskretyzacyjna belki i podtoza poza belka przedstawiono na
rys. 5.7. Przyjeto przy tym, ze ugigcia podioza zanikaja w odlegtosci dwukrotnie
wigkszej od przyjetego boku oczka siatki podziatu.

q

i I
T 7T /7'I T T
ORSOMOMOMOMONOMNONG) ® ©

AX AX  AX 6 X AX AX Ax  AX

y v y ) y y y
7 7 7 A A A A A

Rys. 5.7. Obszar belki i podtoza poza belka z naniesiong siatka dyskretyzacyjna

Zastgpujac w zalezno$ci (5.20) pochodne odpowiednimi ilorazami rézni-
cowymi otrzymuje si¢ dyskretna posta¢ funkcjonatu energii potencjalnej uktadu
belka - podtoze Wiasowa:
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1 T Wit = 2wy + Wiy ? 1 & 2.

2 Ax?
(5.21)

2
1 2 Wia _Wk—1j !
+—t| Y| /| A |- X quw Ax
2 [k:—l( 2Ax ¢ k:lqk L

gdzie Ax; =Ax; = Ax’, =Ax) =0,5Ax, natomiast dla pozostatych weztéw
Ax, =Ax) =Ax.

Ugigciami fikcyjnymi dla belki, a wigc ugigciami we¢ztéw nie nalezacych do
obszaru belki sg ugigcia w, i wg. Wyznacza si¢ je z warunkéw brzegowych
analogicznych do warunkéw (5.9). Otrzymuje si¢ wowczas:

Wy =2w; — W,

(5.22)
Wg =2W5 — We

Intensywno$¢ obciazenia g, + g5 dla kolejnych weztéw okresla zaleznos$¢ (5.8),
ponadto zachodzi réwniez:

co jest wynikiem przyjetego zatozenia odnosnie zanikania ugie¢ poza belka.
Uwzgledniajac w zaleznosci (5.21) zwiazki (5.22) i (5.23) otrzymuje sig:

II —lEJ i(wkﬂ_zwk"'wk—ljzm +lk %WZAXP‘F
€ 2 k=2 Ax? Cl20E T

2 2 2
+lt i Wit = Wi AxP + Mo 05Ax+| 1| Ax+
2 k=1 2Ax 2Ax 2Ax (5.24)

2 2
- W — W

+q3w3 + geWs) Ax

Zaleznos$¢ (5.24) oraz zalezno$¢ (5.10), w ktérej przyjmuje si¢ i=0,1,...,10
prowadzi do uktadu réwnan, umozliwiajacego wyznaczenie ugig¢ kolejnych

weztow siatki podziatu. Uktad ten przedstawia zwiazek (5.25), w ktérym
przyjeto nastgpujace oznaczenia:
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Al =k, +0375s,

przy czym:

(A1 0 A2
0 A3 -2
A5 -2 A6
A4 -4

S O O O O
o O o O

A2 =-0,25s,
A5=-0,25R, A6=5+kyB+05R, AT=6+k,B+0,5R, A8=-0,25R

Ax4

==
0 0
A4 0
—4 A4
AT -4
—4 A7
A4 -4
0 A4
0 0
0 0

A3=1+kyB+05R, A4=1-0,25R

t Ax? t
B T A
0 0 0 0w 0
0 0 0 0 |lw 0,5¢
0 0 0 0 |/w q
A4 0 0 0 ||w,
-4 A4 0 0 {w,e=BJ 0 (5.25)
A7 -4 A4 Wy 0
-4 A6 -2 A8 ||w P/Ax
A4 -2 A3 0 ||w, 0
0 A2 0 Al ||{w 0

Przyjmujac dane (5.14) oraz parametr podloza ¢=0,5k, otrzymuje si¢ po

rozwiazaniu uktadu (5.25) nastgpujace wartos$ci ugie¢ kolejnych weztow:

1,422
10,524
13,504
16,408
19,557
23,539
27,588
29,286

2,904

107 [m] (5.26)

Obliczone na podstawie rozwiazania (5.26) i zalezno$ci (5.16) momenty
zginajace przedstawiaja si¢ natomiast nastgpujaco:
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5.27)

Uzyskane wyniki ugie¢ i momentéw zginajacych przedstawiono na rysunkach
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Rys. 5.8 Rozktad ugig¢ belki i podtoza poza belka
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Rys. 5.9. Rozktad momentéw zginajacych w belce
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Na rysunkach (5.8) i (5.9) zamieszczono takze — celem poréwnania — odpowie-
dnie warto$ci otrzymane w podrozdziale 5.2 dla belki na podtozu Winklera.
Widoczny jest istotny wptyw przyjetego modelu podloza na rozktad ugigé
i momentow zginajacych w belce.

5.4. Belka na podtozu Winklera z wi¢zami
jednostronnymi - WMRS

Rozwaza sig belke jak w podrozdziale 5.2 przyjmujac obecnie, ze wigzy sa
jednostronne. Oznacza to, ze podtoze sprezyste zdolne jest przenosi¢ tylko
obciazenia Sciskajace i ze belka moze odrywac¢ si¢ od podloza. Zagadnienie to,
ktére w swojej istocie jest zadaniem nieliniowym mozna numerycznie rozwigzac
postgpujac droga kolejnych iteracji. Iteracje te praktycznie dotycza zwalniania
wigzOw w punktach, w ktérych wystapity ujemne warto$ci ugie¢ podtoza, czyli
w miejscach, gdzie konstrukcja wykazuje tendencje do odrywania si¢ od
podtoza. Tym samym wigc obszar kontaktu konstrukcji z podlozem zostaje
sprowadzony do obszaru rzeczywistej wspolpracy podtoza z konstrukcja, jako ze
osrodek gruntowy nie ,,pracuje” na rozciaganie.

Przyjmuje sig, ze belka jest obciazona w $rodku rozpigtosci sita skupiona
(rys. 5.10). Do okreslenia jest rozktad ugie¢ w belce przy zalozeniu wigzéw
jednostronnych.

1,51 1,51
/IV /IV A

Rys. 5.10. Belka na podtozu Winklera

Do rozwiazania zadania zastosowano wariacyjna metode réznic skonczonych.
Przyjeto analogiczng jak w podrozdziale 5.2 dyskretyzacje¢ belki (rys. 5.3). Stad
tez rownania na wyznaczenie ugiec¢ kolejnych weztéw okresla zaleznos¢ (5.13),
w ktérej obecnie zmianie ulega wektor prawych stron w wyniku innego niz
w podrozdziale 5.2 sposobu obciazenia belki. Wektor ten okreslony jest
nastgpujaco:
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0 0
0 0
F’ =B 0 =B 0 (5.28)
44 P/Ax .
0 0
0 0
4
gdzie B =Ax—.
EJ
Przyjmujac dane:
EJ =17-10* [KNm”]
P=30[KN]
[=6[m] (5.29)
Ax=1[m]

ko =25-10* [KN /m*]

i rozwiazujac uklad réwnan (5.13) przy uwzglednieniu zalezno$ci (5.28)
otrzymuje si¢ nastgpujace wartosci ugie¢ belki na podtozu Winklera:

w, - 0,085
W, 0,076
Wy 0,299
w, r=1 0,536 107" [m] (5.30)
W 0,299
We 0,076
w, | |=0,085

Nalezy zwréci¢ uwage, ze uzyskane wartosci ugie¢ (5.30) dotycza wigzoéw
dwustronnych. Widoczne jest, ze w wezle ,,17 1,,7” belka wykazuje tendencje do
odrywania od podtoza (ujemne wartosci ugiec). W kolejnym kroku nalezy wigc
zwolni¢ wigzy w tych punktach, czyli rozpatrywa¢ w weztach ,,17 1 ,,7”
oddzielnie dyskretne réwnania ugi¢¢ belki i podioza. Prowadzi to do
modyfikacji uktadu réwnan (5.13), ktéry przybiera obecnie forme:
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1 -2 1 60 0 0 0 0 O0/]lw 0
-2 D2 -4 1 0O 0 0 0 O0/|lw, 0
1 -4 D3 -4 0 0 0 0 ||{w, 0
0 1 -4 D3 -4 1 0 0 0 ]|lw, P/Ax
0O O 1 -4 D3 -4 1 0 O |yws =B 0 (5.31)
0O 0 oO 1 -4 D2 =2 0 0 ||wg 0
O o0 o0 o0 1 -2 1 0 0 ||w, 0
0o 0 0 0 0 0 0 k O |w 0
o0 0 0 0 0 0 0 k||w! 0
przy czym
Ax
B=——, D2=5+Bk,, D3=6+Bk,,
EJ
natomiast w; +w,; oznaczaja ugigcia belki, z kolei w/ i w? ugigcia
odpowiednich weztéw podtoza.
Po rozwiazaniu uktadu (5.31) otrzymuje si¢ nast¢pujace wartosci :
w -0,262
W, 0,02
W 0,302
wy 0,555
ws =1 0,302 107" [m] (5.32)
W 0,02
Wy -0,262
w! 0
wy 0

Uzyskane wartosci ugie¢ (5.32) belki na jednostronnym podtozu Winklera
zobrazowano na rys.5.11. Na rysunku tym zamieszczono takze wyniki
rozwiazania analitycznego [12] (w obliczu symetrii geometrii i obcigzenia — dla

polowy rozpigtosci belki).
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Rys. 5.11. Rozktad ugig¢ belki na podtozu Winklera z wigzami jednostronnymi

Przy przyjetej do obliczen stosunkowo rzadkiej siatce dyskretyzacyjnej
widoczna jest dobra zgodno$¢ rozwiazania wariacyjng metoda rdznic
skonczonych belki na jednostronnym podlozu Winklera z rozwiazaniem
analitycznym.

5.5. Belka na podiozu dwuwarstwowym - MES

Rozpatrywana w poprzednich przyktadach belka posadowiona jest teraz na
podtozu, ktére jest uktadem dwoéch poziomych warstw o réznych grubosciach
i réznych parametrach materialowych. Belka poddana jest na calej dlugos$ci
dziataniu obciazenia réwnomiernie roztozonego o intensywnos$ci g (rys. 5.12).

Poszukuje si¢ rozktadu ugie¢ w belce.
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Rys. 5.12. Belka na podtozu dwuwarstwowym

Calkowita energi¢ potencjalna uktadu belka — podioze dwuwarstwowe
opisuje zalezno$¢:

I, =11, +1I, +L , (5.33)

w ktérej funkcjonal energii potencjalnej belki II, oraz potencjat sit
zewnetrznych L okre$laja odpowiednio zwiazki (4.5) i (4.7).

Energia potencjalna podloza warstwowego I, (por. zalezno$¢ (4.109))
przyjmuje dla rozwazanego uktadu dwoch warstw postac:

12 - 2
My =3 5§ 168 by iy o f), | +
GERIG) ’ (5.34)

1 2
+EG’(‘>)' [(W(i) Ty twa+n fi+ )x} }dy” dx

gdzie parametry G i’i iG i’i opisane sg zgodnie ze wzorem (4.106) nastgpujaco:

GO = EY (1_V(i)) o __ EY 5.35
v Ji-2w®@) i+ v®) (5-35)
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Poszukuje sig funkcji ugigeia w,;), (i=12), ktére minimalizuja funkcjonat

(5.33) 1 spetniaja warunki:

Wy (X) = w(x)
lim we) () =0 (5.36)

X—00

przy czym w(x) jest ugigciem belki, wg, 1 w,, sa ugigciami odpowiednich

powierzchni granicznych podloza.

Do rozwiazania sformutowanego zagadnienia brzegowego wykorzystuje
si¢ metodg elementéw skonczonych. Belka i podtoze dwuwarstwowe zostaja
podzielone liniami pionowymi, w wyniku czego zdyskretyzowany uktad sktada
si¢ z elementéw belkowych i makroelementéw podioza, bedacych zbiorem
dwéch liniowych elementéw dwuwegztowych (rys. 5.13).

g
[ ——
a D
~EF T z T
/ ) )
~Llel ! 2
w=0 (2)

Rys. 5.13. Makroelement podtoza warstwowego

Wektor przemieszczen weztowych makroelementu opisany zalezno$cia (4.123)
ma obecnie dwie sktadowe:

3" =[5, 8, (5.37)

T T
przy czym 6(1) Z[W(m W(I)Z] ) 5(2) = IW(2)1 W(2)2J :

Zgodnie z zalezno$cia (4.122) zwiazek miedzy przemieszczeniami
makroelementu i przemieszczeniami weztowymi ma postac:



5.5. Belka na podiozu dwuwarstwowym 159

Wt
W(1)=[N1 Nz] :Nﬁ(l)
Wiy2

(5.38)

Wy
W(2):[N1 Nz] =N6(2)
W22

gdzie funkcje ksztaltu N, i N, dla elementu liniowego, dwuwegztowego opisane
sa w uktadzie lokalnym (rys. 5.13) w nastgpujacy sposob:

N, =051-¢)

N, =0,51+¢) (5.39)

Funkcjonat (5.33) odniesiony do uktadu element belkowy — makroelement
podtoza ma postac:

¢ =10 + 1T +L° (5.40)

Podstawiajac do roéwnania (5.40) przyjete aproksymacje: dla elementu
belkowego (4.28) i dla makroelementu (5.38) oraz uwzgledniajac warunek
tozsamosci ugigc¢ (5.36), otrzymuje si¢ na podstawie zwigzku (3.77) nastgpujace
wyrazenie:

3
izgec =kf O +k) 8+ Ff (5.41)

gdzie gez[wlr ., w(z)r]T, r=1,2 oraz:
e 8 5
W s a2
ky Ky

przy czym:
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k‘}Vlll 0 kl}VllZ 0 kl}Vzll kl}Vle

ky = 0 0 0 ki =0 0 0

k‘}VIZI 0 klel22 0 klezZl k‘}VZZZ
(5.42)

0 0 0 0 0 0

];uzllz kv2|/111 0 kv%/lu Evizz 0 kv%/2 kv%/zu

ki 0 kia 0 ki iz

Wektor F, dla obciazenia réwnomiernie roztozonego odpowiada wektorowi F
okres§lonemu przez zalezno$¢ (4.40), powigkszonemu o sktadowe zerowe
odpowiednio do wektora d¢. Analogiczne postgpowanie nalezy zastosowaé w
celu uzyskania macierzy E; ze zwiazku (4.39).

Podmacierze k;’; (i=1,2) otrzymuje si¢ na podstawie zalezno$ci (4.135).
Przedstawiaja si¢ one nastgpujaco:

L0
() )
k:)Vrm_.l[(nyNVNm gNu),y Ny, dy” +

1 | »D |
+EGJ(C;'Nm,er,x .[N(I)N(Z)dy()+
0

" (5.43)

&) )
+Gyy N, N, (fl) Ny N .ydy™ +
h
L 2 f (2))
+5ny Nm’x NV,X ("DN(Z) N(k) dy d.x (I",m=1,2)
h

Do opisu rozkladu przemieszczen pionowych wzdluz grubo$ci warstw (por.
zalezno$¢ (5.34)) przyjmuje si¢ funkcje liniowa w pierwszej i nieliniowa
w drugiej warstwie (rys. 5.14):

h y y 1)
f(l) h(l) B f(2) = h(l) ye <0ah >
(5.44)
shy(H —y) )
fo =0, fo = shyh® yeln™.H)
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przy czym ¥ jest wspolczynnikiem zanikania przemieszczen (y=1,25/H ),

Zgodnie z wyrazeniem (4.117) zachodzi:

N =f
m =Ja
B (5.45)
Ny =fo
©_ 1
1% =0 “
1 (1)
h
a®@ Al
L@
u® i
Yy oy fe)

Rys. 5.14. Przyjete funkcje rozktadu przemieszczen pionowych
wzdtuz grubosci warstwy

Uwzgledniajac zwiazek (5.45) w zaleznosci (5.43) oraz obliczajac
analitycznie catki w granicach odpowiednich warstw otrzymuje si¢ nastgpujaca

posta¢ poszczegdlnych podmacierzy k{;{,‘ .

O 1 HO
kt!irm:.[ h()lj Nr Nm+EG§¢1})JTNr,x Nm,x)dx

l

(5.46)

(,12 1 JAQ)
ki?., =[| —=1N,N, +-—GD~—N_ N, +
I\ h 2 3 ' ’

1
+GAWDIN, N,y +- G BUCIN, (N, ) dx

sh2yh® +2yh® Bh®) = sh2yh® —2yh®

dzie: A(h'?)=
s 4y sh*yh® 4y sh*yh®
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Zalezno$¢ (5.41) po uwzglednieniu nastgpujacego wektora parametrow
weztowych, w ktérym zgrupowano parametry dotyczace i -tego wezta:

3¢ =[w, 0. wayl” (5.47)

mozna zapisa¢ w postaci:

dI—Ie - _ 666’ .
€l +kp L ES (5.48)
do 85¢
gdzie:
[ 12 6 12 6 ]
2o
4, & 2z
L, 1> L
0 0 0 0
k¢ = 1 6 (5.49)
[EE
L
lE
sym 0
K0 KD KD 0 k3
0O 0 0 0 0
22 21 22
ky = kil klfl 0 klfz (5.50)
k22 O k22
0 0
| sym k2222_
oraz:

Fbe z[qle/z qlez/l2 0 qle/2 _qle2/12 O]T (551)
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Zwiazek (5.48) 1 (3.78) stanowi podstawg¢ do otrzymania réwnan
rownowagi MES ukladu N elementéw belki spoczywajacej na podiozu
dwuwarstwowym. W celu przeprowadzenia obliczen dokonano podziatu belki i
podioza w obszarze i poza obszarem belki na elementy skonczone zgodnie z rys.
5.15. Zatozono przy tym, ze ugigcia podloza zanikaja w odlegtosci 1 m od
koncéw belki. Zrozumialtym jest, ze przyjety podziat w praktyce obliczeniowej
jest daleko niewystarczajacy. Celem jednak przesledzenia kolejnych etapéw
rozwiazania poprzestano na przyjetej dyskretyzaciji.

0§ sym.

@ © ®

0 o
p % e 1

\ € : \ (S :

— ¢ — L

:

]

1

1

]

1

1

1

1

1

!

q

1 m 1 m :

174 74 174
7 A A

Rys. 5.15. Przyjety do obliczen obszar belki i podioza wraz z podzialem
na makroelementy ,,el” i,.e2”.

Przyjeto nastgpujace dane:

EJ =10> [MNm?]

[=2 [m]

EY =10 [MPa)

v =0,35 glina
G" =37 [MPa]

hY =2 [m]

E® =36 [MPa)

y® =03 }piasek

G® =13,85 [MPa]
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h? =6 [m]

y=4 (5.52)
g=0,012 [MN/m]

Wobec przyjetych danych (5.52) macierze (5.49) i (5.50) przedstawiaja si¢
nastgpujaco:

1200 600 0 —1200 600 0
400 0 -600 200 0
k{ = 0 0 0 0 (5.53)
1200  —600 0
400 0
| sym 0 |
[ 4,367 0 -0,67 -1,517 0 —2,183]
0 0 0 0 0
—u 32,471 -2183 0 9,939
Ky = (5.54)
4,367 0 - 0,67
0 0
i 32,471 |

Wektor (5.51) ma natomiast sktadowe:
Ef =[ 0,006 0,001 0 0,006 -0,001 0 ]T (5.55)

Otrzymany na drodze agregacji globalny uktad réwnan MES, po uwzglednieniu
warunkéw brzegowych (por. rys. 5.15)

W =Wy =0, ¢.;=0 (5.56)

ma nastgpujaca postac:
[1208,734 600 —134 -1201,517 —2183][ w, 0,006
400 0 - 600 0 2% 0,001
64,942 —-2,183 9,939 Wiy = 0 (557)

1204,367 —0,67 W 0,006
sym 32,471_ W(2)3 0
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Rozwiazujac uktad (5.58) otrzymuje sig:

W, 1,2305
() 0,0228
W2 (=10,0531:-107  [m] (5.58)
W; 1,2441
Ways | 10,0921

Uzyskane dyskretne wartos$ci ugie¢ belki i podloza zobrazowano na rys. 5.16.

| q X |
T 777
0 : Y
P R . N S SR N h S_)___
= : :
» ! E
@ z i |
g i ]
£ 0 L S I
= : T ,
| @ | e
I L B S
0 1 2

odlegtos¢ [m]

Rys. 5.16. Ugigcia belki i podioza

5.6. Plyta wyzszego rzedu na podiozu
dwuwarstwowym - MES

Rozwaza si¢ jednorodna, izotropowa plyte wyzszego rzedu spoczywajaca
swobodnie na podlozu dwuwarstwowym, poddana dziataniu obcigzenia
prostopadtego do powierzchni Srodkowej g(x,y) (rys. 5.17). Analogicznie jak
w poprzednich przyktadach przyjmuje si¢ zalozenie, ze w plaszczyznie kontaktu
nie wystepuja sity tarcia, a plyta nie moze odrywac si¢ od podioza. Poszukuje si¢
funkcji ugigcia powierzchni srodkowej ptyty.
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q(xy)

h(l)\zy%%\

e @ M (1

2)
EQ @

Rys. 5.17. Ptyta spoczywajaca na podtozu dwuwarstwowym

Dla rozpatrywanego uktadu ptyta-podtoze dwuwarstwowe funkcjonat catkowite;j
energii potencjalnej jest suma energii deformacji sprgzystej plyty, energii
sprezystej podtoza i pracy sit zewnetrznych:

.= +I1, +L (5.59)

gdzie I1, IT,, i L okreSlone sa odpowiednio przez zaleznosci (4.62), (4.109)
i(4.63).
Poszukiwane funkcje ugigcia w; (x, y), ktére minimalizuja funkcjonat (5.59)

powinny spetnia¢ warunki analogiczne do opisanych przez zwiazek (5.36):

way (%, y) =w(x, y)

Jm w (%) =0 (5.60)

X, y—>°

Celem zastosowania MES do rozwiazania sformutowanego zagadnienia
brzegowego goérna powierzchnia podtoza, tj. powierzchnia z=0 (rys. 5.17)
zostaje podzielona na elementy, analogiczne dla ptyty i podtoza. Elementem
ptytowym jest 8-weztowy element serendipowski, wyspecyfikowany w pod-
rozdziale 4.3, natomiast makroelement podloza sklada si¢ obecnie z dwdch
8-weztowych elementéw izoparametrycznych, co obrazuje rys. 5.18.
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Rys. 5.18. Makroelement podtoza dwuwarstwowego

Wektor przemieszczen weztowych makroelementu podloza opisany zalez-
nos$cia (5.37) ma w rozpatrywanym zagadnieniu sktadowe:

o = [W(m Wy oeeee W(I)S]]T (5.61)

6(2) = [W(2)1 Wiy eeenes Wia)g

Zwiazek (4.122) przybiera natomiast formeg:
(5.62)

przy czym funkcje ksztaltu N, + Ng okreslone sa wzorami (4.68).
Macierz sztywno$ci makroelementu ma zasadniczo podobna budowe jak
przedstawia to zalezno$¢ (5.42), przy czym obecnie podmacierze k{,‘l,C (i=12)

maja nastepujaca postac (por. zwiazek (4.135)):

o

ik ) (1)

Ky, (GzerNm (I)N(l),zN(k),de +
o

=]
Q
1 1 1
+5G Ny oN, o [Ny Ny de +
0
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H
@ @)
+G 7N, N, {I)N(z),zN(k),de +
h

H
+%G 512; NyaN, o {1) Ny N dz(z))dQ rom=12,...8
h

gdzie przez [ oznaczono umownie catkowanie w obszarze ptyty i podioza,
Q

natomiast parametry G_. i G, opisuje zalezno$¢ (4.106).

Przyjmujac funkcje f,) 1 f, definiujace rozktad przemieszczen wzdluz
grubodci podioza wedltug wyrazenia (5.44), przy uwzglednieniu zalezno$ci

(5.45) i wykonaniu catkowania analitycznego otrzymuje si¢ podmacierze (5.63)
w nastgpujacej formie:

(€8} 1 h(l)
kt;rmz.[ huN Nm"'EG(oszNr,aNm,a dQl
Q

k., =k; = —QNN +1G(”£N N, o dQ

Wrm — Wrm_i[2 ]’l(l) r 'm 7 az 6 r,a''m,a

GO (5.64)
-[[

@
h” N, N, +-G gythN,’aNm’“G(fg AW'P)N,N,,

1
+EG D BhP)N, 4N, ade

gdzie A(h(z)) i B(h(z)) opisane sa jak w wyrazeniu (5.46).

W podrozdziale 5.5, w ktérym analizowano belk¢ na podtozu dwu-
warstwowym, oddziatywanie podioza poza belka uwzgledniono dzielac obszar
podioza wykraczajacy poza obrys belki na elementy skonczone. Przyjecie
rozmiar6w tego obszaru ma z reguly charakter intuicyjny, co powoduje, Ze
warunek (5.36) , ; moze by¢ spetniony jedynie z duzym przyblizeniem. Bardziej
doktadne spetnienie tego warunku umozliwiaja omdéwione w podrozdziale 4.4

elementy nieskonczone. Elementy te w rozpatrywanym przykladzie wyko-
rzystuje si¢ do uwzglednienia oddziatywania podioza dwuwarstwowego poza
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plyta. Pigciowgzlowe, izoparametryczne elementy pojedynczo nieskonczone i
czteroweztowe, izoparametryczne elementy podwdjnie nieskonczone (por. 4.4.2)
stosuje si¢ odpowiednio dla krawedzi swobodnych i narozy plyty. Elementy te
pokrywaja powierzchnie graniczne warstw w makroelemencie podioza (rys.
5.19).

Rys. 5.19. Umiejscowienie elementéw nieskonczonych w zdyskretyzowanym uktadzie
plyta - podtoze

Dla elementu pojedynczo nieskoficzonego geometria okres$lona jest przez

zalezno$¢ (4.90), natomiast pole przemieszczen w obszarze elementu opisuje
wyrazenie:

Wi

way =[N} Ny NsJ§ V7t =N§,
Wys
(5.65)
Wyt
Waya | —=
Wiy =[N} Ny NsJ{ 07 1=Nd,,
W)s

gdzie N, + Ny sa funkcjami ksztaltu okre$lonymi przez zwiazek (4.68).
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Odpowiednio dla elementu podwdjnie nieskonczonego geometri¢ i aproksy-
macje ugigcia przedstawia zalezno$¢ (4.95) oraz wyrazenie:

Wit
Yoz g3
W(1)=[N1 Nz“‘N4] . =N6(1)
W4
(5.66)
Wyt
W(z)Z[N1 Nz“‘N4] . :Nﬁ(z)
W24
przy czym funkcje ksztaltu N, + N, opisane sa nastgpujaco:
N, =025 -6 - Ny=(1-&H0A-77)
(5.67)

N,=051-&> 1> -n) N, =05 -6H1-77)

Minimalizacja calkowitej energii potencjalnej (5.59) elementu ptyty
wyzszego rzgdu na podlozu dwuwarstwowym prowadzi (por. zalezno$¢ (3.77))
do zwiazku, ktéry dla obszaru kontaktu ptyty z podtozem mozna zapisaé
W postaci:

W {k;{ 0} {66} J{R% kéq {S(D + F
856 " 21 22 6
0 0 (48x48) 0 (48x1) Ky ky (48x48) U D) (451 0 (48x1)

(5.68)

gdzie ky,, 8° i F¢ okreSlone sa odpowiednio przez zwiazki (4.74), (4.65)
i (4.76), natomiast podmacierz k‘%vz wyraza si¢ zgodnie z zaleznoS$cia (5.64).

W rownaniach (5.68) sktadowe wektora &,y sa zgodne z opisanymi przez

zwiazek (5.61) ,, a sktadowe wektora 3(1) przedstawiaja si¢ nastepujaco:
85,=[00w, 0000w, 0000...wg 00]" (5.69)

przy czym uwzgledniono tu warunek (5.60), tozsamosci ugig¢ plyty i gérnej
powierzchni ograniczajacej podtoze.
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Podmacierz ﬁt&, wystepujaca w wyrazeniu (5.68) ma wymiar (40x40)
i wynika z powigkszenia podmacierzy kt& opisanej przez zaleznos¢ (5.64)
o elementy zerowe, odpowiednio do budowy wektora 3(1) (por. zwiazek (4.69)).

. . . A2 . P21 . .
Analogicznie, podmacierze Ky, 1 Ky, sa powigkszonymi o wyrazy zerowe

podmacierzami ktvz 1 kfvl o wymiarach odpowiednio (40x8) i (8x40).

Uwzglednienie oddzialywania podtoza poza plyta prowadzi natomiast
w odniesieniu do elementu do réwnan, ktére ogdélnie mozna zapisal
W nastepujacej postaci:

an‘i/ _ kt‘i? k{/l/zv 6A(Yl) " F(éi)s

8{5&} ky, ki (8] |FS), (5.70)
S

5(2)

gdzie podmacierze ki{,‘s (i,k=1,2) okreSlone sa przez zwiazek (5.64),
w ktérym obecnie macierz funkcji ksztattu N jest réwna N lub N
(por. wyrazenie (5.65) i1 (5.66)) w zaleznoSci od tego, czy element jest
pojedynczo czy podwdjnie nieskoficzony. Wektory &, 8, Wystepujace

w réwnaniach (5.70) odpowiadaja natomiast wektorom 5(,-) lub 5(,-) (i=12)

opisanym w zalezno$ciach (5.65) i (5.66). Przez F(ei)s oznaczono z Kkolei

wektory obcigzen weztowych elementéw usytuowanych na odpowiednich
powierzchniach granicznych warstw podloza. Sa one rézne od wektora
zerowego jedynie w przypadku, gdy w obszarze podloza poza plyta jest
przytozone obciazenie.

Zwiazki (5.68) i (5.70) stanowia podstawe obliczen MES ptyty na
dwuwarstwowym podlozu sprezystym.

5.6.1. Plyta obciazona rownomiernie na calym obszarze
Kwadratowa plyta o boku a=10m i grubosci h=0,2594m poddana jest na

calym obszarze dziataniu obcigzenia rOwnomiernie roztozonego o intensywnosci
q =0,01 MPa . Dane materialowe plyty i o§rodka gruntowego sa nastgpujace:
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E,=21000 [MPa]
v, =015
EV =E® =91 [MPa]

v® =y® =03

A" =4 [m]
h? =6 [m] (5.71)
y=0,125

Do obliczenia sa ugigcia ptyty.
Z uwagi na symetri¢ obliczenia ograniczono do ¢wiartki ptyty, ktéra
podzielono na 5x5 elementéw skonczonych (rys. 5.20).

N

= - bieguny
elementow
nieskonczonych

Rys. 5.20. Podziat ¢wiartki ptyty i podloza na elementy

Pomimo jednorodnosci podtoza w kierunku pionowym dokonano — w celu
zwigkszenia dokladnos$ci rozwigzan — podziatu podtoza na dwie warstwy, co
zilustrowano na rys. 5.21.
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|
ED, vy

hM

/

1@

E(z), v@®

f

m

@

Rys. 5.21. Schemat uwzglednienia warstw podtoza w analizowanym zadaniu

Otrzymane wyniki ugie¢ przedstawiono dla trzech charakterystycznych
punktéw A, B, C ptyty (rys. 5.20) w tablicy 5.1. W tablicy tej poréwnano takze
uzyskane warto$ci z innymi rozwigzaniami numerycznymi. Widoczna jest dos¢
dobra zgodno$¢ otrzymanych rezultatow z wynikami zamieszczonych analiz
numerycznych, przy jednak stosunkowo mniejszym (w zakresie analiz MES)
naktadzie pracy obliczeniowej (por. liczbg elementéw).

Tablica 5.1.
Ugigcia ptyty spoczywajacej na podlozu sprezystym.
Liczba elementéw podziatu ¢wiartki ptyty
MES-elementy | MES-elementy | MES/MEB [1] | Pélprzestrzen
Punkt nieskonczone podtoza poza sprezysta [2]
plyty [10] pyta [7]
2 warstwy 3 warstwy 1 warstwa 1 warstwa
Ugigcie wx107 [m]
A 6,18 6,62 6,47 73
B 3,97 4,63 4,62 4,5
C 2,25 2,89 2,95 2,8
Liczba elementéw Y4 plyty
36 144 32 36
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5.6.2. Plyta obcigzona centrycznie na malym obszarze

Kwadratowa ptyta o boku a =5m i grubosci £ =0,5m obciazona jest w $rodku
na niewielkim poletku obciazeniem réwnomiernie roztozonym o intensywnosci
q=1MPa (rys.5.22).

Rys. 5.22. Ptyta obciazona centrycznie na niewielkim poletku

Dane ptyty i podtoza sa nastgpujace:

b=0,25 [m]
E, =20000 [MPa]
Vv, = 0,167

EV =E® =40 [MPa]

v =y@ =03

(5.72)

D=3 [m]
h® =7 [m]
y=0,125

Do obliczenia sg ugigcia ptyty.

Analogicznie jak poprzednio podtoze zostaje podzielone na dwie warstwy
zgodnie ze schematem przedstawionym na rys. 5.21. Wobec symetrii geometrii
plyty i obciazenia obliczenia zostaja ograniczone do ¢wiartki ptyty, dla ktérej
przyjmuje si¢ podziat na elementy skonczone przedstawiony na rys. 5.23.
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Rys. 5.23. Podziat ¢wiartki ptyty na elementy skonczone

Celem poréwnania rozwiazan obliczono réwniez analogiczna plyte spoczy-
wajaca na podltozu Winklera. Wspotczynnik k&, tego modelu podtoza (por.

podrozdziat 5.2) obliczono na podstawie wzoru [11]:

2F,

ko = H (5.73)
a log(l + 2J )

a

gdzie: E| =EW =E®  H- catkowita grubo$¢ warstwy sprezystej, t.

H=h" +n® .
Uzyskane dla podioza dwuwarstwowego i modelu Winklera wyniki ugigé
ptyty zobrazowano dla przekroju C — C (por. rys.5. 23) narys. 5.24.
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Rys. 5.24. Rozktad ugig¢ ptyty i podtoza poza plyta

Widoczne jest, ze maksymalne ugigcia ptyty na podtozu Winklera sa o 23%
mniejsze w stosunku do odpowiednich ugig¢ plyty na podiozu dwuwar-
stwowym.

5.7. Plyta fundamentowa na podiozu dowolnie
uwarstwionym - MES

Ptyta o wymiarach 48,4 x21,0x0,6 m bgdaca fundamentem -cztero-

kondygnacyjnego budynku o mieszanej konstrukcji sktadajacej si¢ ze S$cian
zewngtrznych o grubosci 0,5m 1 przestrzennych zelbetowych ram szkieletu

wewngtrznego (rys. 5.25) posadowiona jest na podtozu o duzej niejednorodnosci
poprzecznej i znacznie zréznicowanych modulach sprezystosci poszczegdlnych
warstw [5]. W podtozu tym ponadto na matej glebokosci wystepuje soczewka
migkkiej gliny pylastej o skomplikowanym ksztalcie, ktérej grubo$¢ zmienia sig
znaczaco od 59m do 0,0 m. Obrazuje to profil geologiczny podtoza, przed-
stawiony schematycznie w postaci ciagu jednakowo odlegtych przekrojéow
poprzecznych gruntu na rys. 5.26. Obciazenie plyty stanowia sity skupione
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przekazywane na ptyte od stup6w oraz obcigzenie réwnomiernie roztozone o
intensywno$ci ¢ =332 KN /m przekazywane od $cian usztywniajacych (rys.

5.25). Nalezy okresli¢ rozktad ugig¢ ptyty.

| A |B | [P [ |F
] 1 1 1 ] ] I
i i 332KN/m ! i | |
*;‘1:‘(;)6»5&: | : | | : | 21,0m
. 1 ] ] 1 1 1 2054K
L S S A A B
I O e i o oo e oo T s
4t —— s ———|
1406 KN 2054 KN
! | 6,0
| 1
______ T
! 3321KN/m 1,5
I
1.6 ) ) 7x6,6m ) ) 0,6
— 4 . M ] ] 2 3 KN

Rys. 5.25. Ptyta fundamentowa

Do rozwiazania przedstawionego zagadnienia zginania ptyty na podiozu
uwarstwionym wykorzystuje si¢ MES w ujeciu algorytmu sformutowanego
w podrozdziale 5.6. Podloze przy uwzglednieniu miejscowo usytuowanej
soczewki gliny pylastej zostaje podzielone na 4 warstwy o zmiennej grubosci,
odpowiednio do danego profilu geologicznego. Opis zmienno$ci grubos$ci
warstw wzdluz osi x i y przyjmuje si¢ wedlug zaleznosci (4.102). Przyjmuje
si¢ ponadto staly wspoétczynnik Poissona dla poszczegdlnych warstw, ogdélnie
zawarty w granicach v =0,3+0,35. Modut sprezystosci 1. warstwy traktuje sig¢

jako staty na grubosci warstwy E" =50 MPa , natomiast w przypadku warstwy

2.1 3. zaktada si¢, ze modut ten zmienia si¢ liniowo wzdtuz grubosci zgodnie z
zaleznoscia (4.139).
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Rys. 5.26. Profil geologiczny podtoza

Wystepujace w zaleznosci (4.139) wspdtczynniki E(()i) i Efi) (i=2,3) wyznacza
si¢ dla odpowiedniej warstwy na podstawie liniowej regresji wartosci modutéw
uzyskanych z pomiaréw na réznych gtebokosciach. Moduty te zostaty
oszacowane na podstawie metody $ciezek naprezen [S]. W przypadku gliny
pylastej wykorzystano doswiadczalny wariant Lambego metody, dla piasku
sredniego postuzono si¢ analityczna wersja metody S$ciezek naprgzen,
wykorzystujac znany wzoér Duncana-Changa [5]. Otrzymane warto$ci modutéw
odksztatcalnosci na réznych glebokoSciach, jak réwniez uzyskane na ich
podstawie przy wykorzystaniu metody najmniejszych kwadratéw wyrazenia
opisujace zmiang¢ modutu wzdtuz grubo$ci odpowiedniej warstwy, tj. przedsta-
wiono na rys. 5.27.

E@(2)=5,47-0,43z

3 (5.74)
E®(2)=43,4+6,277
Plyta zostaje podzielona na 70 elementéw skonczonych, odpowiednio do

siatki kolumn szkieletu budynku. Ponadto siatka podziatu na elementy zawiera

elementy pod $cianami i w obszarze wspornikow (rys. 5.28).
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W celu uwzglednienia wpltywu sztywnoS$ci $Scian na plyte przyjgto, ze
sztywnosci elementdw pod $cianami sa znacznie wigksze w poréwnaniu do
sztywnosci pozostatych elementéw. Sztywno$¢ ptyty D =370 MNm, (modut
sprezystosci ptyty E, =2- 10* MPa i wspotczynnik Poissona v, =0,167),
podczas gdy w obszarze pod $cianami sztywno$¢ t¢ przyjmuje si¢ jako réwna
10* MNm. Wobec bardzo malego stosunku grubosci do rozpigtosci ptyty
h/a=0,03 jako element ptytowy przyjmuje si¢ element ptyty Kirchhoffa o 16
stopniach swobody (znany w literaturze jako element BFS16).

0,0 100 2(?0 E(2)

| E® =500 1) [MPa]

2.1 - ,
i’g / E?@(2) = 5,47-0,432 2)
9,0
10,5
12,0
13,5
15,0
16,5 -
18,0

zZ

Rys. 5.27. Moduty odksztatcalno$ci poszczegdlnych warstw

Makroelement podioza sktada si¢ obecnie z 4 plaskich elementéw pokry-
wajacych powierzchnie graniczne warstw. Dla elementu 1. powierzchni
granicznej przyjmuje si¢ aproksymacj¢ ugie¢ jak dla elementu ptytowego. Dla
pozostatych elementéw aproksymacja ta jest zgodna z zaleznoScia (4.122).
W wyniku tego makroelement posiada 28 stopni swobody: 16 na powierzchni
kontaktu i 4 na kazdej pozostatej powierzchni. Ponadto, w odréznieniu od
poprzednich rozwazan (por. podrozdziat 5.5 i 5.6), w ktérych funkcje f;

definiujace rozktad ugig¢ wzdtuz grubosci warstwy przyjeto a priori, funkcje te
przyjmuje si¢ obecnie jako funkcje ksztattu (por. zaleznos¢ 4.116):

fir =N =051-¢)

) (5.75)
f(i+l) = N(i+1) =0,5(1+ f(l)) i=1234

Otrzymany w rezultacie model dyskretny analizowanego ukladu ptyta
fundamentowa-podioze dowolnie uwarstwione sktada si¢ z 70 elementow
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skonczonych, 38 elementéw nieskonczonych i 130 wegztéw. Globalna macierz
sztywnosci ma wymiar N =784 przy szerokosci pdétpasma b=78 i liczbie
niezerowych elementéw w poétpasmie wynoszacej 53372. W wyniku rozwia-
zania uktadu réwnan otrzymuje si¢ wartosci weztowe ugieé ptyty jak réwniez
warto$ci wezlowe ugie¢ kolejnych powierzchni granicznych warstw podioza.
Uzyskane wyniki ugi¢¢ ptyty zobrazowano na rys. 5.29, natomiast na rys. 5.30
przedstawiono przykladowo rozklad ugi¢e¢ powierzchni granicznej czwartej
warstwy podtoza.

Rys. 5.29. Rozktad ugie¢ w plycie fundamentowej w x 1072 [m]
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Rys. 5.30. Rozklad ugig¢ powierzchni granicznej czwartej warstwy w4, x1072 [m]

w obszarze i poza obszarem plyty
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Maksymalne ugigcie plyty wystgpuje w wezle 65 (rys. 5.28) i wynosi
Wnax =6,78-1072 m. Widoczny jest réwniez (rys. 5.30) wplyw soczewki
migkkiej gliny pylastej na lokalne zwigkszenie osiadan warstw granicznych
podloza, co odzwierciedla si¢ nawet na duzej glgbokosci (czwarta warstwa

podloza).
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METODA ROZNIC SKONCZONYCH I METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH
W ZAGADNIENIACH MECHANIKI KONSTRUKCIJI I PODLOZA

Streszczenie

W ksiazce przedstawiono zaréwno zarys dwéch uznanych i szeroko stosowanych
metod rozwiazywania zagadnien brzegowych: metody réznic skonczonych (MRS) i
metody elementéw skonczonych (MES), jak réwniez ich zastosowania w zagadnieniach
mechaniki konstrukcji wspétpracujacej z podtozem gruntowym. W opisie MRS i MES
nawigzano do nowoczesnych uje¢ matematycznych formulowania teorii tych metod,
przedstawiajac ogélne koncepcje metod, nie przyttaczajace jednak swoim formalizmem
matematycznym. Praca zawiera pig¢ rozdziatdéw i bibliografi¢ zawierajaca ogétem 28
pozycji, w tym 16 pozycji ksiagzkowych. Trzy pierwsze rozdziaty zawieraja klasyfikacj¢
metod przyblizonych rozwigzywania zagadnien brzegowych, opis MRS ujmujacy
sposéb tworzenia schematéw réznicowych, oceng doktadnosci operatoréw réznicowych
oraz aplikacje metody i problemy z tym zwigzane w analizie statycznej belek i piyt.
W czesci ksiazki obejmujacej te rozdziaty przedstawiono takze ideg MES, ogdlne zasady
dyskretyzacji obszar6w rozwiazania, klasyfikacje elementéw skonczonych pod wzgle-
dem réznorodnych kryteriéw oraz sposoby formulowania réwnan MES zaréwno przy
podejéciu Ritza jak i Galerkina. Znaczng uwage pos$wigcono funkcjom ksztattu jako
aspektowi metody majacemu istotny wplyw na otrzymane rozwiazanie. Przedstawiono
przyktady zastosowanh MES w analizie statycznej belek i przy rozwigzywaniu réwnan
rézniczkowych II rzedu.

Czg$¢ druga ksiazki obejmujaca rozdzialy 4 1 5 zawiera charakterystykg wybra-
nych elementoéw skonczonych, takich jak element belkowy, element ptyty wyzszego
rzedu, element nieskonczony i makroelement podloza warstwowego oraz liczne
przyktady zastosowan MRS i MES w analizie belek i plyt spoczywajacych na podtozu
sprezystym przy uwzglednieniu réznych modeli podtoza.
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FINITE DIFFERENCE METHOD AND FINITE ELEMENT METHOD
IN THE STRUCTURAL AND SOIL MECHANICS PROBLEMS

Summary

In the book the acknowledged and widely used methods for solving boundary-

value problem: Finite Difference Method (FDM) and Finite Element Method (FEM)
have been presented together with their application to the soil-structure interaction
problems. In the description of these methods one refer to the up-to-date mathematical
formulations of the basic ideas of FDM and FEM.
The book contains five chapters and bibliography which include 28 items, in this 16
books. Chapters one to three comprises the classification of approximate methods of
solving the boundary-value problem, the way of forming the difference schemes, the
estimation of difference operator errors and application of the FDM method to the static
analysis of beams and plates. In this part of the book the FEM fundamentals has been
also presented. The main rules of discretization, the finite element classification from
different point of view and the ways of forming the FEM equations based on Ritz and
Galerkin approach have been described. The significant attention has been put on the
shape functions as the aspect of the method which essentially influenced the obtained
results. Two FEM examples have been presented: static analysis of beam and solving
second order differential equation.

The second part of the book enclosing chapters four and five contains
specification of some finite elements, such as beam element, higher-order plate element,
infinite element and macroelement of layered subsoil. It contains also examples of
application of FDM and FEM to the problem of beam and plate resting on the elastic
foundation. This foundation has been modeled by different schemes, from most simple
Winkler foundation to more complicated layered foundation.
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