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PRZEDMOWA

Opracowanie to jest elementarnym wprowadzeniem do metody elementéw skon-
czonych, adresowanym do stuchaczy podstawowego kursu wytrzymatosci materiatow.
Moze by¢ uzyteczne dla uzytkownika-amatora coraz powszechniej dostgpnych pro-
gramo6w do wymiarowania konstrukcji, opartych na tej metodzie.

Latwy dostep do tego rodzaju oprogramowania moze stworzy¢ iluzje réwnie ta-
twego osiagania rozwiazan trudnych zadan z mechaniki. Huzji tej mozna ulec z kilku
powodow, a wigkszos¢ z nich jest konsekwencja wiary w opatrznosé, jaka roztaczaja
nad uzytkownikiem tworcy coraz prostszych i przyjemniejszych w obstudze progra-
mow komputerowych. Wiarg te umocni jeszcze mozliwos¢ uzyskiwania ta droga roz-
wiazan bez komunikatéw o btedach obliczeniowych (czyli bez wiedzy o metodzie
elementéw skoriczonych — MES).

Ot6z wiara ta (jak kazda inna) pozbawiona jest racjonalnych podstaw, bowiem
tak uzyskane rozwiazanie moze by¢ poprawne lub nie. Tego, czy jest poprawne, au-
tor rozwiazania nie znajacy podstaw metody i wytrzymatosci materiatdw, po prostu
nie wie.

Nieprawdziwe jest oczywiscie twierdzenie przeciwne, ze wiedza obstugujacego
program 0 MES, musi by¢ poréwnywalna z wiedza twércOw tego programu. Jednak,
jak dotad (i zapewne jeszcze przez jaki$ czas), sytuacja uzytkownika takiego opro-
gramowania wcale nie jest poréwnywalna z sytuacja uzytkownika kalkulatora, nawet
programowalnego — i nie chodzi tu o bardziej zaawansowana ,,gatkologi¢”. Rzecz do-
tyczy jakosci rozwiazania. Ot6z system (program) oparty na MES oferuje wiele alter-
natywnych mozliwosci budowania modelu i réwnie wiele parametréw rozwiazania.
Oferuje tez narzedzia do badania wynikdw i testowania ich jakosci. Jedynym prze-
wodnikiem umozliwiajacym dokonywanie wyboru miedzy licznymi opcjami menu
jest wiedza o MES (poparta wiedza przynajmniej z teorii sprezystosci i plastycznosci),
bowiem w kazdej z tych grup zagadnien laik notorycznie popetnia btedy. To prawda,
ze tworcy systemu ulatwiaja ten wybor przez ustawienie opcji i parametrow domysl-
nych. Niestety, zwykle — nawet w prostych przypadkach — wyboru powinien dokonaé
uzytkownik. Zaczyna sie to juz przy typie elementu skonczonego, a konczy na hipote-
zie wytezeniowej do wykresu naprezen.

Wyktad adresowany jest zatem do potencjalnego lub faktycznego uzytkownika takiego
oprogramowania, ktory nie zna MES, ale jest w stanie zrozumiec¢ jej zasadnicze przestanie.



Zatozenia do wyktadu

1. Stuchacz zapoznat sie z podstawami wytrzymatosci materiatdw, czyli zna naj-
wazniejsze pojecia i rownania teorii sprezystosci (odksztatcenia, naprezenia, prze-
mieszczenia, sity wewnetrzne, réwnania konstytutywne, zwiazki geometryczne, row-
nania rébwnowagi, schemat rozwiazania zadania). Dobrze by byto, aby znat zasade
prac wirtualnych i mial pojecie o metodach przyblizonych: Rayleigha-Ritza—
Timoshenki i Galerkina, cho¢ ta wiedza nie wydaje sie konieczna.

2. Lekcje maja na celu wyrobienie u stuchacza og6lnego pojecia 0 metodzie. Nie sa
one — bo nie moga by¢ w tym wymiarze czasowym — préba nauczenia podstaw meto-
dy. Stanowia jedynie pomost pomiedzy wiedza o rozwiazaniu zamknigtym prostego
zadania wytrzymatosci materiatow a praktycznym uzyciem programu komputerowego
do rozwiazywania konstrukcji, opartego na MES. Sam program rozumiany jest tu je-
dynie jako idea i w tekscie nie ma odniesien do jakiegokolwiek konkretnego produktu
handlowego.

3. Zakres wykladu ograniczony jest do najprostszych zastosowan MES (uktady li-
niowe, materiat izotropowy, podstawowe typy elementéw skonczonych). Dlatego wy-
eksponowano w nim najwazniejsze aspekty praktyczne. Podstawy teoretyczne ograni-
czone zostaty do ogdlnego opisu formalizmu metody.

Tres¢ wyktadu podzielona jest na jednostki (Lekcje), tworzace tak utozona se-
kwencje, ze mozliwe jest zakonczenie go po dowolnej jednostce. Pierwsza opisuje me-
tode ogolnie, druga przybliza wybrane fragmenty jej algorytmu w zastosowaniu do
elementu jednowymiarowego, trzecia zawiera uogdlnienia na dwa i trzy wymiary oraz
uwagi o doktadnosci rozwiazan. Sa jeszcze Przykfady, stanowia one integralna czgs¢
wyktadu. Opanowanie przez stuchacza wszystkich trzech jednostek utatwi mu samo-
dzielne studiowanie przedmiotu i ewentualne programowanie wiasnych obliczen, jed-
nak wystuchanie pierwszej daje juz ogélny obraz metody w catosci.

Lekcja 1. opisuje pogladowo metode. Wprowadzenie do MES jest dobra okazja do
podsumowania dotychczasowych wyktadow z wytrzymatosci i statyki oraz do uogol-
nien. Faktycznie moze to by¢ dla studiujacych mechanikg nowym, atrakcyjnym obsza-
rem zastosowania rownan mechaniki osrodka ciagtego, bo przeciez na gruncie ,,klasy-
ki” de Saint Venant, Lame, Kelvin, Flamant, Boussinesq i jeszcze kilku ich kolegow,
nic nie zostawili nam do rozwiazania. Dzieki metodom przyblizonym mechanika
osrodka ciggfego nie musi juz by¢ nauka historii. Fizykalna interpretacja réwnan uzy-
tych w MES, np. wprowadzanie warunkéw brzegowych do uktadu réwnan (1.4),
przybliza formalizm zawarty w tym dziale mechaniki, czyniac go namacalnym. Dla
stuchaczy skazanych na stosunkowo intensywny kurs mechaniki osrodka ciggfego
powinno to by¢ wyjscie interesujace.

Lekcja 2. prezentuje formalna strone metody — réwnania podstawowe i charaktery-
styki elementu.

Lekcja 3. zawiera pewne uogdlnienia, ktére moga si¢ okaza¢ przydatne dla czytel-
nika usitujacego zrobi¢ praktyczny uzytek z Lekcji 2., jednak w dalszym ciagu obo-
wiazuje tam ograniczenie do elementéw skonczonych, nie wymagajacych catkowania.



Dodany tam opis zagadnien zwiazanych z nieliniowymi funkcjami ksztattu stanowi
natomiast podstawe do opanowania umiejetnosci catkowania.

Przykfady, to rozdziat zawierajacy rozwiazania przydatne dla poczatkujacych ba-
daczy, stawiajacych pierwsze pewniejsze kroki na drodze zdobywania doswiadczen
w samodzielnym budowaniu modeli MES.

Jeszcze uwaga o jezyku, ktorym pisze to opracowanie.

Oczywiscie MES jest powazna aplikacja mechaniki i wymaga precyzji formalnej.
Jesli popadam miejscami w lekki ton, to najczesciej nie dlatego, ze o tym nie pamie-
tam. Sadze jednak, ze powaznych prac z tego zakresu jest juz niemato, a odczuwalny
jest brak opracowan tatwiejszych, pisanych jezykiem nieco bardziej potocznym, zro-
zumiatym dla poczatkujacych. Jestem przekonany, ze Czytelnik z tatwoscia odrozni
konstrukcje rzeczywistq od modelu konstrukcji utworzonego metoda elementéw skon-
czonych, choébym to drugie takze nazwat konstrukcjq. Ze odrdzni rzeczywiste jej ob-
cigzenie i zamocowanie od warunkéw brzegowych, ktére obrazowo takze nazwe ob-
ciazeniem i zamocowaniem - tak, jak odroznia litera 12, ktérym zapisuje liczbe
dwanascie od liczby dwanascie, bedacej przeciez czyms catkiem réznym od tego zna-
ku graficznego, tez nazywanego ,,dwanascie”.

Pragne na koniec wyrazi¢ wdzigcznosé i podzigkowanie moim kolegom, studen-
tom i zainteresowanej tym tematem Doktorantce za dana mi sposobnos¢ wyprébowa-
nia na Nich tego podrecznika. Dzieki temu tekst juz zyskat na poprawnosci. Mito mi
bedzie wystucha¢ i uwzgledni¢ ewentualne uwagi krytyczne Czytelnika o tym wyda-
niu — jesli, oczywiscie, nie przesadzi w Krytyce.

Autor



WSTEP

Metody analizy konstrukcji

Rozwiazanie zadania z mechaniki sprowadza sie do zestawienia uktadu réwnan wynika-
jacych z praw mechaniki i zatozen teoretycznych oraz takiego ich przeksztatcania w procesie
rozwiazywania, by na koniec otrzymac¢ pozadany wynik. Do jakiego wyniku prowadza
zwykle takie obliczenia? Sa dwa sposoby rozwiazania, ktore w efekcie koncowym daja albo
pole przemieszczen, albo pole naprgzen. Tak rozwiazywane sa zadania z mechaniki osrodka
ciagtego w przestrzeni trojwymiarowej. W podejsciu inzynierskim, czyli na gruncie wy-
trzymatosci materiatdw, zastosowanie drugiego sposobu prowadzi czesto do okreslenia sit,
jako rezultatu rozwiazania.

Rys. 0.1. Model zbiornika mieszarki, przygotowany do rozwiazania metoda elementéw skoficzonych.
Po lewej — konstrukcja podzielona na elementy, po prawej widoczne sa wezly, tj. ,,punkty”,
w ktdrych elementy tacza si¢ migdzy soba

Omawiane tu metody maja zastosowanie do modeli konstrukcji, ktérych przyktady
widoczne sa na rysunkach 0.1 i 0.2. Wspdlna cecha obu konstrukcji jest mozliwosé



sprowadzenia rozwiazania do uktadu rownan algebraicznych (liniowych). Rysunek 0.1
przedstawia model zbiornika mieszarki proszku (8 kN wsadu), ztozony z ponad pieciu
tysiecy elementéw powlokowych. Lacza sic one w weztach pokazanych po prawej
stronie. Ich liczba przekracza trzy tysiace. W kazdym wezle dziata 6 sit uogélnionych
i tyle tez jest przemieszczen (stopni swobody), tacznie, w catym modelu, blisko dwa-
dziescia tysiecy niewiadomych — dwadziescia tysiecy rownan.

Rozwiazanie kratownicy widocznej na rysunku 0.2 takze mozna sprowadzi¢ do ukiadu
réwnan algebraicznych. Elementy pomiedzy weztami sa pretami prostymi w dwuwymiarowej
przestrzeni, a wezly maja po dwa stopnie swobody. W konsekwencji liczba réwnan dla kra-
townicy (osiem) jest znaczaco mniejsza niz dla zbiornika. Dlatego dalej, odwotujac si¢ do
przyktadow, pozostaniemy juz przy tej drugiej skrajnosci, cho¢ omawiane metody (na razie
jeszcze nie nazwane) odnosza si¢ do obydwu rodzajow konstrukcji.

— o

, 2

Rys. 0.2. Kratownica — konstrukcja zbudowana z elementéw
potaczonych w wezlach, ktdrej rozwiazanie takze
sprowadzamy do uktadu réwnan algebraicznych

4

Rzeczywiste konstrukcje sa odksztatcalne, a wiasnosé ta jest zwykle warunkiem
ich rozwiazania, poniewaz sity i przemieszczenia pozostaja ze soba w przewidywal-
nym zwiazku. Znajomos¢ tego zwiazku, opartego na prawie, ktéremu podlega energia
odksztatcenia konstrukcji, pozwala sprowadzi¢ zadanie do wspomnianego juz uktadu
rownan algebraicznych, wiazacych sity skupione (zardwno czynne, jak i bierne)
z przemieszczeniami punktéw ich przytozenia. W zaleznosci od ,,kierunku” zapisania
réwnan, niewiadomymi w nich moga by¢ albo sity, albo przemieszczenia. Takie sfor-
mutowanie zadania nazywane jest odpowiednio metodg sif lub metodg przemieszczer.

Metoda sit

W swoim najprostszym wydaniu metoda sit jest stosowana juz w statyce (dziat me-
chaniki), jednak w spos6b na tyle szczegdlny, ze klasa rozwiazywanych zadan otrzymata
specjalna nazwe: statycznie wyznaczalnych. Na kursie statyki, wyprzedzajacym oczywi-
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scie kurs wytrzymatosci materiatow, uczymy sie rozwiazywac takie konstrukcje, jak ta,
ktdra przedstawiono na rys. 0.3.

Jest ona dlatego szczegdlna, ze mozna ja rozwiaza¢ (znalez¢ sity bierne i wewnetrzne),
nawet wtedy, gdy jest zbudowana z pretow sztywnych, na podstawie samych tylko row-
nan rbwnowagi statycznej. Réwnania te mozna utozy¢ i rozwiaza¢ na dwa sposoby:

1. Podziat zadania na dwa etapy:

— obliczenia reakcji z réwnan réwnowagi statycznej dla cafej konstrukcji, a nastepnie

— obliczenia sit w pretach z réwnan rownowagi dla weztdw, traktujac teraz reakcje
jak wielkosci znane.

7
RBv

Rys. 0.3. Konstrukcja statycznie wyznaczalna. Powstata z kratownicy
narys. 0.2 przez usunigcie jednego preta i jednego
wigzu w prawej podporze

Jezeli w jednym z tych etapdw liczba niewiadomych (sit) przewyzsza liczbe réwnan,
zadanie jest nazywane statycznie niewyznaczalnym zewnetrznie lub wewnetrznie.

Ta strategia jest preferowana w obliczeniach ,,rgcznych”, a mnogos¢ okreslen na
kazdy z mozliwych wariantéw zadania wynika zapewne z trudu, z jakim osiagane by-
ty wyniki. Schemat takiego rozwiazania nazywany jest metoda wydzielania weztdw,
a znajduje zastosowanie jedynie wtedy, gdy w réwnaniach réwnowagi dla kolejnych
weztéw pojawiaja Sie co najwyzej dwie niewiadome w dwuwymiarowej przestrzeni
lub trzy niewiadome w przestrzeni tréjwymiarowej. To czasem bardzo przykre ogra-
niczenie, co w petni uswiadomimy sobie za chwilg (rys. 0.4).

2. Utozenie réwnan rownowagi dla weztéw, w ktérych niewiadomymi — réwno-
rzednymi — sa zar6wno reakcje, jak i sity w pretach. W plaskiej przestrzeni uktad wa-
runkéw réwnowagi dla kolejnych weztéw przyjmuje postaé
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X =0,

wl {zv 0,
X =0,

w2 {zv —0 (0.1)
$X =0,

w3 {EY =0

Tak zapisany uktad réwnan jest lepiej przygotowany do obliczen maszynowych.
Trudniej jest sie dopatrzy¢ ewentualnej zewnetrznej lub wewnetrznej niewyznaczalno-
Sci statycznej (wrecz traca tu sens te pojecia — uktad jest, albo nie jest, statycznie wy-
znaczalny), za to uwalniamy sie od wyzej opisanego ograniczenia metody wydzielania
weztdéw. Te strategie doceni kazdy, kto sprobuje metoda wydzielania weztow rozwia-
za¢ kratownice przedstawiona na kolejnym rysunku — ptaska, statycznie wyznaczalna.
(Od ktérego wezta zaczaé obliczanie sit w pretach?)

Rys. 0.4. Przypadek kratownicy statycznie
wyznaczalnej, nie dajacej si¢ rozwiazaé¢
metoda wydzielania weztéw

Pojawienie sig sit hiperstatycznych — niewazne czy zewnetrznych, czy wewnetrz-
nych — wymaga dodania do uktadu (0.1) kolejnych réwnan i radykalnie zwigksza cza-
sochtonnos¢ obliczen wykonywanych ,,recznie”. Uktad statycznie niewyznaczalny, to
wowczas zagadnienie zupetnie nowe wzgledem ukfadu statycznie wyznaczalnego,
jednak rozréznienie to ma znaczenie wylacznie w metodzie sit, bowiem réwnania
rownowagi zawieraja wlasnie sity, nie przemieszczenia.

Owe ,,dodatkowe” réwnania oparte sa na innym prawie fizycznym, niz réwnania
rownowagi, pochodza mianowicie od zasady Menabre’a. Wynika z niej, ze z wszystkich
mozliwych do pomyslenia wartosci reakcji hiperstatycznych te sa rzeczywiste, ktore
daja najmniejsza energie odksztatcenia obciazonej konstrukcji n-krotnie statycznie nie-
wyznaczalnej. Jezeli energie odksztatcenia wyrazimy za pomoca sit zewnetrznych, to
rozniczkujac ja wzgledem tych reakcji hiperstatycznych, otrzymamy n warunkéw na
minimum tej funkcji — n dodatkowych réwnan dajacych teraz — tacznie z réwnaniami
rownowagi — mozliwos¢ rozwiazania ich uktadu. Sa to réwnania algebraiczne, liniowe,
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niejednorodne (ale konstrukcja musi by¢ geometrycznie liniowa — o tym w Lekcji 1),
w ktérych niewiadomymi sa poszukiwane reakcje hiperstatyczne X;. Réwnania te, na-
zywane réwnaniami Maxwella—Mohra, maja zatem posta¢:

010+ 011 X1+ 812 Xo + ... 810 X =0,
020+ 021 X1+ 0 Xo + ... 02y Xp =0, (02)

8n0 + 8nl Xl + 8n2 X2 + Snn Xn = O

Zasada Menabre’a jest szczeg6lnym przypadkiem zasady Castigliano, ktora z kolei po-
zwala nada¢ uktadowi (0.2) inng interpretacje fizykalna, mianowicie kazde z tych rownan
wyraza przemieszczenie punktu przytozenia sity reakcyjnej X, a to jest tutaj rowne zeru.

Reakcje X, (hiperstatyczne) w powyzszych rownaniach powotujemy do petnienia tej
roli (sposrod wszystkich reakcji) dos¢ arbitralnie, a czynimy to przez pozbawienie kon-
strukcji wiezOw bedacych przyczyna ich pojawienia si¢. Sposob ten prowadzi w konse-
kwencji do konstrukcji statycznie wyznaczalnej, obciazonej sitami czynnymi, z ktérych
czes¢ jest dana, a czes¢ (czyli X) tylko sity czynne udaje. (Wolno im, bo stoi za nimi
uktad (0.2).) Reszta sit biernych pozostaje nadal w réwnaniach réwnowagi statycznej.

Teraz zaczyna si¢ zasadnicza czgs¢ pracy przy wyznaczaniu wspotczynnikOw &y,
Kazdy z nich obliczany jest ze wzoru

P) @
5 =jS 5 dL, (0.3)
L c

w ktorym S® jest sita wewnetrzna (funkcja wzdtuz osi kolejnych pretéw catej konstrukcji
statycznie wyznaczalnej) wywotana wprowadzeniem sity jednostkowej w miejsce sity Xp.
Analogiczne znaczenie ma funkcja S9. Sita wewnetrzna S® moze byé moment gnacy M,
lub moment skrecajacy Ms, lub sita normalna N (z sita thaca jest inaczej, ale tylko troche), C
jest sztywnoscia preta odpowiednia do sity wewnetrznej (kolejno: El,, Gls, EA),
a catkowanie obejmuje calq konstrukcje, wszystkie przedziaty o tacznej dtugosci L. Indeks p
przyjmuje wartosci od 1 do n (liczba sit hiperstatycznych), indeks g — od 1 do n i dodatkowo
0 (dla tak zwanego stanu podstawowego, gdy konstrukcja statycznie wyznaczalna jest obcia-
zona jedynie danymi — wszystkimi naraz — sitami czynnymi). Doprawdy trudno nazwa¢ pro-
stym ten algorytm rozwiazania, a tym samym ewentualny program obliczen!

Problemy ze statyczna wyznaczalnoscia biora si¢ stad, ze liczba rownan rownowagi
punktéw przytozenia sit skupionych pozostaje w prostym zwiazku z liczba tych punktow
(np. w kratownicy ptaskiej z rys. 0.2, liczba weztdw razy dwa, czyli osiem), gdy tymcza-
sem liczba sit biernych i wewngtrznych moze by¢ do pewnego stopnia dowolnie zwigk-
szana (poréwnaj kratownice z rys. 0.3 i rys. 0.2 — dla obu liczba réwnan réwnowagi sta-
tycznej jest taka sama), co prowadzi do statycznej niewyznaczalnosci konstrukcji, czyli
koniecznosci korzystania z innej grupy rdwnan, niz rbwnowagi statycznej.

Tak duze znaczenie przypisywane metodzie sit (mierzone liczba stron w podrecznikach
wytrzymatosci materiatow — w poréwnaniu z metoda przemieszczen) jest skutkiem zaszto-
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Sci historycznych, zapoczatkowanych statyka ciata sztywnego. Zauwazmy, ze uklad row-
nan (0.1) jest jakosciowo rézny od réwnan ,,dodatkowych” (0.2), uwzgledniajacych od-
ksztatcalnos¢ konstrukcji. Ustanowienie uktadu réwnan (0.2), czyli koniecznos¢ obliczania
wspotczynnikow d, (0.3), wymaga wielokrotnego odwotywania si¢ do uktadu statycznie
wyznaczalnego, podczas wzajemnego kojarzenia stanéw ,,korekcyjnych” i stanu podsta-
wowego. Algorytm utozony jest tak, ze wszystkie réwnania — w obu grupach, (0.1) i (0.2) —
sa niewrazliwe na przemieszczenia weztow.

Metoda przemieszczen

tym rozni sie od metody sit, ze od poczatku i w pelni angazuje w réwnaniach odksztat-
calnos¢ konstrukceji, a nie byfa lubiana w przesztosci wiasnie za to, ze zawsze stawiata
inzyniera przed koniecznoscia rozwiazania od razu catego, duzego uktadu réwnan (me-
toda sit pozwala rozwiazywac ten uktad rownan po kawatku, niewiadome pojawiaja si¢
w nich tak, ze tworza odrebne, mate poduktady réwnan, fatwe do rozwiazania). Za to
algorytm obliczeniowy jest w metodzie przemieszczen niezmiernie prosty, co dzisiaj
stawia ja w pozycji uprzywilejowanej. W przypadku konstrukcji pretowej (popatrzmy
przyktadowo na rys. 0.5), mysl jest taka: pod wptywem obciazen wezly kratownicy zo-
stana przemieszczone, ale teraz nie ograniczamy naszego zainteresowania jedynie do
weztéw unieruchomionych w podporach (dla ktorych znamy przemieszczenia), interesu-
ja nas wszystkie wezty, przede wszystkim te swobodne, bo wiasnie ich przemieszczenia
przyjmujemy jako niewiadome w ukladzie rownan kanonicznych metody przemiesz-
czen. A dlatego sa one tak interesujace, bo liczba tych niewiadomych jest zawsze réw-
na liczbie rownan rownowagi. Cho¢ z pozycji metody sit konstrukcja na rys. 0.5 jest
dwukrotnie statycznie niewyznaczalna (raz zewngtrznie, raz wewngtrznie), to
w przypadku metody przemieszczen fakt ten nie ma zadnego znaczenia: réwnan row-
nowagi jest osiem (po dwa dla kazdego z czterech weztdw) i tylez jest niewiadomych —
po dwa przemieszczenia dla kazdego z wezitéw. (Jesli przemieszczenie jest ,,wiadome”,
jak w podporze, to niewiadoma staje sie wywotana tym reakcja.) Tak jest zawsze i sta-
tyczna wyznaczalnos¢ lub niewyznaczalnos¢ nic tu nie znaczy — wszystkie rownania sa
jednego pochodzenia, nie ma miedzy nimi rozréznienia prowadzacego do podziatu na
konstrukcje dajace si¢ rozwiazac z tej, czy innej grupy rownan. Problem ,statycznej wy-
znaczalnosci konstrukcji” w tej metodzie przejawia sie w rzedzie macierzy wspétczyn-
nikéw uktadu réwnan kanonicznych. Bedzie on omawiany pod koniec Lekcji 1.

Przyktad

Obliczymy reakcje i sity w pretach kratownicy (rys. 0.5) metoda sit i metoda
przemieszczen.
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Dane do obliczen zestawione sa w tabeli.

Tabela 1. Definicja konstrukcji statycznie wyznaczalnej (jak na rys. 0.3)

Wspétrzedna [m] Przemieszczenie Sita zewnetrzna

Wezet X y u v X y
1 0 0 0 0 Rin Ry

2 0 1 F=1MN 0

3 1 1 0 0
4 1 0 0 0 Ray

Rys. 0.5. Kratownica dwukrotnie statycznie niewyznaczalna.
Czynimy ja statycznie wyznaczalna przez ,,uzewnetrznienie”
sity w precie 6 i przez zamiane podpory przegubowej na
przegubowo-przesuwna w wezle 4. Otrzymujemy wigc
schemat konstrukcji z rysunku 0.3 i dwie sity hiperstatyczne
X1 i Xy, obliczane z uktadu réwnan (0.2)

Site oddziatywania preta k taczacego wezly i oraz j (rozciaganego) na i-ty wezet,
w Kierunku x, obliczamy mnozac site N, w tym precie, przez kosinus kata nachylenia preta
wzgledem osi x: Ni cosjj, a w kierunku y — mnozac przez sinus tego kata: Ny sin;, gdzie

Yi—VYi

V=) (v,

— i in. =
cos;; = , sin = (0.4)

Metoda sit

Uktad réwnan réwnowagi, zapisany wg (0.1), przyjmuje posta¢
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N,cos,, + R, =0,
Nllsini + Ri: =0,

@

=)
@

++

Ngsin,, + N,sing,

(0.5)
C X109313 + N3 C0S,
sin,, + 1Sing; + Njsing

co OO oo

W2 NN,lcc_)s12 + Ngcos,, + N,cos;, + F
1SN, +

W4{N4C(_)s14 + Ngcos,, + Njcos;, + X,
N,sin, + Ngsin,, + Njsing, + R,

Sita Ng zostata zastapiona oznaczeniem Xi, a Ry zapisano jako X,. Oznacza to
uwolnienie kratownicy od tych dwdch wiezéw i wprowadzenie sit hiperstatycznych,
ktére musza spetni¢ dodatkowe réwnania (0.2). Zatem obok pigciu sit Ny w pretach,
wystepuja w uktadzie (0.5) trzy reakcje R, utrzymujace uktad podstawowy (statycznie
wyznaczalny) w réwnowadze, oraz dwie sity X, - razem dziesig¢ niewiadomych.
Réwnan réwnowagi jest osiem, czyli konstrukcja jest dwukrotnie statycznie niewy-
znaczalna i nalezy utworzy¢ dwa réwnania wedtug (0.2):

019 + 0, Xy +0,,X, =0,

(0.6)
Oy + 0y Xy +0, X, =0.

Wspotczynniki w rownaniach (0.5) obliczymy z wyrazen (0.4), po podstawieniu
tam wspotrzednych weztéw, podanych w tabeli 1. Otrzymamy

Cc0S41 =1, CO0Sy4 = -1,

cosz; = 0,7071, cos;3 = -0,7071,

€0S,, =0, cos;, = 0,

c0s4, = 0,7071, C0Sy, = —0,7071,

C0S3 =1, C0Sy3 = -1, (0.7)
€0S43 =0, coszs = 0.

Wspotczynniki w rownaniach (0.6) obliczane sa wg (0.3). Do tego konieczna jest
znajomos¢ trzech rozwiazan uktadu podstawowego, obciazonego:

1) jedynie sita F (uktadem wszystkich sit czynnych),

2) jedynie sita jednostkowa zamiast X,

3) jedynie sita jednostkowa zamiast X.

Stan podstawowy jest taki jak na rys. 0.3, dla konstrukcji tej zapisujemy zatem
uktad réwnan identyczny z (0.5), po usunieciu z niego X; i X,. Podstawiamy wiec
(0.7) do (0.5) i po rozwiazaniu otrzymujemy sity w uktadzie podstawowym — tabela 2,
kolumna Stan 0. Mate n, w kolumnie pierwszej oznaczaja sity czesciowe, tj. w kolej-
nych stanach od 0 do 2.

Do obliczen przyjeto F = 1 MN. Nastgpnie — zgodnie z podanym algorytmem —
obciazamy kratownicg statycznie wyznaczalna sita jednostkowa, przytozona tak, jak
sifa X; (do wezta trzeciego w kierunku wezta pierwszego, a do wezla pierwszego —
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w kierunku wezla trzeciego). Zatem uktad (0.5) modyfikujemy nastepujaco: podsta-
wiamy oczywiscie zero za site X,, usuwamy tez site F, a X; zastepujemy jedynka. Po
rozwiazaniu wyniki wprowadzamy do tabeli 2, kolumna Stan 1.

Tabela 2. Etapy rozwiazania kratownicy statycznie niewyznaczalnej

Sila| Stan0 | Stan1 |Stan2| LUEA) | 1-0 | 2-0 | 1-1 | 1-2| 2-2 Wg:f;’sc
n | 1 |-07071] 0 |5,000e-3 |-0,00354|0 0,00250 | 0 0 0,558
n | 0 |-07071 0 |5000e3 |0 0 0,00250 | 0 0 20,442
s | 0 |-07071 0  |5000e-3 | 0 0 0,00250 | 0 0 0,442
n, | 1 |-07071] 1 |5000e-3 |-0,00354/0,005 |0,00250 |-0,00354|0,00500 | 0,000
ne | —14142] 1 0 |7.071e3 |001 |0 0,00707 | 0 0 0,789
N 1 0 |7071e3 ] 0 0 0,00707 | 0 0 0,626
Rin | -1 0 -1 -0,442
Ry | -1 0 0 1,000
Ran 0 20,558
Rav | 1 0 1,000
Suma: |~0,01707]0,00500 |0,02414 |-0,003540,00500

Drugi — ostatni — stan korekcyjny otrzymamy po obciazeniu konstrukcji statycznie
wyznaczalnej sita jednostkowa zamiast X,. Ponownie dostosowujemy uktad (0.5) do
tego obciazenia i po rozwiazaniu go wypetniamy kolumng Stan 2 tabeli 2.

Teraz nareszcie mozna przystapi¢ do obliczania wspotczynnikOw . Przepis na
nie, podany w (0.3), upraszcza si¢ mocno dla kratownicy, gdyz sita normalna
W przedziatach — pretach jest stata. Zatem funkcja podcatkowa w przedziale jest takze
stata, a w zastosowaniu do catej konstrukcji catka zamienia sie w sume z przedziatow.
Wyrazenie (0.3) wyglada teraz tak:

6 n(p)n(q)L
Spg = D~k (0.8)

W tabeli 2 podatnosci Li/(ExAc) obliczono, przyjmujac jednakowy przekroj dla
wszystkich pretow, réwny 10~ [m?] i jednakowy modut Younga E = 2e5 MPa (tylko
dlatego jednakowy, aby fatwiej $ledzi¢ te obliczenia — zréznicowanie przekrojow,
a nawet modutdéw Younga, dla pretdw nie jest tu zadnym utrudnieniem).

Nalezy obliczy¢ pig¢ wspotczynnikow &y, Wystepujacych w uktadzie rownan (0.6) (wy-
kazuja one symetri¢ gy = d&yp, CO Wynika chocby z wyrazenia (0.8), zatem oy, = &1). Kazdy
z nich kojarzy dwa stany obciazenia ukladu statycznie wyznaczalnego: p oraz g, np. i jest
suma szesciu sktadnikéw (patrzymy na wyrazenie (0.8)) dla kolejnych szesciu pretow, z kto-
rych kazdy powstat przez pomnozenie sity wewnetrznej n® (wywotanej w k-tym precie dzia-
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taniem sity jednostkowej w miejscu Xy) przez site n® (wywolana w k-tym precie — tym sa-
mym — dziataniem obciazenia czynnego F) i przez podatnosé¢ k-tego preta Li/(EcA). Te trzy
mnozone przez siebie liczby dla kazdego preta, zawarte sa w tabeli 2, w kolumnach drugie;j,
trzeciej i piatej. Wynik mnozenia, dla kazdego preta oddzielnie, zawiera kolumna 1 — 0. Suma
w tej kolumnie jest wiasnie réwna sumie (0.8), wiec daje wspotczynnik dy. Analogicznie
obliczane sa pozostate wspotczynniki dy, a wyniki dla stanéw p — g znajdujemy w kolejnych
kolumnach tabeli 2. Tak wiec uktad réwnan (0.6) zapiszemy ostatecznie nastepujaco:

-0,01707 + 0,02414 X, - 0,003536 X;
0,005000 - 0,003536 X; + 0,005000 X,

Stad X; = 0,625 MN, X, =-0,558 MN.

Ostatni juz raz przygotujemy do rozwiazania uktad réwnan (0.5), podstawiajac don
wspoétczynniki (0.7) oraz obliczone wiasnie sity X;, X,. Réwnania (0.6) spetnity bo-
wiem swoje zadanie — znamy juz sity hiperstatyczne, maja one teraz status sit czyn-
nych, znanych. Do znalezienia sit biernych wystarcza zatem réwnania réwnowagi sta-
tycznej (0.5). Ich rozwiazanie dostarcza wartosci sit w pieciu pretach uktadu
statycznie wyznaczalnego oraz trzech reakcji — pokazanych na rys. 0.3 — umieszczo-
nych w ostatniej kolumnie tabeli 2. Wyttuszczone symbole ng i Ry, Sa sitami przyje-
tymi jako hiperstatyczne X; i X,. Mamy zatem sity i (po podzieleniu przez Ay) napre-
zenia w pretach. Nadal, niestety, nie znamy przemieszczen konstrukcji.

0,
0.

(0.9)

Metoda przemieszczen

Zadanie widzimy teraz tak: konstrukcje stanowia cztery wezty o wspotrzednych
danych w tabeli 1, ktérych przemieszczenia w uktadzie x, y zaleza od przytozonych do
nich sit zewnetrznych, ale przede wszystkim od potaczen sprezystych (pretow) wyste-
pujacych miedzy tymi weztami. Sity czynne sa oczywiscie dane, sity w pretach sa
skutkiem przemieszczania sie weztdw (pomijamy rozszerzalno$¢ termiczna, sity ma-
sowe itd.).

Wiadomo, ze sita normalna w precie rozciaganym pozostaje w liniowym zwiazku
z jego wydtuzeniem, ktore liczymy jako roznice przemieszczen koncow w kierunku
osi preta. W uktadzie x, y, globalnym, zaleznos¢ ta wyraza sie tak:

N, =%[(uj —ui)cosij+(vj —vi)sinij]. (0.10)
i

(Indeksy i, j wskazuja wezty przylegajace do koncdw preta. Wspotczynnik przed
nawiasem kwadratowym jest odwrotnoscia wspétczynnika uzytego w metodzie sit —
kolumna 5. tabeli 2.) Takich sit jest szes¢:
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L, ° 5e-3

EsA
N 252323( 2):5e— (us —u,)=200(us —u,)
N, = st L v, = 200v;,

Lot ve3 (0.10a)
N, = F14h o _ g

Lig

EnAs (v, —U,) 1
N = 42742172 2/ Vv, —U,)=100(v, —u,),
5 L42 \/E 7,0716—3 \/E( 2 2) ( 2 2)
Ng=Eisha UatVs) 1 00y, hy).

Lis \/E - 7,071e-3 \/E

Wszystkie one, wraz z sitami zewnetrznymi, obciazaja wezly, a te pozostaja
przeciez w réwnowadze. Musza zatem spetnia¢ osiem nastepujacych réwnan row-
nowagi (sa to faktycznie takie same réwnania, jak (0.5), do ktérych podstawiamy
aktualne dane):

0*1 + 100 (U3 + V3) *0,7071 +200v,*0 + Ry, =0,

0*0 + 100 (us +v3) *0,7071 +200v,*1 + Ry =0,

200v,*0 + 100 (V2 - Uz) *0,7071 + 200(U3 - U2) *1 +1 =0,
Z200v,*1 =100 (Va—Up) * 0,7071 + 200(us — Uy) * O =0, o1
200 (Us—Up) * 1 —100 (Us +va)* 0,7071 + 200 v * 0 =0, '
200 (Us—Up) * O — 100 (Us + Va)* 0,7071 —200vs* 1 =0,

-0*1 -100 (Vz—Uz)*O,7071 +200v3*0 + R4y =0,

0%0 +100 (Vo= Up) * 0,7071 + 200 v3* 1 + Ry =0,

Porzadkujemy je wedtug niewiadomych (nagtowki okreslaja ich potozenie),
a wyrazy wolne umieszczamy po prawej stronie:

Rin Riy u; V2 Uz V3 Ran R F
1*Ryy +0*Ryt0*u, +0* v, +70,71uz +70,71vz +0* Ry, +0* Ry, =0,
0* Rin +1* Ry +0* Uo +200 * Vo +70,71U3 +70,71V3 +0* Ran +0* Ry, = 0,
0* Ry +0 * Ryy =270,71u, +70,71 v, +200uz +0 *v3 +0 * Ry +0* Ry =1,
0* Ry 0 * Ry +70,71 Uy —270,71 vo +0 * U3 +0 * v3 +0 * Ryp +0* Ry, =0, (012)
0* Ry tO0* Ry, +200u, +0* v, —270,71u3—70,71v3 +0 * Ry +0* Ry, =0,
0*Rip tO0*Ryy +0*u, +0*v,  —70,71uz —270,71v3+ 0 * Rgp +0 * Ry, =0,
0* Ry tO0* Ry, +70,71u, —=70,71v, +0*u3  +0*vy +1* Ry +0* Ry, =0,
0* Rin +0 * Ry — 70,71 Uo +70,71 Vo +0* Uz +200 V3 +0* Ran +1* Ry = 0.

lub (zapisujac macierzowo):
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1 0 0 0 70,71 70,71 0 O Rin 0
0 1 0 200 70,71 70,71 0 O Rav 0
0 0 -270,7 70,71 200 0 0 O Uz -1
0 0 70,71 -270,7 0 0 0 0|) v (=)0
0 0 200 0 -270,7 -7071 0 O Us 0
0 0 0 0 -70,71 -270,7 0 O V3 0
0 0 70,717 -70,71 O 0 1 0 Ran 0
0 0o -7071 70,71 O 200 0 1 Ray 0

Powdd takiego zapisania wspdtczynnikow ukiadu réwnan staje si¢ oczywisty dla kazdego,
kto stanie przed koniecznoscia rozwiazania chocby tak matego uktadu. Obliczenia wykonuje-
my bowiem numerycznie, a kazdy program komputerowy, przed rozwiazaniem, zapyta nas
wiasnie 0 macierz wspdtczynnikdw i wektor prawych stron. Zapyta teraz tylko raz — w prze-
ciwienstwie do metody sit, gdzie rozwiazania byty cztery plus jedno — i poda odpowiedz:

th -0,442

Re| | —1000 | IWN
i 0,01068| [m
vol ] 000279| fm
W(=1 0.00847( [m
vi| | -0/00221| [m

R.| | -0558 | [MN

Ry, 1000 | [MN

Pierwsze dwie pozycje odpowiadaja weztowi pierwszemu — Kierunek x i y — jak
w (0.1), ale wezet ten jest unieruchomiony, jego przemieszczenia sa wieC znane;
w réwnaniach tych, jako niewiadome pozostaty reakcje. Podobnie jest z ostatnimi
dwiema pozycjami — dla wezta czwartego. Sity otrzymalismy oczywiscie w MN.
Cztery srodkowe pozycje zajmuja natomiast przemieszczenia weztéw 2. i 3. wyrazone
w metrach.

Sity w pretach zaleza od przemieszczen, jak wynika to z wyrazen (0.10a):

N; =200 * 0,00279 = 0,558 MN, (pret rozciagany),
N, =200 * (0,00847 — 0,01068) = — 0,442 MN, (pret sciskany),
N; = 200 * (-0,00221) = - 0,442 MN,

Ns=0,

Ns =100 * (0,00279 —0,01068) = - 0,789 MN,

Ns = 100 * (0,00847 — 0,00221) = 0,626 MN,
a naprezenia w prosty sposob od sit. Przedstawiony algorytm dostarcza zaréwno na-
prezen w konstrukcji, jak i — po drodze niejako — przemieszczen.



LEKCJA 1

Obraz ogdlny metody elementéw skonczonych

Pojecia podstawowe klasycznej wytrzymatosci materiatow
1 uwagi wstepne

Na konstrukcje (w klasycznym znaczeniu) skiadaja sie dzwigary (elementarne
fragmenty konstrukcji) potaczone wzajemnie i podparte tak, ze jako catos¢ (i kazdy
z osobna) pozbawione sa wszystkich stopni swobody. Te elementy konstrukcji zaste-
powane sa w obliczeniach wytrzymatosciowych modelami teoretycznymi. Kazdy
z nich ma swoja specyfikg.

Najprostszy — pret rozciagany — jest odcinkiem w jednowymiarowym continuum
(jednowymiarowa ,,bryta”), w ktdrym jedyna sita wewnetrzna jest sita normalna N,
a jedynym energetycznym skutkiem jej dziatania — wydtuzenie. Z drugiej strony, naj-
bardziej ogélnym ,,elementem konstrukcyjnym” jest bryta tréjwymiarowa. Sita we-
wnetrzna jest w niej naprezenie o, a jego skutkiem — odksztatcenie ¢. (A moze od-
wrotnie). Pomiedzy tymi skrajnosciami sytuuja si¢ belki, ramy, tarcze, ptyty, powtoki
z ich specyficznymi sitami wewngtrznymi (na koniec — przypominajac sobie niejako,
ze dzwigary te istnieja jednak w przestrzeni trojwymiarowej — kazda z tych sit we-
wnetrznych przeliczamy na naprezenie, wsp6lna wszystkim site).

Zawsze jednak model obliczeniowy dzwigara jest ciagly. Oznacza to, ze
w obszarze konstrukcji dowolnie wybrany punkt oddziatuje z kazdym innym punktem
tego obszaru. A punktéw jest nieskonczenie wiele.

Rozwiazaé¢ konstrukcje znaczy wyznaczyé sity bierne (reakcje), funkcje sit we-
wnetrznych i przemieszczenia. Tym zajmujemy sie juz na gruncie statyki, o ile zada-
nie jest statycznie wyznaczalne. Ogo6lnie obliczenia sprowadzaja sie do rozwiazania
uktadu réwnan rézniczkowych z okreslonymi warunkami brzegowymi, a wiec zasto-
sowania zasad mechaniki do nieskonczenie matych elementéw objetosciowych (tak,
jak sig je rozumie w analizie matematycznej). W konsekwencji oznacza to probg zna-
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lezienia funkcji przemieszczenia i naprezenia (tensorowych, czesto bardzo ztozonych)
od razu w cafym obszarze konstrukcji (zwykle rownie skomplikowanej). Oczywiste
jest, ze musza to by¢ zadania stosunkowo proste, aby mozliwe byto osiagniecie roz-
wigzania zamknigtego. Dla zdecydowanie trudnych przypadkéw (a te wiasnie spoty-
kamy zwykle w zyciu) brak jest niestety rozwiazan zamknigtych. Wtedy jestesmy ska-
zani na metody przyblizone, np. MES.

Na uktad réwnan, niezbednych do wyznaczenia pola przemieszczen, sktadaja sie
(miedzy innymi) zwiazki geometryczne i rownania konstytutywne. Przyktadowo, dla
przestrzeni x, y (czyli dwuwymiarowej):

ou
&y OX
Ey = il : (1.2)
oy
Tl Jou ov
oy Ox
_E Ev
DT TSy
Ev E
= &, + Eys 1.2
Uy 1_V2 X 1_V2 y ( )
_E
v 21w
lub nieco inaczej (cho¢ tak samo)
{o} = [D] {¢}, (1.2a)
gdzie
. 1 v O
[D]=1 ~fv 1 0 |, (1.3)
+V -
00 1_V
2

{e} — podobnie jak {c} — jest wektorem (kolumnowym),

E, v — state materiatowe.

Gdyby dotaczy¢ tu jeszcze grupe rownan réwnowagi (i poda¢ warunki brzegowe — sa
to przeciez réwnania rézniczkowe) otrzymalibysmy kompletny uktad réwnan nadajacy sie
juz do rozwiazania — liczba réwnan bedzie wowczas rowna liczbie niewiadomych.

Cho¢ nominalnie mozliwe, rozwiazanie osiagane ta droga — przez catkowanie —
zwykle nie daje sig, jak juz wiemy, doprowadzi¢ do postaci zamknigtej. Na razie jed-
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nak nie musimy sie na tym skupia¢, przyjmijmy, ze — jakim$ sposobem — to sie udato.
W rezultacie otrzymamy pole przemieszczen

u(x, y, 2), v(x, y, 2), w(x, y, 2)

(ogolnie w trzech wymiarach) i jest to zasadniczy etap rozwiazania (na gruncie metody
W jej najpowszechniej wystepujacej wersji, bo rozwiazanie mozna tez otrzymac
w naprezeniach). W powyzszych funkcjach u, v, w zawarta juz zostata wszelka infor-
macja o materiale (posta¢ funkcji zalezna jest od parametrow materiatowych) i jego
geometrii. Z réwnan (1.1) i (1.2) wynika bowiem, ze majac pole przemieszczen kon-
strukcji, mamy w zasadzie wszystko: jej koncowa konfiguracje (czyli jej geometrie po
obciazeniu), pole odksztatcen i pole naprezen. Wyznaczenie funkcji u, v, w jest zatem
réwnoznaczne z rozwiazaniem (jesli nie liczy¢ juz prostych w uzyciu zwiazkéw (1.1)
i (1.2) na drodze dochodzenia do naprezen).

Krotka dygresja o zapisie macierzowym

Choc¢ odksztatcenie ¢ i naprezenie ¢ sa tensorami drugiego rzedu, w metodzie
elementéw skonczonych nie zostaly potraktowane z nalezytym szacunkiem.
Wszystkie niezalezne ich sktadowe, w arbitralnie przyjetej kolejnosci (ale konse-
kwentnie), zostaly umieszczone w jednowymiarowych tablicach (podobnie, jak
przemieszczenia {q} i sity weztowe {Q}). Poniewaz kazda z trzech grup réwnan
— zwiazki geometryczne, réwnania konstytutywne i réwnania réwnowagi — two-
rzy ukiad, ktory daje sig¢ interpretowac jako dziatania algebraiczne, takze idla
nich mozliwy jest zapis owych dziatan z uzyciem tablic liczbowych. Taki sche-
mat zapisywania danych oraz wykonywanych na nich operacji jest w zadaniach
mechaniki konstrukcji nazywany macierzowym. (Jednak jest to w dalszym ciagu
zapis klasyczny, tj. w ukladzie wspétrzednych x, y, z, w ktorym wystepujace
obiekty pozbawione sa tensorowego pietna.)

Tak wigc dla osrodka ciagtego w trzech wymiarach

{e} "= {60 2, & s P 1k,

{c} T= {o% Oy, Oz Txys Txzs Tyz}-

Na taki zapis mozemy sobie pozwoli¢ tylko dlatego, ze iloczyn (skalarowy)
tych ,,wektorow” {c}'{c} daje (przypadkiem) wynik identyczny z iloczynem o &ij —
podwaOjna energia odksztatcenia sprezystego. (MES jest metoda energetyczng, dla
ktorej ten iloczyn ma ogromne znaczenie.)

Sa na szczegscie przyktady konstrukcji z natury zdyskretyzowanych. Kratownica,
cho¢ skiada si¢ z elementdéw kontynualnych, jest konstrukcja, ktorej rozwiazanie daje
si¢ sprowadzi¢ do uktadu réwnan algebraicznych, a nie rézniczkowych. W tym
wzgledzie algorytm obliczeniowy upodabnia sie do stosowanego w MES. Dzieje sie
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tak dzieki odrebnemu rozwiazywaniu (prostych) elementéw konstrukcji potaczonych
punktowo w catos¢.

Jednak w MES ta strategia rozwiazania zaszla znacznie dalej, a podziat na elemen-
ty jest o wiele bardziej radykalny. Dyskretyzacji poddaje si¢ bryty lub dzwigary
o dowolnych ksztattach, przy tym uzywane do tego elementy skonczone bywaja silnie
zakrzywione, zdumiewajaco wiernie dopasowujac si¢ do rzeczywistych powierzchni
lub linii granicznych konstrukciji.

Element
12-weztowy

Rys. 1.1. Przyktad tarczy kotowej z dwoma wycieciami ceowymi, modelowanej elementami
wyzszego rzedu — czworobokami o dwu weztach posrednich na kazdym boku
(rysunek po lewej). Do zdyskretyzowania tej ztozonej geometrycznie
konstrukcji uzyto — jak wida¢ — 20 element6w skoniczonych

Pojecia podstawowe metody elementéw skonczonych

Uwagi wstepne i definicje

Na konstrukcje sktadaja sie elementy skoriczone. Element skosczony jest arbitral-
nie wydzielonym fragmentem konstrukcji. Laczy sie on z innymi elementami skon-
czonymi jedynie w wezfach. Wezty sa ,,punktami” nalezacymi do jednego lub wiecej
elementéw skonczonych (wiecej — oznacza potaczenie elementéw). Liczba elementow
i liczba weztow jest skonczona (czasem bywa bardzo mata). Na rysunku 1.2 pokazany
jest przyktad tarczy obciazonej i zamocowanej, nastepnie podzielonej na elementy
skonczone. Pojedynczy element jest obciazony oddziatywaniem ze strony przylegtych
elementow, przekazywanym za posrednictwem wspolnych weztéw.

Wezly ,,dyskretyzuja” funkcje, ktére powinny by¢ ciagte w objetosci konstrukcji
(a scislej — w objgtosci elementow skonczonych). Wyobrazmy to sobie tak: Raz obszar
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konstrukcji zamkniety w elemencie skonczonym jest ciagty (klasyczne continuum) i jako
taki zostaje obciazony sitami powierzchniowymi lub objetosciowymi i rozwiazany scisle.
W ten sposob ,.element” przyjmie pewien okreslony ksztatt koncowy. Drugi raz element
zostaje spreparowany tak, ze jego kontynualna struktura zostaje sprowadzona do uktadu
punktoéw zastepczych, czyli weztdw. Powiazane sa one miedzy soba tak dobranymi spre-
zynami, ze uklad tych punktéw, po obciazeniu ich sitami wypadkowymi, przyjmie postaé
identyczna jak w poprzednim rozwiazaniu. Mozna powiedzie¢, ze element ten zostat zre-
dukowany do reprezentujacych go weztdw. Roznica jest taka, ze w pierwszym przypadku
od razu otrzymujemy pole przemieszczen osrodka, gdy tymczasem w drugim — prze-
mieszczenia tylko tych wybranych punktow. ,,Ciagtosci” nabieraja te przemieszczenia
dopiero po interpolacji pomigdzy wartosciami weztowymi, przy uzyciu pewnych funkcji
(prostych, przyjetych arbitralnie, nazywanych funkcjami ksztattu).

Konstrukcja podparta jest tak, ze jako catos¢ pozbawiona jest wszystkich stopni
swobody (nie jest mechanizmem).

Nazwa elementu skonczonego bierze sie stad, ze moze on obejmowac znaczne frag-
menty konstrukcji. Zienkiewicz [1, str. 153] podaje przyktad elementu przestrzennego
(Jednego) obejmujacego calq zapore fukowg. Zwykle jednak jest ich wiele, czasem setki
tysiecy. Na umiejetnos¢ wyboru miedzy drogami ku tym skrajnosciom sktada si¢ zaréwno
wiedza teoretyczna, jak i doswiadczenie. Trudno wyobrazi¢ sobie opcje domysing na wy-
bor typu elementu w systemie komputerowym, adekwatna do kazdego zadania.

Dyskretyzacja konstrukcji (jej podziat na elementy skonczone stanowione w prze-
strzeni przez wezty) ma na celu wprowadzenie sif wezfowych powiazanych z elementa-
mi skonczonymi zwiazkami klasycznej teorii sprezystosci i w rezultacie sprowadzenie
rozwiazania konstrukcji (ciagtej, przestrzennej) do uktadu réwnan algebraicznych — tak,
jak to sie dzieje w przypadku kratownicy. Z kompletem sit (dziatajacych tylko w we-
ztach), zapisywanym jako wektor {Q} (pionowa tablica jednowymiarowa), skojarzony
jest wektor przemieszczen weztowych {q}, nazywanych parametrami wezfiowymi
(oczywiscie o tym samym wymiarze co {Q}). Pomigdzy tymi wektorami wystepuje li-
niowa zaleznos¢ (1.4) (ponizej), jak przyjmuje si¢ w MES.

Zasadnicza trescia MES sa algorytmy obliczeniowe wspdtczynnikdw sztywnosci
(lub podatnosci) miedzy tymi wektorami. Nominalnie rzecz biorac, taki wspdtczynnik
liczbowy wystepuje pomiedzy kazda wspOirzedna wektora przemieszczenia {q}
a kazda wspoirzedna wektora sity {Q} (i umieszczony jest na odpowiedniej pozycji
w macierzy [K]). Bywa ich czasem bardzo wiele, jednak zawsze jest to liczba skon-
Czona, czego nie mozna powiedzie¢ o osrodku ciagtym. Natura metody jest natomiast
taka, ze najczesciej ogromna wigkszos¢ tych wspétczynnikdw jest dla konstrukcji
réwna zeru. O tym, ktore to sa wspotczynniki, dowiemy sie¢ nieco dalej, do tego po-
trzebne jest pojecie stopnia swobody. Juz teraz za to widaé¢, ze macierz sztywnosci
konstrukcji [K], zawierajaca te wspétczynniki, jest kwadratowa (bo wymiary {q}
i {Q} w rowniach (1.4) sa takie same).

MES — zwykle oparta na metodzie przemieszczen — sprowadza si¢ do algorytmu obli-
czania macierzy sztywnosci konstrukeji [K] w (liniowym) uktadzie réwnan kanonicznych
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[K]-{a} ={Q}. (1.4)

Jak widaé, wektor parametrow weztowych {q} przyjeto jako niewiadome,
a wektor prawych stron {Q} stanowia sity weztowe. ,,.Zwykle”, bowiem MES ma tak-
7e SWoja wersje oparta na metodzie sit (wowczas {q} jest wektorem prawych stron,
{Q} niewiadomymi, a [K]™ jest macierza wsp6tczynnikéw podatnosci miedzy nimi),
a nawet hybrydowa, ale jest ona znacznie mniej rozpowszechniona (otarlismy si¢ o te
wersje we Wstepie — do niewiadomych w uktadzie réwnan (0.12) zostaty tam zaliczo-
ne przemieszczenia na réwni z sitami).

Réwnanie macierzowe (1.4) wyraza liniowy zwiazek miedzy przemieszczeniami we-
Ztowymi i sitami weztowymi. O takiej konstrukcji méwimy, ze jest uk/adem liniowym
geometrycznie (uktadem Clapeyrona). Ta liniowa zaleznos¢ obowiazuje zaréwno dla catej
konstrukcji, jak i dla elementu skonczonego (a nawet dla poszczegdlnego wezta). Dlatego
ma ona dwa zakresy zastosowania. Z perspektywy praktyki obliczeniowej najpierw two-
rzona jest macierz sztywnosci elementu [K]e w réwnaniu analogicznym do (1.4)

[Ke » {a}e = {QZ, (1.4a)

Macierz ta jest sk/adnikiem macierzy globalnej [K] (jesli konstrukcja sktada si¢ z wigcej,
niz jednego elementu). Wspbtrzedne [K]. zaleza wylacznie od geometrii elementu skonczo-
nego i materiatu, sa wiec ,,znane” — ich wartosci obliczamy po zdefiniowaniu modelu kon-
strukcji, przed jego zamocowaniem, obciazeniem i oczywiscie rozwiazaniem. Rozmiar ma-
cierzy [K]e jest, méwiac obrazowo, tak maty w poréwnaniu z [K], jak maty jest element
skonczony w poréwnaniu z konstrukcja. Pordwnanie to mozna ciagna¢ dalej: podobnie jak
konstrukcja tworzona jest przez doktadanie klockéw — elementéw skonczonych, tak macierz
sztywnosci konstrukcji [K] tworzona jest przez doktadanie kolejnych macierzy sztywnosci
elementéw [K]e. | to w sensie jak najbardziej dostownym: macierze [Kk]. sa do siebie (w pe-
wien specyficzny sposob, opisany dalej) dodawane. Po ztozeniu wszystkich klockéw kon-
strukcja jest gotowa do zamocowania i obciazenia, tj. wprowadzenia warunkdw brzegowych.
Kazdy z tych trzech etapéw wymaga oddzielnego oméwienia.

Ten elementarny w swej strukturze, macierzowy zapis (1.4) stanowi — jakze sku-
teczne - uogdlnienie rownania skalarowego dla preta liniowo-sprezystego:
(EA/L)-AL = F. Co wigcej, zapis ten zachowa tg strukturg takze po uwzglednieniu
rozszerzalnosci termicznej, naprezen wstepnych oraz sit objetosciowych.

Element skonczony

jest najmniejsza ,,dawka” konstrukcji w schemacie MES. Moze by¢ on modelem kazdego
rodzaju dzwigara, a wigc preta (obciazonego dowolna kombinacja sit wewnetrznych), tar-
czy, ptyty, powtoki i bryty. Zaleznie od potrzeb moze przyjmowaé rozne ksztaity
i zawiera¢ rozne ilosci weztdw. Stad ogromna mnogos¢ typdw. W powszechnym uzyciu
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jest ich kilkadziesiat. Znamienny dla MES jest jednak fakt identycznego algorytmu obli-
czeniowego dla kazdego typu elementu. Ta uniwersalnos¢ jest zasadniczym powodem tak
wielkiej popularnosci tej metody.

Element skonczony to obszar, do ktorego stosowane sa rdwnania teorii sprezystosci.
Jest on faktycznie rozwiazywany jak klasyczne zadanie mechaniki osrodka ciagtego. ROz-
nica wzglgdem mechaniki klasycznej polega na tym, ze pole przemieszczen w jego obsza-
rze okreslaja bardzo proste funkcje. Sa to zwykle wielomiany i to niewysokiego stopnia.
Jednoczesnie ksztalt elementu takze ograniczony jest do prostych figur lub bryt geome-
trycznych — odcinka, trjkata, prostokata, czworoscianu, prostopaditoscianu, a obciazenia
przykladane sa wytacznie do weztow jako sity skupione. Rozwiazanie takiego zadania na
gruncie mechaniki klasycznej nie stanowi juz problemu i w takim zakresie jest ona wyko-
rzystana w MES.

Element skonczony tym sie r6zni od elementu objetosciowego w analizie matema-
tycznej, ze funkcje w jego obszarze moga by¢ zdecydowanie nieliniowe (choé¢
w praktyce jest to dos¢ czesto mozliwosé jedynie potencjalna). Element jest wiec cia-
gly, co nie zawsze da si¢ powiedzie¢ 0 obciazonej konstrukcji po takim podziale. Na
przyktad pole przemieszczen bedzie wdwczas ciagte na pewno w obszarze kazdego
z elementdéw, a zatem i w weztach taczacych elementy. Dopuszcza si¢ jednak t¢ moz-
liwos¢, ze pomiedzy elementami, ale poza faczacymi je weztami, pojawia sie szczeli-
ny. Stanowi to zrédito btedéw metody, jednak ich wielkos¢, a raczej matose, jest za-
dziwiajaca — takze dla znawcéw przedmiotu. (A wiasciwie tylko dla nich).

W tym miejscu nalezy przedstawi¢ najbardziej chyba znamienny rys metody: do
opisu rozktadu pola przemieszczen wewnatrz elementu skonczonego zastosowano ka-
pitalny pomyst Rayleigha, modyfikowany pézniej przez innych, do przyblizonego
rozwiazywania dzwigarow, znany jako metoda Rayleigha—Ritza. Pomyst polega na
przyjeciu (nieznanego przed rozwiazaniem) pola przemieszczen w postaci szeregu

u(x) = Z aj ¢i(x), (1.5)

gdzie a; sa parametrami do obliczenia, a ¢; znanymi funkcjami potozenia x. (Szereg mozna
oczywiscie zapisac takze w przestrzeni dwu- i tréjwymiarowej. W postaci danej wzorem
(1.5) ma on zastosowanie do pretéw.) Scisle biorac, liczba sktadnikow zdaza do nieskon-
czonosci, jednak w obliczeniach uwzglednia sie skonczong ich liczbe. Funkcje bazowe g;,
przyjmowane arbitralnie, musza spetnia¢ warunki brzegowe, ale poza tym moga by¢ do-
wolne. Do obliczania parametréw a;, a tym samym rozwiazania zadania, wykorzystano
fundamentalna zasade mechaniki o minimum catkowitej energii potencjalnej uktadu spre-
7ystego, z ktdrej wynika zasada prac wirtualnych.

W MES parametry a zyskaty prosta dla inzyniera interpretacje — przemieszczen we-
ztéw. Btad metody jest tym mniejszy, im wigcej jest parametrow a;, a wigc im drobniejszy
jest podziat na elementy skonczone. Inna, réwnie wazna réznica wzgledem metody Rayle-
igha—Ritza, tkwi w wielkosci obszaru, w ktérym obowiazuje rozkiad przemieszczen (1.5).
W metodzie tej opis (1.5) obejmuje calq konstrukcje, co mocno ogranicza mozliwy zestaw
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ich ksztattéw, nadajacy sie do realnych obliczen. W MES ograniczenie to odnosi sie tylko
do obszaru pojedynczego elementu skonczonego.

Teraz troche o ,,technologii” obliczen.

Dane do obliczen numerycznych gromadzimy w tablicach. Elementy skonczone defi-
niowane Sa przez numery swoich weztéw i ciag parametrow takich, jak np. numer mate-
riatu. Tworza one tablice elementdw. Ale do tego, by konstrukcja (i kazdy z elementdw)
nabrata ksztattu, wezty musza zaja¢ okreslone potozenie w przestrzeni. Ich wsp6trzedne
(w uktadzie globalnym) sa zawarte w tablicy wez#Ow. Parametry materiatowe, kryjace si¢
pod numerem materiatu, znajduja si¢ w tablicy materiaZéw. Jest to schemat zapisywania
danych wspolny dla wszystkich programdw obliczeniowych.

yy

Tarcza utwierdzona na jednej krawedzi,
obcigzona silg skupiong.

Krawedz utwierdzona, reakcje Wezel nalezacy do
dzialajg tylke w wezlach. jednego elementu.

Wezet nalezacy do
dwéch elementdw.

——_ Wezet nalezacy do
1 czterech elementow.

sity miedzyelementowe

F - sita zewnetrzna, czynna
(obcigza obydwa elementy).

Rys. 1.2. Tarcza prostokatna podzielona na 12 elementéw skonczonych. Widoczny jest uktad sit
po ,,wyjeciu” jednego elementu. Sity migdzyelementowe w bilansie catkowitym redukuja sie.
Sily zewnetrzne dziatajace na wezty wspolne obciazaja wszystkie przylegte elementy skonczone
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Elementom (ponumerowanym) przypisujemy pewna ceche przez podanie numeru
tej cechy w tablicy-magazynie. Cechy te moga mie¢ ,,strukture”, np. materiaZ, to cza-
sem catkiem dtugi ciag parametréw, jesli jest on anizotropowy. Takze geometria pro-
filu prgta wymaga niekiedy podania kilku wartosci, takich, jak np. momenty bezwiad-
nosci.

Dzieki takiej strategii zapisu danych tatwo jest modyfikowaé konstrukcje. Po jej
utworzeniu, czy nawet rozwiazaniu, mozliwe jest przestawianie weztéw (nadawanie
konstrukcji nowego ksztattu) przez zmiane ich wspoétrzednych lub zastepowanie jed-
nych materiatéw innymi. Zmian tych dokonuje sie w tablicach elementéw i weztow.
(Program mozna wyposazy¢ w procedury zdolne nawet do przebudowania elementow
jednego typu na inny, np. elementéw czworokatnych z weztami w narozach z rys. 1.2
lub 1.3 na elementy dwunastoweztowe, z dwoma weztami posrednimi pomiedzy naro-
zami, jak narys. 1.1).

Na rysunku 1.3 pokazany jest przypadek tarczy prostokatnej. Ponumerowane
wezty kreuja elementy skonczone w kolejnych wierszach tablicy elementéw. Same
wezty zdefiniowane sa w tablicy weztéw. Interpretacja danych zawartych w tablicy
parametrow zalezy od uzytego typu elementu. W tym przypadku, tarczy, pierwszy
parametr (tak sie¢ teraz umawiamy) oznacza grubos¢ elementu skonczonego. (Gdyby
to byt element pretowy, umowilibysmy sie, ze oznacza powierzchnie przekroju po-
przecznego).

Z tablicy elementéw wida¢, ze omawiana tarcza wykonana jest z jednego tylko
materiatu (pierwszego). Grubos¢ natomiast rozdzielona jest tak, ze w przekroju (rzut
na ptaszczyzng yz) tarcza przypomina dwuteownik, poniewaz dwa srodkowe elementy
(3 i 4) sa trzy razy ciensze od skrajnych (srodkowym przydzielono grubos$¢ 5 cm,
skrajnym 15 cm).

Tablica Tablica Tablica
weztow materiatow parametrow
Nr wezta X y Nr zestawu E v ze’\sltra- P itd
ml | [m] [MPa] ou | m] '
1 0 6 1 2e5 0,3 1 0,15
2 2 6 2 1e5 0,25 2 0,05
3 4 6
4 0 4 Tablica elementow
5 2 4 Wezet .
6 4 4 eleggntu 1 > & 3 2 Materiat | Grubos¢
7 0 2 1 1 4 5 2 1 1
8 2 2 2 2 5 6 3 1 1
9 4 2 3 4 7 8 5 1 2
10 0 0 4 5 8 9 6 1 2
11 2 0 5 7 10 11 8 1 1
12 4 0 6 8 11 12 9 1 1
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Rys. 1.3. Tarcza prostokatna podzielona na sze$¢ kwadratowych
elementéw 4-weztowych. Wezet 4. Jest catkowicie unieruchomiony,
weztowi 7. odebrano swobodg przemieszczenia w kierunku x

Stopnie swobody

Przemieszczenia weztéw (parametry weztowe) nalezy rozumieé¢ jako wielkosci uogél-
nione, przypisane weztowi. Na przykiad w kontinuum tréjwymiarowym wezet ma trzy
stopnie swobody: trzy przemieszczenia — jak punkt geometryczny. Odpowiadaja one trzem
wspotrzednym sity skupionej, dziatajacej w tym punkcie. (Zauwazmy, ze nie tylko sity ze-
wnetrzne w tym rodzaju ,,dzwigara” maja tak elementarna interpretacje. Takze sity we-
wnetrzne, ktorymi sa po prostu naprezenia. To co$ znacznie prostszego pojeciowo, hiz po-
wiedzmy ,,moment skrecajacy w ptycie, roztozony wzdituz linii”.) Na rozmiar wektora {q}.
elementu skonczonego sktadaja sie stopnie swobody wszystkich jego weztdéw. Wektor pa-
rametrow weztowych {q}e ma zatem

Element 1

Rys. 1.4. Konstrukcja ztozona z dwoch elementdw czworosciennych, 4-wgztowych.
Powigkszona czcionka oznaczone sa numery globalne weztow
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Isse = Iwe * Issw
sktadowych,
gdzie: Isse — liczba stopni swobody elementu,
Iwe — liczba weztéw elementu,
Issw — liczba stopni swobody wezta.
Wektor przemieszczen dla najprostszego, 4-weztowego elementu objetosciowego
(czworoscianu z weztami w wierzchotkach, rys. 1.4) przyjmie postaé

{a}" = {uy, V1, W1, Uy, V, Wa, Us, Va, W3, Ug, Va, Wa}.

X
Fragment
konstrukcji
zastapiony
elementem
skonczonym

01

Przemieszczenia

wezet 1

——» przemieszczenie liniowe (u, v, w)/sity
—— przemieszczenie katowe (katy obrotu ¢, y, w) /momenty

Rys. 1.5. Przemieszczenia uogdlnione elementu skonczonego ramy w uktadzie lokalnym.
Kazdemu z 12 przemieszczen odpowiada wspétrzedna uogoélnionej sity



K\:Lezj{':(e Wezel 1 Wezel 2
Si"zgzify 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12
1 kiv k1o Kkis o ki ks Kie | kKir Kie Kia ki ki Kin Uy
2 koo kzz  kaz Kayo Kkas Kae | Kzr Kz Kkas ki Ko Kan vy
% 3 kar ki Kaz  Ksu Kas Ko | K37 Kazs Ksa ki ket Kan W
g 4 Kyq kiz  kys  Kgyo kys kug | K47 Kys o kun Kso Kenn Kegz 1
3 ksy ks ksz  Ksy  Kss  Kse | Pl Ko™ Kss ks Kspn g% 1
6 ks ksa  Kez  Kes  Kos  Kao 67 < A5s | Koo Keio kg kgy | |y
7 LeS k72 K73 k74 k75 k7g 77 hig kig '\ kv Ky Kroo u4
8 koo koz  kes  Key  Kos  Kse | Ke7r Kss  Kos kg Ko Apn Vi
% 9 ka1 kaa Koz Koy Kas Koo | Ke7r  Kas Koo Kao Kot Kon W
g 10 kit kw2 Kwa  Kua ks Kos | Koy Kos Koo Ko Ko Koo P32
L kg Kyaz Knz kyy Kys Kpe | kg kg Kpg Ko K Koz X2
12 K121 Kipo fi’umus Kizz  Kipe Ko K Kan Ko ¥

spotczynnik sztywnosci k14 3 mnozony jest przez wy — rzut przemieszczenia pierwszego
wezta na 05z . kacznie 2 11 innymi sktadnikami iloczyn ten stanowi site X ; — rzut weklora
momentu w wezle 2 na 0§ y. Sztywnosc fa jest zatem reakcjag (momentem wzgledem osi y) w
wezle 2 na jednostkowe przemieszczenie wzdiuz osiz w wezle 1. (Proste? Jesli nie, to
wykonaj mnozenie tych macierzy.)
Po utworzeniu elementu skonczonego — ale przed rozwiazaniem — nie wiem ile wynosiw,.
Potrafie jednakze obliczy¢ wartos¢ wspotczynnika &, ; (i wszystkich pozostatych), bo zalezy

ona tylko od geometrii elementu i parametrow materialowych (narzuconych przeciez warunkami

zadania).
\ /

Rys. 1.6. Rdwnanie (1.4a) zapisane dla pojedynczego elementu ramy przestrzennej. Chociaz wezly maja w nim jeszcze numeracje lokalna,
to wartosci wspotczynnikow w [K]e sa juz po transformacji wedtug wzoru (2.9), tj. obliczone sa w uktadzie wspotrzednych globalnych
i gotowe do dodania do macierzy sztywnosci konstrukcji
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Element taki ma 12 stopni swobody i opisany jest przez 12 parametréw. Indeksy
przy przemieszczeniach u, v, w (rzutach przemieszczenia wezta na osie uktadu wspét-
rzednych) sa numerami kolejnych weztéw (liczonych lokalnie, poniewaz numeracja
w skali konstrukcji jest inna). Macierz sztywnosci [K]. tego elementu ma zatem wy-
miar 12x12 — sktada sig¢ ze 144 wspotczynnikow sztywnosci (rys. 1.7).

Wezet nie jest jednak, niestety, punktem geometrycznym. Jego prawdziwa natura
objawia sie przyktadowo w elemencie belkowym (przestrzen 2-wymiarowa). Element
preta zginanego, wytyczony dwoma weztami, obciazony jest na koncach nie tylko sita-
mi skupionymi (normalna — jak pret kratownicy i tnaca), ale takze momentem gnacym.
Tym trzem sitom uogélnionym, w kazdym z weztéw tego elementu skonczonego, od-
powiadaja trzy przemieszczenia uogdlnione: dwa przemieszczenia liniowe (sitom sku-
pionym) i kat obrotu (momentowi). Taki wezet nie tylko przemieszcza si¢ w przestrzeni,
ale rowniez obraca! Tego nie potrafi punkt geometryczny. Jeszcze gorzej jest z weztem
elementu ramy w trojwymiarowej przestrzeni. Wezet taki obciazony jest trzema wspot-
rzednymi sity skupionej (normalna i dwie tnace) oraz trzema wspotrzednymi momentu
(skrecajacego i dwiema gnacego). W rezultacie pojawia si¢ tez szes¢ przemieszczen
uogolnionych: trzy liniowe i trzy obroty. Wszystkie one razem, 6 przemieszczen jedne-
go wezla i 6 drugiego, w arbitralnie przyjetej kolejnosci (ale zawsze takiej samej!), ujete
sa W jeden ,,wektor” przemieszczenia elementu. W jednym ciagu wystepuja w nim
przemieszczenia kolejno wszystkich weztdw, a w podobszarze wezta — liniowe i katowe
przemieszczenia obok siebie. Razem (znowu, choé¢ zupetnie przypadkowo) 12 stopni
swobody (rys. 1.5).

Stopnie swobody sa, jak wida¢, najmniejsza analityczna jednostka podziatu konstrukgji.
W interpretacji matematycznej przejawiaja swoje istnienie pod postacia wierszy i kolumn
macierzy sztywnosci [K]e. Jej rozmiary sa wiec rowne liczbie stopni swobody elementu.

Rysunek 1.6 zawiera analityczna interpretacje tego schematu: wektor przemieszczen
zwigzany jest liniowo z wektorem sit w tym elemencie skonczonym (zgodnie z (1.4a)). Ma-
cierz [k]e zawiera wspdtczynniki proporcjonalnosci wystepujace migdzy kazdym z prze-
mieszczen i kazda z sit. Interpretujac wspdtczynniki sztywnosci siggamy wreszcie do istoty
tego réwnania. Co one znacza? Wspotczynniki te sa udziaami, jakie maja poszczeg6lne
przemieszczenia uogolnione elementu w kazdej z jego 12 sit uogdlnionych (petniag podobna
role, jak liczby wpfywowe w metodzie sit). W elemencie wypreparowanym tak jak na rys.
1.5, sa to sidy zewnetrzne, ale niezaleznie od tego, czy element jest rozwazany oddzielnie,
czy w potaczeniu z reszta konstrukcji, wspotczynniki te pozostaja takie same.

Podobnie jest z macierza konstrukcji [K] i wektorem {g} w réwnaniach (1.4). Zawarte
w tych macierzach kolejne bloki (podmacierze) o wymiarze Issw (rys. 1.7) przypisane sa
kolejnym weztom ale teraz numerowanym globalnie. Tak wiec na pozycji 13. wektora

{Q}T = {uy, V1, Wy, Uz, Vo, Wy, Us, V3, W3, Us, Va, Wy, Us, Vs, Ws}

dla konstrukcji ztozonej z dwoch elementéw czworosciennych, pokazanej na rys. 1.4,
znajduje sie przemieszczenie wezta 5 w kierunku x, czyli us, bo jest to pierwsza pozy-
cja (a wiec wspobtrzedna x) piatej (piaty wezet) trojki (wezty maja po 3 stopnie



Agregacja macierzy sztywnosci konstrukcji ztozonej z dwu elementow czworosciennych (rys. 1.4)

Element 1.
o 1 2 3 4 KONSTRUKCJA
gl\(l)vt?:ﬁl}ie 2 3 4 1 gl\évs;fr:‘ie 1 2 3 4 5
stopien stopien
swobody 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 swbody 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1) kyy kio| kis|Kia|kis kig|kiz kig| Kig|kizo K1t Kigp 1 Kig Kiz [Kiz |Kyg, [Kis Kge |Kiz Kig Kig [Kizo Kinn [Kizo |Kiis [Kiag [Kiss
1 2 2| ka1 | Koz kas|kos Kos| Kpe| ka7 | kag Koo |kaio kais ko 1 2 KzKK’iz‘lkzs Ki4 «5_!_5 :Kze K27 Kag [Kag [Ka1o Kz1a Kaiz |Kais Ko Kais
3 k31 k32 k33 k34 k35 k36 k37 k38 k39 k310 k311 I(312 3 K??l K‘;ZJRZ%S K3-4 K35 -K36 K37 K38 K39 K310 K311 K312 K313 K314 K315
4 Ka1 Kap| Kag| Kaa| Kas | Kag kar Kag HaollKato Ka1x Karo 4K41 Kaz [Kaz |Kss Kys [Kyg |Ka7z Kag [Kag |Kazo Kagr Kggo [Ka1z Ka1a (Kass
2 3 5 k51 k52 k53 k54 k510 k511 k512 2 5 K51 K52 K53 K54 K55 K56 K57 K58 K59 K510 K511 K512 K513 K514 K515
6 k61 k62 k63 k64 k610 k611 k612 6 K61 K62 K63 K64 K65 K66 K67 K68 K69 K610 K611 K612 K613 K614 K615
7 k7l k72 k73 k74 k710 k711 k712 7 K71 K72 K73 K74 K75 K76 K77 K78 K79 K"lﬂ 711 K712 K713 K714 K715
3 4 8| kg1 kgy kgs|Kga Kg1o Kg11 | Kgo 3 8|Ks1 |Ksz Kgs |Kea |Kgs Kgs |Ke7 Kgs |Kgg "K 1 «le.lKalzllels Ke1s Kgis
9 k91 k92 k93 k94 k910 k911 I(912 9 K91 K92 K93 K94 K95 K96 K97 K98 K99 K9-10 9 1 K912 K913 K914 K915
10| k01| K102 K103| K104 10K1011 K101 10|Ki01 |Kio2 K03 [Kios Kios Kioe |Kio7 Kios Kios [Kigfo Kfiis Ko 12| K10 13 Kio 14 Ko 15
4 1 11{kus Kuo Kiss|kaia Ki% K11 K12 4 11{Kysg (Kuo Kigs [Kiza Kis [Kiae [Ki7 [Kis Kigo [ 10 K1 11 Kig 12 Kaa 13 Kig 14 Kig 15
12] ko1 K12 Kizs K12 10/W1211 K12 1) 12)Kip1 |Kizp |Kizz [Kiza [Kizs Kizs |Kia7 |Kizg |Kin 12 1211 K12 19| Ki2 13 Kip 14 Kz 15
13|Kis1 [Kisz |Kizs |Kiza Kizs Kise [Kis7 [Kizs Ko [Kidio Kis 11 Kiz 12Kz 13 Kis 14 Kas 1
5 14Kyt [Kiap |Kias |Kiaa Kigs K14 11/ K14 19| K14 13 K14 14/ K14 15
15 KlSl K152 K153 K154 K155 K1511 K1512 K1513 K1514 K1515
Element 2.
ohine 1 4 k23_ 1
gl\(,)vs;ﬁie 2 5
stopien
swobody 3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 blica ele w
1) kys kio| kiz|Kia|kis kig|kiz kig| Kig|kizo Kiss Kigp 2/ w3 | w
1 2 2| ka1 | Koz kas|kos Kos| kog | kaz| Kag Kag|kaio kais koo el| 2 3 -
3| K31 Ksp Ksz|ksa Kss kse[ksz| kas Kao|Ksio Kzui|Kzuo e2| 2 4
Al Ky1 Kaz Kaz|Kaa Kas| Keg | Kaz | Kag| Kao|Karo Ka1z Karz [k ] Drugi wezet pierwszego elementu
2 4 5 Ksi | Ksz | Kss| Kss| Kss | ksg | Ks7 | Ksg | Kso|Ksio Ksix Ksio 32 2 jest globalnie WQZ’er trzecim.
6 k61 k62 k63 k64 k65 k66 k67 k68 k69 k610 k611 k612
Tlkos koo Krallkye Krsokooll Koy Koo Kig 712 Rys. 1.7. Indeksy wspGtczynnkow macierzy sztywnosci elementow przeliczane sa z
3 3 8l ka1 Kkgz | Kss L_ "'«‘82 k6 88 Koo [Keio Kau Keio lokalnych na globalne przy uzyciu tablicy elementéw. Nastepnie ich wartosci
9 ko1 koo kol Kos Kos Ksoflker koo Koo|Kew kom Koo lokowane sa w tak wyznaczonych pozycjach macierzy globalne;j.
10| k101 K102 Kios|Ki0a Kios Kios|Kio7| Kios Kioo[K1010K1011/K 101 Podmacierz [K3,] jest suma podmacierzy [Kysls i [Kso]z
4 5 11 klll k112 k113 k114 kllS k116 k117 k118 k119 k1110k1111k1112
12 k121 I(122 k123 k124 k125 k126 k127 k128 k129 k1210k1211k1212
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swobody) liczb. Macierz sztywnosci (catej) konstrukcji [K] ma wymiary 15x15 (konstrukcja
ma 15 stopni swobody) i zawiera 225 wspbtczynnikdw (patrz rys. 1.7). Jak teraz, po dodaniu
macierzy elementdw, interpretowac liczby w macierzy globalnej? Co oznacza wspétczynnik
Kis,? Zajmuje pozycje w 15 wierszu, bierze zatem udziat w tworzeniu rzutu sity w wezle 5
na o$ z (sita odpowiadajaca 15. stopniowi swobody). Ale wyraza wplyw jedynie przemiesz-
czenia w kierunku osi y pierwszego wezta (przemieszczenie odpowiadajace 2. stopniowi
swobody). Jesli wydaje sie to niejasne, wrd¢ do opisu na rys. 1.6. Teraz jednak, w macierzy
globalnej, zarbwno dziaZanie, jak i jego skutek dotyczy konstrukcji. Przemieszczenie odpo-
wiadajace 2. stopniowi swobody jest wspdlne dla wszystkich przylegfych elementéw skon-
czonych (przylegtych do wezta 1 w numeracji globalnej), a sita odpowiadajaca 15. stopnio-
wi swobody jest sumg si# dziafajgcych na wszystkie przylegZe elementy (do wezta 5). To nic,
ze wspotczynnik Kys, jest w tym przykladzie réwny zeru, a nawet, ze wezty 1. i 5. nie maja
przylegtych elementéw. Gdyby miaty, przykiad bytby zbyt skomplikowany. Przeéwicz sa-
modzielnie wspdtczynnik Ky 1;.

Cwiczenie: Jaka wspotrzedna przemieszczenia znajduje sie na 40. pozycji wektora
{q} dla konstrukcji ztozonej z (minimum siedmiu) elementéw ramy tréjwymiarowej
(rys. 1.5)? Jakim wzorem przelicza¢ stopien swobody na numer wezta?

Agregacja

Agregacja to proces sktadania elementdw skonczonych w konstrukcje. Algorytm
jest prosty. W petli programowej po elementach obliczane sa macierze [K]e
i natychmiast po utworzeniu takiej macierzy (i ewentualnej transformacji wg (2.9) —
o tym w Lekcji 2) jest ona dodawana do macierzy globalnej, w sposéb pokazany na
rys. 1.7. Po wykonaniu tej petli le razy (le — liczba elementéw), proces budowania ma-
cierzy konstrukcji [K] jest zakonczony.

Elementy tworzace konstrukcje nie musza by¢ jednego typu, jesli jednak wystepuja
obok siebie, nalezy je opisa¢ we ,,wspolnej przestrzeni”. Liczba stopni swobody wezta
Issw w kratownicy wynosi 3, tymczasem dla elementu ramy 3D, Issw = 6. Mozliwe jest
utworzenie konstrukcji z obu typéw elementéw, ale podmacierze weztéw elementdw kra-
townicowych musza wtedy mie¢ wymiary 6x6 zamiast 3x3. Wspotczynniki sztywnosci
dla stopni swobody przypisanych przemieszczeniom katowym beda w niej réwne zeru.

Szereg typow elementdéw skonczonych, wystepujac obok siebie w konstrukcji, nie
wymaga nawet takiego dostosowania. W dwuwymiarowym continuum wezlty maja 2
stopnie swobody, tyle tez maja wezly elementdéw tarczowych i kratownicowych 2D.
Wszystkie te typy mozna kojarzy¢ zupetnie dowolnie, bez dodatkowych dziatan dopaso-
wujacych. Na rysunku ponizej widaé cztery wezty taczone tymi elementami w réznych
kombinacjach (jest tu element tarczowy 4-weztowy, 3-weztowy i kratownicowy 2D). Ich
agregacja nie odbiega od wczesniej opisanej.
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Czasami przy takim taczeniu réznych typdw elementéw nalezy liczy¢ sie ze wzro-
stem bteddw metody. Rysunek 1.10 pokazuje, jak do niego dochodzi. W elementach
z dwoma weztami na krawedzi, funkcja przemieszczen zmienia sie liniowo wzdtuz tej
krawedzi. Dotyczy to elementow cztero- i tréjweztowych oraz kratownicowych. Ele-
ment 8-weztowy ma jednak 3 wezty na kazdej krawedzi i wzdtuz niej przemieszczenie
dane jest wielomianem drugiego stopnia. Migdzy tak r6zniacymi si¢ elementami, po-
jawiaja sie szczeliny, wnoszac swoj udziat do energii odksztatcenia osrodka. Stanowi
to oczywiscie zrddto btedéw rozwiazania, poniewaz opiera Sie ono na zasadzie mini-
mum catkowitej energii potencjalnej uktadu.

Macierz sztywnosci konstrukcji

Wspbtczynniki sztywnosci konstrukcji — podobnie jak wspétczynniki podatnosci
w metodzie sit — tworza macierz symetryczng. Powod tej symetrii jest ten sam: twierdzenie
Betti-Maxwella. Dla obliczen numerycznych ma to ogromne znaczenie, bowiem wystar-
czy przechowywaé w pamieci komputera jedynie potowe tej macierzy potozona po jednej
stronie przekatnej gtéwnej, wraz z ta przekatna. (Dotyczy to zreszta takze macierzy
sztywnosci elementu.) Ale jest jeszcze druga niezwykle istotna wiasnosé macierzy [K].

W obszarze elementu skonczonego kazdy wezet dziata na wszystkie pozostate.
Dlatego zwykle wspotczynniki [ki]e sa r6zne od zera. Zupehie inaczej rzecz sig ma
z macierza [K]. Powstaje ona przez dodawanie kolejnych macierzy elementéw skon-
element nie posredniczy w przekazywaniu oddziatywan, to w ogéle nie pojawi sie
podmacierz wspotczynnikow [Kj]. Na tych pozycjach pozostana same zera! R6zne od
zera sa tylko te podmacierze [Kj], ktorych wezty i oraz j nalezq do wspdlnego elemen-
tu skoriczonego. Rysunek 1.8 pokazuje, ktore komorki macierzy [K] z rys. 1.7 zostaty
zapetnione i ktory z dwoch elementdw ma w nich swoj udziat.

Konsekwencje obliczeniowe tego sa réwnie wielkie jak te wynikajace z symetrii,
bowiem w praktyce oznacza to zerowanie si¢ olbrzymich obszaréw macierzy [K]. Popa-
trzmy na tarcze pokazana na rys. 1.3. Element 1 wiaze ze soba wezty 1, 2, 5, 4; tylko te
kombinacje wskaznikow generuja podmacierze [Kj]. Nie ma natomiast w tej konstrukcji
zadnego powiazania migdzy weztami 1 i 3 lub 6, lub wigcej. Te wszystkie podmacierze
nie zostana wypetnione w procesie tworzenia [K], pozostana wigc macierzami zerowy-
mi. W rezultacie macierz sztywnosci konstrukcji zapetni si¢ wspotczynnikami réznymi
od zera tylko na pozycjach pokazanych na rys. 1.9. Wylania sie z niego pewna charakte-
rystyczna struktura macierzy sztywnosci konstrukcji [K] — jej pasmowosé. Rézne od
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zera wspoétczynniki gromadza sie w okolicach przekatnej gtéwnej — peryferie pozostaja
puste (jesli potrafimy o to zadba¢). Na samej przekatnej wszystkie elementy macierzy
zawsze sa wypeltnione (i zawsze sa dodatnie), bo obszar ten oznacza oddziatywania we-
ztbw samych z soba. To, jak daleko od przekatnej macierz zostanie wypetniona, zalezy
od liczby elementow, liczby weztow, ale przede wszystkim od sposobu ich ponumero-
wania. Gdyby tarcze z rys. 1.3 przedtuzy¢, dokladajac elementy w dét i kontynuujac ten
schemat numerowania weztdéw, jej macierz sztywnosci rozrastataby sie w obu wymia-
rach, jednak szerokos¢ pasma widoczna na rys. 1.9 pozostataby nie zmieniona. Liczba
niezerowych wspotczynnikéw wzrastataby proporcjonalnie do liczby stopni swobody
konstrukcji Issk (wymiaru macierzy), a liczba wszystkich wspotczynnikdéw macierzy [K]
— proporcjonalnie do kwadratu Issk. Jest tylko kwestia diugosci tej tarczy, aby przy jej
wzrastaniu wspdtczynniki zawierajace jakas tres¢ utonety w morzu zer! Na przyktad 10
razy dtuzsza tarcza bedzie miata 120 weziow, czyli 240 stopni swobody. Macierz [K]
zawiera wtedy 240%/2 + 240/2 = 28 920 niezaleznych wspé6tczynnikéw, ale p6tpasmo,
ztozone z 240x10 = 2400 elementdéw macierzy, stanowi 2400/28920 = 0,083 — zaledwie
8,3% jej zawartosci. Gdyby natomiast — odwrotnie — ponumerowa¢ wezty kolumnami
zamiast wierszami (w dalszym ciagu moéwimy o rys. 1.3), to liczba wspotczynnikéw
niezerowych co prawda nie ulegtaby zmianie, lecz zostatyby one rozproszone po tym
morzu zer, dajac pasmo o ogromnej szerokosci — praktycznie réwnej wymiarowi macie-
rzy [K].

Jasne jest, ze proba zapamietania caej macierzy [K] nie ma sensu, bo ogromna
wigkszos¢ pamigci zajetyby zera, z ktérych blisko potowa jest konsekwencja symetrii.
Dlatego czynimy wysitki, aby oszczedza¢ pamigé komputera. Mozna na przyktad za-
pamigeta¢ jedynie rozne od zera wspotczynniki Ky, (liczby rzeczywiste), kazdy z nich
opatrujac dwiema wspotrzednymi m, n (liczby catkowite).

Inng préba tresciwego zapetnienia pamieci przeznaczonej na [K] jest zapisywanie
jedynie potowy pasma tej macierzy (wszak pasmo tez jest symetryczne). Mozna wiec
przygotowaé tablicg prostokatna o szerokosci rownej szerokosci po/pasma i wysokosci
Issk, lokujac w pierwszej kolumnie elementy diagonalne macierzy [K], a w nastep-
nych kolumnach, kolejne ciagi elementow macierzy [K], réwnolegte do przekatnej
gtéwnej. Szerokos¢ poipasma, to najmniejsza szerokosé tej macierzy dobrana tak, aby
znalazty sie w niej wszystkie niezerowe elementy [K]. Dla przyktadu pokazanego na
rys. 1.9 wynosi ona 10. Jezeli macierz [K] zapisywana jest w pamieci komputera przez
algorytm oparty na tym pomysle, to powinien on by¢ wyposazony w procedurg renu-
meracji weztdw, bo wiasciwe ich ponumerowanie ma, jak juz wiemy, decydujacy
wptyw na szerokos¢ potpasma i w konsekwencji wielkos¢ zajetej pamieci. Szerokosé
pOtpasma zalezy od tego elementu, w ktérym zbiegty sie numery weziéw dajace naj-
wigksza réznice (Wmax — Wmin). Wtedy szerokos$¢ ta jest rowna (Wax — Wmin + 1) * Issw.
Wszystkie elementy na rys. 1.3 spetniaja ten warunek, np. czwarty: (9 -5+ 1) * 2 = 10.
(Jaka szerokos¢ poOtpasma otrzymamy, numerujac te wezty kolumnami? A jaka, gdy
tarcza rozrosnie si¢ wertykalnie do 30 elementéw, przy zachowanie tego ostatniego
schematu numerowania?)
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Dodajmy jeszcze, ze tablica, w ktorej zapisywane sa wspotczynniki K nawet nie
musi by¢ prostokatna. Do pomyslenia jest wrecz tablica jednowymiarowa, ktéra zbu-
dowana jest w ulubiony nasz spos6b, wyniesiony z zapisu macierzowego — przez
ustawianie kolejnych kolumn omawianej tablicy prostokatnej, jedna pod druga.

Sa to dziatania, ktore niewiele maja wspdlnego z sama MES, raczej stuza przy-
spieszeniu obliczen wykonywanych przez komputer, jednak fakt redukowania sie
tak wielkiej liczby wspotczynnikéw (przy umiejetnym numerowaniu weztdw) musi
budzi¢ sympatie do tej metody. Widoczne jest teraz, ze wygtoszona wczesniej opinia
o wymiarach macierzy [K], jakoby kwadratowej, jest stuszna raczej w $wiecie pla-
tonskich idei. Rzeczywistos¢ — jak zwykle zreszta — okazuje sig wiele ciekawsza.

Warunki brzegowe

Doszlismy w tej pozoracji obliczen MES do miejsca, w ktérym wiemy juz jak wy-
glada konstrukcja, czyli macierz [K], jak si¢ ja sktada z elementow, jak tworzone sa
same elementy. Nie wiemy tylko jak obliczy¢ wartosci Kjj. | na razie jeszcze nie mu-
simy wiedzie¢. Zajmiemy sie teraz umocowaniem tej konstrukcji i jej obcigzeniem,
czyli zagadnieniem warunkow brzegowych.

Macierz sztywnosci konstrukcji [K], taka, jaka otrzymujemy po agregacji, jest jak
wieza Eiffla umieszczona w pustej przestrzeni: jesli nawet przytozg do niej jakies sity,
to nie pojawia si¢ reakcje, bo nie jest to obiekt statyczny. Konstrukcja musi zostaé
unieruchomiona i poprawnie obciazona. Zaczniemy od tej drugiej czesci — ,,sitowej”.
Nazywamy to warunkami kinetycznymi.

Chociaz przytozenie obciazen wewnetrznych, np. naprezen termicznych lub wia-
snych, nie stanowi wigkszego wyzwania dla MES, to jednak na tym etapie ograniczy-
my si¢ do sit skupionych. Sa one przyktadane wytacznie w weztach, ale wbrew na-
zwie wcale nie musza to by¢ wezlty umiejscowione na brzegu. Wprowadzenie tak
okreslonych warunkow brzegowych jest niezwykle proste: poszczegbdlne wspotrzedne
sit czynnych lokujemy na odpowiadajacych im pozycjach wektora prawych stron {Q}.
Co to oznacza z algebraicznego punktu widzenia?

Uktad réwnan (1.4), z zerowym wektorem prawych stron, ma zwykle rozwiazanie
trywialne (jesli [K] jest poprawnie obliczona — o tym za chwilg), tj. wektor przemiesz-
czen weztowych {q} takze jest wtedy wektorem zerowym. | tego nalezato oczekiwac.
Brak obciazen to takze brak przemieszczen (deformaciji konstrukcji). Ale samo obciaze-
nie konstrukcji przez wprowadzenie niezerowego wektora prawych stron {Q} wcale
jeszcze nie prowadzi do mozliwosci rozwiazania uktadu (1.4), a to z tej przyczyny, ze
macierz [K], bezposrednio po jej utworzeniu, jest osobliwa (wyznacznik gtowny macie-
rzy jest rdwny zeru). Dlaczego? Popatrzmy na to tak: gdyby nie byta osobliwa,
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Rys. 1.8. Zawartos¢ komdrek macierzy sztywnosci konstrukcji [K] przedstawionej na rys. 1.4.
® — wspotczynniki sztywnosci elementu 1, © — wspdtczynniki sztywnosci elementu 2. Podmacierz
[Ks1] zawiera jedynie wspétczynniki obliczone dla elementu 1. Komdrki podmacierzy [Ks4] zawieraja
sumy wspotczynnikdw elementu 1. i 2. Na [Kas] sktadaja sie wylacznie wspétczynniki obliczone dla
elementu 2. Podmacierz [Ks] jest zerowa, bo zaden element nie taczy tych dwaéch wezitow

to uktad tych réwnan miatby juz rozwiazanie niezerowe (konstrukcja ulegtaby de-
formacji), a przeciez nie okreslilismy jeszcze sposobu zamocowania tej orbitujacej
wiezy. R0zne zamocowania prowadza do réznych rozwiazan! Osobliwos¢ macierzy
[K] jest wiasnie swiadectwem niestabilnosci konstrukcji — albo jej fragmenty maja
mozliwosé wykonywania wzglednych przemieszczen, albo konstrukcja jako catosé
moze przemieszczaé si¢ wzglgdem globalnego uktadu wspoétrzednych.

Mocowanie wybranych weztdw konstrukcji w jezyku mechaniki jest nazywane
wprowadzaniem warunkéw kinematycznych. Podobnie jak byto z sitami, dotyczy to
poszczegolnych stopni swobody. Mozna wiec odebraé¢ konstrukcji (czyli pewnemu jej
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weztowi) dowolny stopien swobody, np. mozliwo$¢ przemieszczenia w Kierunku vy.
W przestrzeni trojwymiarowej, takiej konstrukcji, jak owa wieza, nalezy odebraé
przynajmniej 6 stopni swobody, aby ustabilizowa¢ jej potozenie w przestrzeni (ode-
branie doktadnie 6 stopni uniemozliwia jej przemieszczania si¢ jako ciata sztywnego);
szes¢, lub wigcej, przemieszczen uogolnionych musimy poda¢ sami. A poniewaz Sa
one ulokowane posrdd innych niewiadomych, faktycznie wydzielamy te czes¢ rownan
z uktadu (1.4) i narzucamy jej wiasne rozwiazanie. Dopiero te pozostate tworza uktad
prawdziwie niezaleznych réwnan, ktdry daje sie juz rozwiaza¢ (powiedzmy, stanowia
one konstrukcje ,,sama w sobie”, ktéra mozna obraca¢ w przestrzeni jak ciato sztyw-
ne). Rzad macierzy [K] jest witasnie rowny ich liczbie.

Z kolei rdwnania ,,wydzielone” odpowiadaja tym stopniom swobody, na ktére na-
ktadamy wigzy, czyniac konstrukcje stabilnie zamocowana. Ta minimalna liczba sze-
sciu réwnan, pozostajac jeszcze przy akcencie paryskim, pozwala konstrukcji na kon-
takt ze Swiatem zewnetrznym, ale osiagamy go przez catkowita wymiane tych
réwnan. Przetwarzamy je mianowicie tak, aby otrzymaé¢ oczekiwane rozwiazanie —
z gory przyjete przemieszczenia.

Jest kilka mozliwych drdg osiagania zatozonych przemieszczen w wybranych we-
ztach. Omowimy sposob najtatwiejszy do zaprogramowania.

Na rysunku 1.3 widoczna jest tarcza zamocowana W ten sposéb, ze 4. weztowi
narzucamy przemieszczenia p7 i pg (7. i 8. stopien swobody), a weztowi 7. prze-
mieszczenie pis (w kierunku x). Uzyte na rysunku symbole podpdr sugeruja, ze
wszystkie te przemieszczenia sa rowne zeru (cho¢, oczywiscie, moga by¢ zupetnie
dowolne, ale ustalone), co oznacza unieruchomienie wezta 4., a weztowi 7. odbie-
ramy swobode przemieszczen jedynie w kierunku x. To wystarcza do stabilnego za-
mocowania konstrukcji w dwuwymiarowej przestrzeni. (Mozemy oczywiscie narzu-
ci¢ przemieszczenia dowolnym dalszym weztom az do catkowitego unieruchomienia
wszystkich — jesli ma to jakis sens.) Modyfikacja uktadu réwnan (1.4) polega teraz
na tym, ze mnozymy diagonalne wspoétczynniki macierzy [K] w wierszach 7., 8.
i 13. przez ,,duza liczbg”, jednoczesnie wprowadzajac do wektora {Q} na tych pozy-
cjach liczby tak dobrane, aby otrzyma¢ wymagane przemieszczenia p;, i = 7, 8, 13.
Na przyktad po wymnozeniu k;; przez 10%, Q; powinno przyjaé wartosé
k;7+1€8 « p7, jak pokazuje to rysunek 1.9.

Dlaczego mielibysmy otrzymac stad g; = p;? Ot6z lewa strona réwnania 7 na rys.
1.9 zawiera teraz obok jedenastu niezerowych sktadnikdw k;; - q; jeden tak wielki, ze
pozostate traca w poréwnaniu z nim znaczenie. Rownanie ma postac¢

1e8 « k77 = g7 + c0$ nieistotnego = 1e8 k7 7 « p7,

czyli otrzymujemy stad g; = p;. | 0 to wiasnie szto, ale zauwaz, rownanie to w niczym
juz nie przypomina réwnania wyjsciowego. Przestato ono cokolwiek znaczy¢ dla kon-
strukcji, zapewnia jedynie spetnienie warunku brzegowego. Interpretujac fizykalnie te
modyfikacje, mozna przyja¢, ze wspotczynnik sztywnosci dla 7. stopnia swobody jest
teraz tak wielki, ze zadna z sit Q; (i= 7) nie jest w stanie znaczaco przemiescié¢
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Rys. 1.9. Komorki oznaczone e sa rozne od zera. Ich zawarto$¢ powstata przez dodawanie macierzy sztywnosci elementdw tarczy z rys. 1.3.
Podmacierz [K,3] jest zerowa, poniewaz weztéw 4 i 3 nie taczy zaden element. Zaznaczone szara ramka wspoétczynniki na przekatnej gtéwnej
mnozone sa przez ,,duza liczbe” 1e8 (czyli pierwszy od gory = k;; * 1e8), poniewaz te stopnie swobody (7., 8. i 13.) zostaty konstrukcji odebrane.
Sity odpowiadajace tym stopniom swobody zostaly zastapione wyrazeniami widocznymi w kolumnie {Q}
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Rys. 1.10. W konstrukcji ztozonej z elementéw kwadratowych i liniowych, tj. 8-weztowych i pozostatych,
rys. a), krawedzie nie deformuja sig¢ identycznie i pojawiaja si¢ szczeliny widoczne na rys. b).
Mozna tego unikna¢ wprowadzajac elementy tego samego rzedu jak na rys. c)

wezta czwartego w kierunku x. Aby jednak uzyska¢ wymagane przemieszczenie p-,
przyktadamy do wezta w tym kierunku (takze ,,duza”) site¢ Q7 = k; 7 » 1e8 « p7. Tak do-
brana sita przemiesci wezet (prawie doktadnie) o p;. Jesli przemieszczenie ma by¢ ze-
rowe, to wprowadzamy site zerowa.



42

\
\,
\,

———0

Wezly elementéw
przylegajace do tego i

sasiedniego punktu, nie
zostaly potaczone.

Ten wezet jest wspolny
dla szesciu elementow
pretowych.

\
M
4
%

|

\

\ \ ‘\
|

Rys. 1.11. Dla kazdego z tych czterech uktadéw pretowych macierz [K], po wprowadzeniu
kinematycznych warunkéw brzegowych, nadal jest osobliwa. W schemacie a) brakuje zastrzatu
i wiezu zapobiegajacego przesuwowi pionowemu. Belce na rysunku b) brakuje zamocowania
czesci na prawo od przegubu. Schemat ¢) mozna traktowaé jak fragment masztu. Konstrukcji
tej brakuje sztywnosci zapobiegajacej paczeniu sieg ,,$cianek” bocznych. Na schemacie d) mankament
ten zostat usuniety, jednak ,,zapomniano” o potaczeniu elementéw w dwoch wskazanych weztach

Liczba modyfikowanych réwnan musi by¢ co najmniej réwna liczbie wiezéw czynia-
cych konstrukcje stabilna. Nie moga to by¢ dowolne (przypadkowo wybrane) réwnania,
jak nie mozna sie zda¢ na przypadek przy odbieraniu konstrukcji stopni swobody, by ja
unieruchomi¢ w przestrzeni. Tylko wtedy rzad macierzy zmodyfikowanej [K] bedzie
rowny liczbie (wszystkich) rownan. Zmodyfikowany wektor obciazen oznaczmy {Q}.
Uktad (1.4), przygotowany do rozwiazania, przyjmuje teraz nowa postac:

[K] {a} ={Q}- (1.6)

Nie tylko brak poprawnego zamocowania bywa przyczyna osobliwosci macierzy
[K]. Takze btedy popetniane na etapie tworzenia konstrukcji. Rysunek 1.11 prezentuje
szereg uktadow, dla ktorych macierz [K] jest osobliwa. Obok oczywistych bywaja
jednak btedy bardziej subtelne. Przyktadem jest schemat pokazany na rys 1.11c. Poje-
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dynczy modut sprawia wrazenie kratownicy, sprawdzmy jednak, czy ukiad tych pre-
tow tworzy konstrukcje dajaca sie obraca¢ jako ciato sztywne:

(3 wymiary * 8 weztdw) > (16 pretow + 6 niewiadomych podporowych),

czyli (liczba réwnan) > (liczba niewiadomych). To jest mechanizm!

(Sprawdz tak samo kratownice na rysunku 1.11d.)

Zatem dla konstrukcji poprawnie zbudowanej i poprawnie zamocowanej, macierz
sztywnosci [K] jest juz nieosobliwa. Scisle méwiac, teraz dopiero zerowy wektor ob-
ciazenia daje to trywialne, zerowe rozwiazanie, czyli brak deformacji. Zerowy wektor
{Q} (uktad jednorodny) przy osobliwej macierzy [K] wcale jeszcze nie zapewnia ze-
rowych przemieszczen!

Algorytm MES

Obliczenia wykonywane metoda elementéw skonczonych mozna sprowadzi¢ do
nastepujacych etapow:

1. Podziat konstrukcji na elementy skonczone i obliczenie dla kazdego z nich ma-
cierzy sztywnosci elementu [k]e. Ten punkt stanowi zasadnicza czgs¢ metody.

2. Potaczenie elementow skonczonych w cato$¢, co oznacza obliczenie macierzy
sztywnosci konstrukcji [K].

3. Wprowadzenie warunkow brzegowych:

— kinetycznych, w postaci sit czynnych i ewentualnie odksztatcen lub naprezen
wstepnych — w tej fazie tworzony jest wektor obcigzen {Q},

— kinematycznych, przez okreslenie przemieszczen wskazanych obszaréw kon-
strukcji — teraz modyfikowana jest macierz [K] i wektor {Q}.

W tym miejscu uktad réwnan (1.6) jest ustanowiony i gotowy do rozwiazania. Re-
zultatem rozwiazania jest wektor parametrow weztowych {q} (a wiec znamy wtedy
przemieszczenia konstrukcji w weztach, lub inaczej: jej nowa, ,,dyskretna” konfigura-
cjg, znamy jej ksztatt po obciazeniu, cho¢ tylko przez nowy rozkiad punktéw wezto-
wych).

4. Obliczenie naprezen. Tu nastepuje powrdt do mechaniki osrodka ciagtego: dys-
ponujac znanym juz polem przemieszczen w obszarze kazdego elementu, obliczane sa
— oddzielnie w kazdym elemencie — odksztatcenia (ze zwiazk6w geometrycznych) i na
koniec naprezenia (z rownan konstytutywnych).

5. Wyznaczenie reakcji. We wszystkich weztach, ktérym nadano przemieszczenia
(warunki kinematyczne) pojawiaja si¢ reakcje. Ich wspoétrzedne sa liczone oddzielnie
dla kazdego stopnia swobody i stanowia one rdznice pomiedzy sita oddziatywania
elementu skonczonego na wezet, a sita czynna (jesli wystepuje) {Q}, = [K1{q} - {Q}.
— wyrazenie (2.19).



LEKCJA 2

Funkcje ksztattu, transformacja uktadu
wspotrzednych, macierz sztywnosci elementu

Funkcje ksztaltu

Pomyst Rayleigha zawarty w réwnaniu (1.5) implikuje wprowadzenie bardzo
waznego pojecia w MES, tak zwanych funkcji ksztaftu. Za ich pomoca ,,rozprowa-
dzane” sa w obszarze elementu skonczonego wartosci funkcyjne dane (lub obliczane)
punktowo, tylko w weztach. Jako pierwszy przyktad moga postuzy¢ parametry we-
ztowe {q}. Sa przemieszczeniami, ale nie zaleza one od wspoétrzednych X, y, z — nie sa
funkcjami potozenia. Przypisane sa weztom i indeksowane sa ich numerami. Tylko
tak identyfikujemy miejsce, ktérego kolejne przemieszczenie — parametr ¢; — dotyczy,
tj. przez odczytanie wspotrzednych wezta X, Yw, Zw Sk0jarzonego z tym przemieszcze-
niem. Efektem rozwiazania uktadu réwnan (1.6) jest wektor przemieszczen wezto-
wych {q}, lecz przemieszczenia znamy woéwczas tylko w weztach. To bardzo wiele,
ale jeszcze za mato. Elementy sa przeciez ,,skonczone”, a to znaczy czesto, ze intere-
sujacy nas punkt, w ktérym chcemy zna¢ np. naprezenie, nie pokrywa si¢ z zadnym
z weztdw. Ale nawet gdyby sie pokrywat, to wciaz jeszcze mato. Do obliczenia napre-
zenia w dowolnym punkcie niezbedna jest znajomo$¢ pola przemieszczen, a nie ich
wartosci dyskretnych. Stad bierze si¢ konieczno$¢ interpolacji przemieszczen pomie-
dzy wezfami elementu i do tego uzywane sa funkcje ksztattu.

Kazdy wegzet ma swoja funkcje ksztattu N,,. Funkcja N,, moze by¢ zapisywana za-
rowno w uktadzie wspotrzednych lokalnych x’, y* przyjetym dla elementu, jak tez
wspotrzednych globalnych x, y dla konstrukcji. Jej dziedzina obejmuje jedynie obszar
wybranego elementu skonczonego. ZwykKle role te petnia wielomiany.

Przyktadem najprostszego elementu skonczonego jest pret obustronnie przegubo-
wy, dwuweztowy, dany w uktadzie globalnym x, y (do tworzenia kratownicy ptaskiej),
pokazany na rys. 2.1. Element zawarty jest pomiedzy weztami j i k. Wszelkie zwiaza-
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ne z nim funkcje zaleza jedynie od wspotrzednej lokalnej x” — element istnieje jedynie
w tym wymiarze. Jest faktycznie jednowymiarowy, nawet gdy umiescimy go w troj-
wymiarowym ukladzie globalnym. Nalezy wiec znalez¢ dwie funkcje ksztattu Ny(X")
i No(x”) (numerowane lokalnie) dla elementu wytyczonego w uktadzie globalnym we-
ztami ji k.

Rys. 2.1. Uktady wspoétrzednych — lokalny i globalny

Pamigtamy, ze w weztach dane sa punktowo pewne wielkosci, a naszym celem jest
obliczanie ich wartosci pomiedzy weztami. Przyjmijmy ogolnie, ze jest to jakas funk-
cja @(x") (moze to by¢ temperatura, gestos¢ osrodka, powierzchnia przekroju po-
przecznego, czy wspobtrzedna x lub y wybranego punktu elementu). Podajemy zatem
liczbowe wartosci @; i @, w weztach, a funkcje ksztattu Ny i N, maja dziataé tak:

D(x') = Ni(X) @1+ No(X') Do, (2.1)

czyli maja rozprowadza¢ &(x") pomiedzy weztami, w ktdrych wartosci @; (to sa liczby, nie
funkcje) sa znane, mnozac kazdy z tych parametréw przez odpowiadajaca mu funkcje Ni(x")
a nastepnie sumujac te iloczyny dla wszystkich Iwe weztow elementu (tutaj Iwe = 2):

Iwe

DX) =Y N, (X) P (2.2)

Wida¢, ze rola, jaka maja do spetnienia funkcje ksztattu N;(x") polega na ,,skalo-
waniu” funkcji @ w zaleznosci od potozenia x’, tak aby w i-tym wezle osiagata ona
(dana) wartos¢ @;. Pomiedzy weztami funkcje N; takze musza wykazywac¢ pewne wia-
snosci, aby rozwiazanie uktadu réwnan (1.6) byto zbiezne. Pomijajac wywody mate-
matyczne, sa one nastepujace:

— N; staje si¢ rowna jednosci w i-tym wezle,

—w kazdym innym wezle rowna jest zeru,

—w dowolnym potozeniu pomiedzy weztami, suma funkcji ksztattu wszystkich
weztéw elementu réwna jest jednosci.
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Funkcje N; moga zaleze¢ od jednej, dwu lub trzech wspoirzednych — od takiej ich
liczby, jak funkcja @. Czy widac tu podobienstwo do szeregu (1.5)? (Nie daj sie zmy-
li¢ brakiem konsekwencji w uzyciu oznaczenia ,,fi”’!)

Jaka posta¢ powinny one przyja¢ w naszym wypadku? Wybor jest niewielki ($cisle
mowiac zaden) — interpolacja miedzy dwoma punktami moze by¢ w zasadzie tylko
liniowa. Wielomian pierwszego stopnia w przestrzeni x” zawiera dwa wspoétczynniki,
ay i ap, aby je zatem obliczy¢ wystarczy utworzy¢ uktad dwu nastepujacych rownan (w
punktach weztowych wielomian osiaga przyjete wartosci):

@ — !
1 =8 +aX, 23)
D, =3, +a,X,.
Roznica x;, — x; = L bedzie dla nas dtugoscia elementu, x{ sa wspotrzednymi weztow.
Stad, po rozwiazaniu:

3 = (B - Bx) /(% - %),
3, =(2,-4)/(% —%).
W dowolnym punkcie elementu jest oczywiscie

d(x)=a; +a X,

czyli (po podstawieniu obliczonych a; i a,)

X2 X g+ X1 (2.4)

D(x') =
) X', =X X', =Xy

Po poréwnaniu otrzymanego wyniku z (2.1) odkrywamy nasze pierwsze funkcje
ksztattu:

, X', — X
N, (x') =—*—-,
ALY (2.5)
N,(X')=——1——, X e(X,X',).
2 Xy

Maja one takie (bardzo przez nas pozadane) wiasciwosci:

1. Gdy zmienna x"=x; (czyli ,,jestesmy” w pierwszym wezle), to N; =1, a N, = 0.

2. Gdy zmienna x'=x; (czyli ,jestesmy” w drugim wezle), to N; =0, a N, = 1.

3. W kazdym posrednim potozeniu suma tych dwdéch funkcji takze jest réwna jed-
nosci, a kazda z nich staje sie proporcjonalna do odlegtosci od przeciwnego wezla.

Widac¢ tez, ze wartos¢ @, dana wzorem (2.1), przy przechodzeniu od wezta 1 do 2
zmienia sig liniowo od @; do &,. Doktadnie tak, jak tego chcielismy.

Funkcje ksztattu sa tak znaczacym pojeciem MES, a umiejetnos¢ operowania nimi
tak wazna, ze warto prze¢wiczy¢ to rozwiazanie na przyktadzie rozbudowanym o ko-
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lejny wymiar. Postepujac wedtug powyzszego schematu, wyznaczmy liniowe funkcje
ksztattu w przestrzeni dwuwymiarowej X, y dla elementu trojweztowego, tarczowego.
Wielomian pierwszego stopnia w tym uktadzie wspoirzednych ma postaé

D(x,y) =a1 +ax+agy.

Przykladowe zastosowania funkcji ksztattu

Teraz, jesli zechcemy ,,0bciazy¢” element (ktory jest fragmentem konstrukcji)
termicznie i wyznaczy¢ przemieszczenia i napregzenia wywotane znanym (w wy-
branych punktach) rozktadem temperatury, to przypiszemy poszczeg6lnym we-
ztom wartosci liczbowe temperatury, np. Ty i T, . Po uzyciu (2.1) funkcje ksztattu
N; i N, ,,rozprowadza” ja liniowo wzdtuz elementu.

Jesli natomiast zadanie jest juz rozwiazane i znam przemieszczenia tych we-
z16w, to mogg obliczy¢ wartos¢ kazdej z jego sktadowych w dowolnym punkcie
elementu, podstawiajac wartosci weztowe — ponownie — do wyrazenia (2.1). Za-
uwazmy przy okazji, ze sa one takze roztozone liniowo, zatem odksztatcenie, co
wynika ze zwiazkdw geometrycznych, jest stafe wzdtuz elementu. State jest wiec
takze naprezenie. Liniowe funkcje ksztaltu daja w obszarze elementu stale
naprezenia — to wniosek wart zapamigtania!

Rys. 2.2. Element tréjweztowy (tarczowy)

Po utworzeniu uktadu — tym razem — trzech réwnan, analogicznego do (2.3), obli-
czymy trzy wspdétczynniki an. Po podstawieniu ich do tego wielomianu i po uporzad-
kowaniu wedtug @;, @;, &y, otrzymamy odpowiednik rownania (2.4) (i, j, k to numery
globalne weztéw, np. 2, 255 i 17 — numery lokalne przyjma wartosci 1, 2, 3; indeksu-
jemy je globalnie dlatego, ze w tym ukladzie zawsze otrzymujemy rozwiazanie)

D(x, y) = Ni @i + N; & + Ny Dy, (2.6)

gdzie  Ni = [xyic—Xqy; + (Vi = Yi) X + (X — X)) YV(24),
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1%
1 X Vi

A jest powierzchnia trojkata o wierzchotkach i, j, k. Funkcje ksztattu dla weziow j i k,
tj. Nj i Ny, obliczamy tak samo jak N;, wymieniajac cyklicznie indeksy. Wykresem
funkcji N; jest ptaszczyzna.

Rys. 2.3. Wykresy liniowych funkcji ksztattu

Na Czytelnika nadal odczuwajacego pragnienie tworzenia funkcji ksztattu we-
diug tego schematu, czeka jeszcze element przestrzenny, czteroweztowy — taki jak
na rys. 1.4. Natomiast element czterowgztowy ale dwuwymiarowy (czworokatny,
jak narys. 1.3), juz sie w tym schemacie nie miesci — wielomian pierwszego stopnia
miatby przechodzi¢ przez 4 wezty, a ma on tylko trzy wspétczynniki a, w prze-
strzeni dwuwymiarowej. Funkcja ksztattu takiego elementu musi zawiera¢ dodatko-
wo jeden sktadnik drugiego stopnia i nie jest to juz element liniowy.

Jak zauwazylismy, uzycie liniowych funkcji ksztattu prowadzi do statych naprezen
w obszarze elementu skonczonego. Chociaz jest to najczesciej wykorzystywana opcja
w obliczeniach prowadzonych z uzyciem profesjonalnego oprogramowania (elementy
tréjkatne lub czworoscienne z weztami w narozach), okupiona jest ona koniecznoscia
drobnego podziatu konstrukcji na elementy skonczone. Jesli sie na nia decydujemy, to
zwykle dlatego, ze takie typy elementow obstugiwane sa w systemie przez liczniejszy
zestaw procedur utatwiajacych modelowanie i obliczenia. Zaczynamy sig¢ juz domy-
sla¢, ze sa powody, aby na funkcje ksztattu uzy¢ wielomianéw wyzszego stopnia niz
pierwszy. | faktycznie tak jest, a zakres zastosowan nieliniowych funkcji ksztattu by-
wa zdumiewajacy. Obejmuje on np. transformacje wsp6frzednych, przez co element
prostokatny lub prostopadtoscienny staje sie krzywoliniowy (tak wiasnie powstaty
elementy pokazane na rys. 1.1), a takze takie wewngtrzne zakrzywienie przestrzeni
w elemencie przez odpowiednie rozstawienie weztdw na jego brzegu, ze pole napre-
zen wymuszane prostymi stanami obciazenia imituje jego rozktad w szczelinie
z ostrym karbem (ma to oczywiscie znaczenie w mechanice pekania). Na razie jednak
powrdémy do miejsca, w ktorym jesteS§my — na poczatek.
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Wspotrzedne lokalne i globalne, wzory transformacyjne

Inng znamienna cecha metody jest operowanie w dwdéch uktadach wspotrzednych:
jednym lokalnym, w ktérym wykonywane sa dziatania na elemencie skonczonym,
drugim globalnym — dla catej konstrukcji. Poza numeracja weztéw, temu dwojakiemu
opisowi podlegaja wigc stopnie swobody i wszystkie funkcje. Dlatego bardzo czgsto
wykorzystywana jest procedura transformacji przy przechodzeniu miedzy tymi ukta-
dami, zaréwno na etapie tworzenia modelu (budowania macierzy [K]), jak tez jego
rozwiazywania.

Zacznijmy od transformacji wektora. Jego wspdtrzedne w obréconym uktadzie
kartezjanskim powiazane sa liniowo ze wspoirzednymi w uktadzie wyjsciowym (takze
kartezjanskim). Przyjmijmy, ze transformacja dokonywana jest od uktadu globalnego
(czyli dla konstrukcji) do uktadu lokalnego (dla elementu). Uktad lokalny oznaczmy
primem. Zatem

{V'}=Tlo] {V}.
Tablica [a] zawiera wspotczynniki a;; =cos(, X;), tj. kosinusy katow migdzy

osiami uktadow obrdconego i wyjsciowego. W przestrzeni tréjwymiarowej jest ich
3 x3=9, wdwuwymiarowej 2 x 2 = 4,

Taki liniowy zwiazek obowiazuje takze przy transformacji wektora parametrow
weztowych {q}, ale macierz kosinuséw kierunkowych musi zosta¢ wowczas zmodyfi-
kowana - tak, aby umozliwi¢ wykonanie analogicznego mnozenia

{9} =[T]{q}.. (2.7)

Macierz [T] zbudowana jest z podmacierzy. Na przekatnej gtéwnej umieszczona
jest macierz [a] lwe razy (lwe — liczba weztow elementu), pozostate pozycje zajmuja
podmacierze zerowe. Na przyktad dla elementu dwuweztowego o 4 stopniach swobo-
dy (element kratownicy ptaskiej) zapis ten przyjmie postaé

U; cos(a) sin(a) 0 0 Uy
Vi _ —sin(e) cos(«) 0 0 v, | 2.8)
us 0 0 cos(a) sin(a) | |u,
V5 0 0 —sin(a) cos(@) | |V,

gdzie a jest katem obrotu uktadu x'y’ wzgledem uktadu xy.
Transformacji macierzy sztywnosci elementu dokonujemy wg nieco bardziej
rozbudowanej formuty:

[Kle = [TT" [K']e [T]. (2.9)

Wyprowadzenie tego uzytecznego wyrazenia znajdziemy m.in. u Zienkiewicza (str. 27).
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Odksztatcenia i sity wewnetrzne w elemencie skoficzonym

Chociaz réwnania podstawowe (1.1) i (1.2) zostaty uzyte w MES identycznie jak
to si¢ czyni w klasycznej mechanice osrodka ciagtego, to jednak wymagaja one pew-
nych modyfikacji. Nie chodzi tu tylko o zapis macierzowy. Wszystkie aspekty geome-
trii elementu skonczonego kontrolowane sa przez funkcje ksztattu i do roli jaka petnia
w metodzie musimy sie teraz przyzwyczai¢. Zacznijmy od pola przemieszczen w pre-
cie rozciaganym, czyli w elemencie kratownicy plaskiej.

Element jako taki istnieje w jednowymiarowej przestrzeni x’. Przemieszczenia we-
ztOw u; i U, sa wprawdzie wektorami, ale teraz nie r6znia sie od skalara — sa takze jed-
nowymiarowe, a wezly maja po jednym stopniu swobody. Element ma zatem dwa
stopnie swobody. Latwo jest w nim opisa¢ pole przemieszczen, mozna powiedzie¢ —
rutynowo, bo wedtug schematu zawartego w (2.1)

u(x) = Ny ug + Np up ={N; N2} {u; u} = [N] {q'}e. (2.10)

Ze zwiazkow geometrycznych (1.1) jednoznacznie juz wynika pole odksztatcen,
w tym przypadku zredukowane do jednej tylko sktadowej

gm0 (N1u1+Nzu;){a’“lON—ZHL’i}:[B]{q'}e. 2.11)

o X o |up

Macierz odksztatcen [B] jest, jak widaé¢, pochodna macierzy funkcji ksztattu
i ogolnie, dla kazdego typu elementu i w kazdym uktadzie wspdtrzednych, zwiazki
geometryczne (1.1) przyjmuja takq samg posta¢ jak w (2.11):

{e} = [BKa} (2.12)

Konkretna posta¢ macierzy [B] zalezy oczywiscie od typu elementu skonczonego.
Skladaja sie na nia jej wymiary i zawartosé, a ta whasnie za chwile mocno ograniczy
zbiér rozwazanych dalej typow. Zdarza sie bowiem, ze elementy macierzy [B] nie sa
liczbami, lecz funkcjami potozenia, a to prosta droga prowadzi do ktopotu, ktéry wy-
toni si¢ z réwnania (2.16) — catkowania funkcji. Zwiazana z tym komplikacja algo-
rytmu dotyczy poszczeg6lnego elementu, powtarza si¢ wiec w procesie obliczen tyle
razy, ile jest elementdw. Jesli jest ich bardzo wiele, jedynym ratunkiem przed nad-
miernym wydtuzeniem czasu obliczen jest wynalezienie metody catkowania, dajacej
wynik ,,w Kilku ruchach”. Cho¢ nietatwe, okazuje sie to wykonalne wobec wielomia-
noéw. Na pocieszenie zauwazmy, ze nawet gdy [B] jest macierza funkcyjna o dowolnie
ztozonych funkcjach x, y lub z, zaleznosé¢ (2.12) nadal pozostaje liniowa, wyraza bo-
wiem zwiazek pomigdzy odksztatceniami a przemieszczeniami weztowymi w punkcie
0 ustalonych wspétrzednych.

Takze zwiazki fizyczne (1.2a) zapisane sa ogoélnie, chociaz zostaty tam podane dla
dwuwymiarowego continuum. Tak wiec naprezenia, po uwzglednieniu (2.12), przyj-
muja postac
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{0} = [D] {e} = [D] [BHa}. (2.13)

i, podobnie jak odksztatcenia, pozostaja w liniowym zwiazku z przemieszczeniami
weztowymi {q}e. Zauwaz, ze wszystkie te funkcje — przemieszczenia, odksztatcenia
I naprezenia — daja si¢ zapisac¢ jako (liniowo) zalezne od przemieszczen wegztowych
{q}.. Takie wiasnie funkcjonowanie uktadu materialnego mamy na mysli, nazywajac
go geometrycznie liniowym. Do zagadnien tych wrécimy w kolejnym podrozdziale.

Macierz sztywnosci elementu

Teraz dopiero stato sie mozliwe obliczanie liczbowych wartosci wspotczynnikdw
macierzy [K]e. ,,Przepis” na macierz sztywnosci elementu i zawarty w nim algorytm
obliczeniowy jest cafkiem og6lny i jednakowy dla wszystkich typdw elementu skori-
czonego.

Réwnania (1.4) w zastosowaniu do elementu skonczonego dowolnego typu przyj-
muja posta¢

{Q%. = [K]e {a. (2.14)

Do obliczania wspotczynnikéw macierzy sztywnosci [K]e stosujemy zasade prac
wirtualnych. Zasade te zapiszemy w jednej z alternatywnych jej postaci

oU = 6W. (2.15)

oU jest wariacja energii odksztatcenia sprezystego, 6W — wariacja pracy sit zewngtrz-
nych. Na nasz uzytek mozemy zatozy¢, ze sity te sa state. Ograniczajac sie jedynie do
sit skupionych dziatajacych w weztach (pomijamy np. sity wywotywane odksztatce-
niami termicznymi lub naprezeniami wstepnymi), zapiszemy te wariacje nastepujaco:

[te]! ooV = slall Q.

V jest objetoscia elementu skonczonego.

Czytamy to tak (od prawej strony): praca sit zewnetrznych (przytozonych oczywi-
scie do weztdow elementu skonczonego) na wirtualnych przemieszczeniach weztéw
réwna jest pracy sit wewnetrznych w objetosci elementu (czyli na odksztatceniach be-
dacych konsekwencja tychze przemieszczen weztowych).

Wiemy juz jak te ,konsekwencje” przemieszczen liczy¢é — wyrazenia (2.12)
i (2.13). Wstawmy je zatem pod catke

Js(Blta}) [DI[B] {a)av = sa); {Ql..
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stad

staf; [[B] [D] [Blav al, = staf; QL.

(Macierz transponowana iloczynu ([B]{a}.)" = {q}.' [B]', a catkowanie przebiega
po objetosci, zatem wektory parametrow weztowych i ich wariacji, jako niezalezne od
potozenia, moga by¢ wystawione przed znak catki.)

Rownos¢é ta zachodzi dla dowolnych przemieszczen wirtualnych. Wynika z niej, ze

[ [T o) [B]dv}{q}e -,

Tak oto otrzymalis$my najwazniejsze z dotychczas napisanych réwnan, bo poréw-
nujac je z uktadem (2.14) docieramy wreszcie do przepisu na macierz sztywnosci
elementu

k], = j [B] [D][B]dV . (2.16)

\

Kazdego typu elementu.

Omawiane tu dotychczas typy elementéw skonczonych, o liniowych funkcjach
ksztattu, daja liczbowe macierze odksztatcen [B]. Dzieki temu znika zupetnie problem
catkowania. Nie unikniemy go jednak w wiekszosci typow, dla ktérych [B] jest zwy-
kle macierza funkcyjna. Istnieja algorytmy szybkiego i doktadnego catkowania nume-
rycznego, ale opanowanie ich teraz nie przybliza nas do celu, ktérym jest widok ogol-
ny MES.

Rozwigzanie uktadu ré6wnan kanonicznych

Wiemy juz, jak obliczy¢ macierz sztywnosci konstrukcji [K] i jak ja zmodyfiko-
wa¢é, aby dla wybranych stopni swobody otrzymaé dane wartosci przemieszczen
uogoblnionych. Wiemy tez, jak obciazy¢ te konstrukcje. Wszystkie te dziatania wywar-
ty swoj wptyw na uktad réwnan kanonicznych (1.4), ktéry teraz przyjat posta¢ (1.6).
Samo rozwiazanie tego uktadu mozna by zapisac tak:

[K1™ [KT{q} = [K]" {Q},
{a} = [KI7{Q}, (2.17)

ale bedzie to tylko czczy zapis. Nikt w ten sposdb — przez obliczanie macierzy od-
wrotnej — nie rozwiazuje prawdziwie wielkich uktadéw réwnan. Rzecz w tym, ze od-
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wracanie macierzy wymaga zarezerwowania pamieci zaréwno dla [K], jak [K]™, ato
prawie dwa razy wiecej, niz np. dla procesu eliminacji Gaussa, kiedy macierz [K] jest
przetwarzana bez wychodzenia poza obszar zajmowanej przez nia pamieci. Ale nie to
jest najgorsze. Liczba instrukcji wykonanych przy odwracaniu macierzy o wymiarach
n x n jest rowna 3" i to jest juz wystarczajacym powodem do odrzucenia tej metody,
nawet gdyby byta ona numerycznie stabilna. A nie jest.

Mamy wiec do czynienia z bardzo szczegblnym uktadem réwnan, bowiem macierz
[K], poza swoimi rozmiarami, ma jeszcze kilka innych charakterystycznych wiasci-
wosci: jest symetryczna, pasmowa i dodatnio okreslona. Oznacza to wiele istotnych
utatwien obliczeniowych. Na przyktad niektore algorytmy rozwiazywania uktadu
rownan algebraicznych, liniowych, niejednorodnych maja zastosowanie tylko wtedy,
gdy macierz wspotczynnikéw jest dodatnio okreslona (metoda Cholesky’ego). Syme-
tria i pasmowos¢ macierzy [K] ogranicza liczbe zapamietywanych, niezerowych jej
wspbtczynnikow. Pozwala takze na wykorzystanie pewnych szczeg6lnych technik
rozwiazywania, np. metody frontalnej, polegajacej na podejmowaniu z pamieci statej
do pamigci operacyjnej komputera jedynie czesci pasma wspotczynnikow, sekwen-
cyjnym ich przetwarzaniu i ponownym lokowaniu w pamigci statej jeszcze przed do-
tarciem do konca pasma — taki numeryczny wariant metody wydzielania weztow.

Z najczesciej stosowanych metod wymieni¢ nalezy wiasnie wspomniane: proces
eliminacji Gaussa, metode Cholesky’ego i metode iteracyjna Gaussa-Seidela.

Reakcje

Omawiajac we Wstepie przyktad do metody przemieszczen, mielismy sposobnosé
przyjrze¢ sie rozwiazaniu, gdzie w jednym wektorze niewiadomych wystapity obok
siebie reakcje i przemieszczenia. Co teraz otrzymujemy w rezultacie rozwiazania
uktadu réwnan (1.6), gdzie lub jak poszukiwa¢ reakc;ji?

Z pewnoscia hie znajdziemy ich w obliczonym wektorze {g}, poniewaz te pozycje,
na ktérych miatyby wystapic¢ sity bierne, zajmuja juz przemieszczenia dane warunka-
mi kinematycznymi (technika opisana tutaj — ale nie zawsze tak musi by¢). Wektor
{g} zawiera wiec tylko przemieszczenia i sa to przemieszczenia wszystkich wezféw
konstrukcji. Gdzie si¢ zatem podziaty te reakcje? Czy moze sa w wektorze {Q} uktadu
rownan (1.6), po podstawieniu tam rozwiazania {q} i wymnozeniu?

Gdyby byto ono bezbtedne, otrzymalibysmy oczywiscie

[KHa} - {Q}={0}. (2.18)

W rzeczywistosci wektor po prawej stronie bedzie zawierat ,,reszty”, ktore sa bte-
dami rozwiazania. Przyjmijmy jednak, ze dysponujemy rozwiazaniem doktadnym —
nie o btedy teraz idzie. Przygladajac si¢ temu uktadowi réwnan, nie widzimy nic
szczegOlnego w tym, ze uzyskane z niego rozwiazanie spetnia go. Pamigtamy jednak
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czym jest wektor {Q}w uktadzie (1.6) — to sity czynne. Wszystkie dane sity obciazaja-
ce konstrukcje (czyli sity czynne), ulokowane w tym wektorze, przetrwaty bez zad-
nych zaktécen zmiany dokonane podczas wprowadzania warunkéw brzegowych. Mo-
dyfikacji ulegty jedynie sktadniki wektora {Q} na pozycjach odpowiadajacych
odebranym stopniom swobody. Tam wiasnie powinnismy oczekiwac¢ reakcji, czyli sit
biernych, ale zamiast nich mamy liczby, ktore sami wprowadzilismy. Podobnie w ma-
cierzy [K] — wiersze odpowiadajace tym stopniom swobody zostaty wykorzystane do
ustalenia przemieszczen. Wektor niewiadomych {q} w uktadzie réwnan (1.6) zawiera
wylacznie przemieszczenia. Nie ma w nim miejsca na reakcje.

Na szczescie macierz [K] z réwnan (1.4), nic o tym wszystkim nie wie. Postawio-
na tam przed znanym juz teraz wektorem {q} (w ktdrym cz¢s$¢ przemieszczen podali-
smy sami) pozwala wyznaczy¢ jakies {Q}. Czym jest tak obliczony wektor obciazen?
Odpowiadajac na to pytanie, przypomnijmy sobie, co opisuje uktad réwnan (1.4).
Otéz kazde z nich wyraza rébwnowage miedzy skladowa sity zewnetrznej w wezle,
a reakcja osrodka, czyli sita wewnetrzna. Wektor {Q} zawiera wiec sity zewnetrzne
bez rozroznienia czynnych {Q}., i biernych {Q},. Po ich formalnym rozdzieleniu mo-
zemy napisacé

[K]~{a} = {Q}c. + {Q}.

W wektorze {Q}.; pozycje zajmowane przez sktadniki rézne od zera z reguty nie
pokrywaja sie z takimi pozycjami w {Q}p. Dla kazdego stopnia swobody sita jest albo
czynna, albo bierna. Najczesciej jednak jest rowna zeru. Jednoczesne wystapienie obu
sit znaczy tyle, ze weztowi odebrano swobodg przemieszczenia i jednoczesnie zostat
on w tym kierunku obciazony, co zwykle jest dziataniem bezsensownym. Taka sita
czynna nie wplywa ani na konstrukcje, ani na algorytm obliczeniowy, powieksza je-
dynie reakcje.

Ostatecznie obliczony stad wektor reakcji

{Q} = [K] ~ {a} - {Q}. (2.19)



LEKCJA 3
Uktady wielowymiarowe, btedy rozwiazania

Element tarczowy, tréjweztowy

Wyznaczymy teraz pola przemieszczen, odksztatcen i naprezen dla elementow
ogélniejszych. Tarcza, jak juz wiemy, jest 2-wymiarowym continuum, w ktérym we-
zet ma dwa stopnie swobody. Przemieszczenie jest wowczas catkiem zwyczajnym
wektorem o dwdch wspotrzednych: u(x, y) i v(x, y).

Potrafimy juz interpolowac wielkosci skalarowe pomigdzy ich wartosciami weztowy-
mi, sprébujmy teraz zastosowac formute (2.2) do wektora przemieszczenia. Zapiszmy ten
wektor w dowolnym punkcie o wspbirzednych x, y obszaru elementu skonczonego:

{F) =30 D = Inee i, @)

Kazde z tych dwdch réwnan ma strukturg wynikajaca z wyrazenia (2.2). Jaka jednak
konkretna posta¢ powinna przyja¢ funkcja macierzowa zapisana tu lapidarnie [N(x, y)]?
Niestety zalezy to od liczby weztéw elementu skonczonego, a ta bywa w elementach tar-
czowych bardzo r6zna. Aby nie wydalo sie to nazbyt abstrakcyjne przyjmijmy catkiem
konkretnie, ze jest to zbadany wczesniej element 3-wegztowy, o weztach i, j, k. W takim
razie kazda ze sktadowych przemieszczenia opisuje wyrazenie (2.6):

u(x, y) = Nj ui + Nj uj + Ni U,
V(X, ¥) = Nij Vi + Nj vj + Ny vy,

stad, po poréwnaniu z (3.1), wynika

NNO N, O N O
[N]{ oN 0 N, 0 NJ:[INiINiINk]’
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Funkcja [N] sktada sie, jak wida¢, z trzech podmacierzy kwadratowych, poniewaz
element ma trzy wezty. Wiersze sa dwa, bo wektor przemieszczenia ma dwie wspot-
rzedne.

Poéwiczmy przez chwile wyobraznie.

Element 12-weztowy pokazany na rys. 1.1, ma macierz [N] o wymiarach 2 x 24.
Liczba kolumn 24 odpowiada wymiarowi wektora {q}e 0 tej wiasnie liczbie stopni
swobody. Liczba wierszy nadal wynosi dwa, bo tyle wspotrzednych ma wektor prze-
mieszczenia {f}. Zatem (w numeracji lokalnej)

[N] = [l N1 | Ng | N3 v | N12].

Funkcje N; beda oczywiscie inne dla elementu 12-weztowego, niz dla 3-wez-
towego.

Macierz funkcji ksztattu [N] dla elementu przestrzennego, czteroweztowego (rys. 1.4)
ma trzy wiersze (trzy wspoétrzedne wektora przemieszczenia {f}) i dwanascie kolumn,
aby pasowata do wektora {q}eT = {uy, Vi, Wy, Uy, Vo, Wy, Ug, V3, W3, Uy, V4, W4} podczas
wykonywania mnozenia (3.1), wigc

[N] = [l Nl | N2 | N3 | N4],
lecz tym razem | jest macierza jednostkowa o wymiarach 3 x 3. (Funkcje N; dla tego

elementu wyznaczytes samodzielnie wczesniej. Jesli nie, to znajdziesz je w podrecz-
niku, np. Zienkiewicza).

Zréb to sam

Sprébuj teraz zapisa¢ macierz [N] wedtug tego schematu dla elementu dwuwe-
ztowego z rys. 1.5. lle ma ona wierszy? lle kolumn? No i najciekawsze: jaka alge-
braiczna posta¢ przyjma w uktadzie lokalnym funkcje Ni(z) i Na(z)? (Jesli nie
wiesz od czego zaczag, to do czasu, az cos wymyslisz, patrz na rownanie (3.1).)

Mozemy juz wytaczy¢ wyobraznig.
Odksztatcenia wynikaja ze zwiazkow geometrycznych (1.1). Na przyktad dla ele-
mentu 3-weztowego (dwuwymiarowe continuum)

ou 0
&y =&=&(Niui +Nju; + N )=

u; + uj +
OX OX OX

Uy

lub w zapisie macierzowym
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U

Vi

gxza—u=i(Niui+Njuj+Nkuk)={aNi 0 N, o MNe O} Ui
oX  OX OX OX OX Vi
Uy

Vi

Lacznie wszystkie trzy odksztatcenia

(6N oN,
u ™y g B g |y
. OX oX OoX OX Vi
(h=fe =] X llg Moo A Ny,
7y ay ay ay Vi
90 lou av| aN, aN, ONj ANj aN, N, ||U
&y x| [y ax oy ox oy ox |

Macierz w nawiasie prostokatnym (nazywana, jak pamictamy, macierza odksztat-
cen), zawiera trzy charakterystyczne moduty — trzy podmacierze o trzech wierszach

i dwoch kolumnach, identyczne w swej strukturze. Kazda z nich odpowiada jednemu
z trzech weztéw: i, j, k.

Zapiszmy to krétko

{e} = [B] {a}e. 3.2)
gdzie dla elementu 3-weztowego

[B] = [[Bil [Bj] [BdI.
Na przyktad podmacierz

X
(B]=| © %
N o
| oy  OX |

(Jak wygladataby macierz [B] dla elementu tarczowego osmioweztowego?)
Poniewaz funkcje N;, N;, N« wyznaczylismy wczesniej (wzory (2.6)), mozemy te-
raz obliczy¢ ich pochodne. Ostatecznie mamy wiec
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1 1Y~ Y 0 Ye =i 0 Yi —Yj 0
[B]J=—| 0 x-%x 0 x-x% 0  x-x/| (3.3)
24 X=X Yi=Y% X% Y=Y X=X VYi—Y;

Po podstawieniu (3.2) do (1.2a) takze naprezenia zostana wyrazone bezposrednio
przez wektor przemieszczen weztowych (identycznie zreszta, jak w (2.13))

{o} = [D] {¢} = [D] [B{a}-. (3.4)

Przyktad 3. ilustruje uzycie tych zaleznosci.

Btedy rozwiazania

Problem doktadnosci rozwiazania uzyskanego metoda elementéw skonczonych
jest zagadnieniem duzej wagi. Po pierwsze dlatego, ze metoda jest z zatozenia przy-
blizona, a wiec po otrzymaniu rozwiazania, pierwsze pytanie powinno brzmie¢: jak
bardzo przyblizona? Po drugie, przesadza o tym zakres zastosowan metody. Niestety
zagadnienie to jest jednoczesnie niezwykle trudne. Rozwdj metody datuje sie od po-
towy dwudziestego stulecia, ale proby oceny jakosci rozwiazan obserwujemy dopiero
w ostatnim ¢wieréwieczu.

Ujmujac rzecz najprosciej, btedy rozwiazania pochodza z dwdch zrédet:

1) dyskretyzacji konstrukcji,

2) zaokraglen arytmetycznych.

Przyczyna pierwsza tkwi w samej metodzie elementéw skonczonych, a btedy stad po-
chodzace zawarte sa juz w ukladzie rdwnan kanonicznych. Druga daje o sobie zna¢
W procesie rozwiazania tego uktadu réwnan, realizowanego, jak wiadomo, na drodze prze-
twarzania numerycznego (0 jego jakosci moze $wiadczy¢ wektor ,reszt” w réwnaniu
(2.18)). Na tym si¢ oczywiscie nie konczy. Proces kumulowania obu rodzajow biedow
zachodzi takze w koncowej fazie obliczen, gdy wyznaczane sa naprezenia.

Zaréwno w pierwszym przypadku, jak i w drugim potrafimy wplywaé na wielkosé
bteddw przez uzycie odpowiednich do okolicznosci metod i algorytméw obliczeniowych,
ale ogranicza¢ je mozemy tylko wtedy, gdy potrafimy szacowa¢ ich wielkos¢.

Btad dyskretyzacji

Poznalismy wczesniej niektore przyczyny btedéw metody i wiemy, ze mozna je ogra-
nicza¢ na dwa sposoby: przez zwigkszanie liczby parametrow uzytych do opisu modelu,
co przektada si¢ na liczbe (a w konsekwencji $redni rozmiar) elementéw skonczonych, lub
przez podwyzszanie stopnia funkcji interpolacyjnych, czyli wielomiandéw tworzacych
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funkcje ksztattu. Obecnie podejmiemy prébe zmierzenia btedu dyskretyzacji, ograniczajac
rozwazania do tarczy i do pierwszego z wymienionych sposobow — zageszczania siatki.
Zasada (Melosha), na ktorej opiera sie ta proba, ma postac¢

F_FI zC‘hlr. (3'5)

Wyrazenie po lewej stronie jest roznica migdzy rozwiazaniem $cistym a rozwia-
zaniem MES przy i-tym (na poczatku i = 1) podziale na elementy skonczone. Po
prawej, postulowana jest natura tej rozbieznosci, upatrywana w h;, czyli sredniej
wielkosci najwiekszych elementdéw skonczonych badanego fragmentu konstrukcji
(h; rozumianej, powiedzmy, jako srednica kota wpisanego w element) podniesionej
do potegi r. Zaréwno r, jak i ¢ nie zaleza od liczby elementéw. r uwzglednia rodzaj
elementu skonczonego (stopien wielomiandw interpolacyjnych), a stata ¢, w zamie-
rzeniu, zalezy od ,.konfiguracji konstrukcji” (szczerze méwiac, nie wiemy doktadnie
jak zalezy, ale na szczgscie mozemy sobie na to pozwoli¢).

Tak okreslony btad metody stanowi podstawe do oszacowania jego wielkosci na
drodze réwnomiernego zageszczania siatki elementéw. Po pierwszym podziale kon-
strukcji na elementy skonczone nie znamy oczywiscie btedu opisanego réwnaniem
(3.5), bo nie znamy statych c i r. Ponowny podziat na elementy, tym razem dwa razy
mniejsze liniowo (tak, aby wezly — co drugi — nowej siatki trafiaty w wezty starej),
daje sposobnos$¢ do wyznaczenia tego btedu poprzez ekstrapolacje Richardsona, wy-
prowadzona z (3.5):

F-F,~—2_"1 (3.6)

Wyktadnik r, badany w drodze eksperymentow numerycznych, osiaga wartosci poni-
zej jedynki. Przyjmujac pesymistycznie r=1 zawyzamy btad, ale daje nam to (bezpieczne)
oszacowanie od géry. Stosunek wymiardw h; i h, jest wiec rowny 2 i mianownik staje si¢
po prostu jedynka. Od rozwiazania drugiego do $cistego jest teraz blizej, niz od rozwiaza-
nia pierwszego do drugiego. Przykfad 4 pokazuije jak to dziata w praktyce.

Btad zaokraglen arytmetycznych

Przyzwyczajeni do idealnego swiata matematyki, nie zawsze zdajemy sobie spra-
we z putapek czyhajacych w realnym swiecie skonczonych doktadnosci. Rozwiazaniu
uktadu réwnan algebraicznych, takiego typu jak (1.6), nie zawsze towarzyszy refleksja
0 przydatnosci otrzymanego rozwiazania w tym drugim $wiecie. Uktad réwnan po-
wstaje zwykle tak, ze wspbtczynniki w nim pochodza z pomiaréw lub z obliczen opar-
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tych na takich pomiarach, albo po prostu z upraszczajacych rzeczywistosé¢ przewidy-
wan teoretycznych, jak w przypadku MES. Uzyskane w ten sposob liczby znamionuje
oczywiscie ograniczona doktadnos¢. Konsekwencje tego uswiadomi nam nastepujacy
przykiad.

Uktad dwoch réwnan liniowych, niejednorodnych

-1,10 x; + 2,75 %, -9,90 = 0,
22,11 x; — 55,00 x, + 198,44 =0
ma rozwiazanie sciste: x; = — 4, X, = 2. Zapisanie tych wspotczynnikdéw z doktadnoscia
do dwdch miejsc po przecinku sugeruje taka wiasnie doktadnos¢ ich wyznaczenia.
Zmienimy dwa z szesciu wspotczynnikow o jednostke na ostatnim znaczacym miejscul.
To bardzo optymistyczne zaburzenie — tylko dwa z szesciu i na ostatniej pozycji o jeden.
(Takie zaburzenie musi sig przeciez przytrafi¢ w realnym swiecie, czyz nie?)
-1,11x; + 2,76 X, — 9,90 = 0,
22,11 x; — 55,00 x, + 198,44 = 0.
Ten uklad tez ma $ciste rozwiazanie, ale juz w najmniejszym stopniu nie przypo-
mina poprzedniego: x; = 121, x, = 52,25.
Co takiego jest w tym uktadzie réwnan, ze nieznaczne zaburzenie wspotczynnikéw
daje tak ogromna zmiang rozwiazania? Po czym rozpoznawac takie uktady?
Latwo wyjasni¢ ten efekt, interpretujac geometrycznie opisywane réwnania. Kazde
z nich przedstawia linie prosta w dwuwymiarowej przestrzeni (uktad tysigca rownan
z tysiacem niewiadomych to tysiac hiperptaszczyzn w 1000-wymiarowej przestrzeni),
a rozwiazaniem sa wspoétrzedne punktu przecigcia. W tym przypadku proste nachylo-
ne sa wzajemnie pod bardzo matym katem — sa prawie réwnolegte. Niewielka zmiana
parametrow jednej z nich powoduje znaczne przesuniecie punktu przeciecia. Taki
uktad réwnan nazywany jest zle uwarunkowanym numerycznie. Decydujacy wptyw na
to uwarunkowanie ma wyznacznik gtéwny uktadu, tutaj

=110 275 41 e 9911 975 _ a0 E -
D=7 _5& " =110-55-2211.2,75=60,5-60,8025=—0,3025.

Jego warto$¢ jest, jak wida¢, mata w poréwnaniu z dwiema odejmowanymi licz-
bami, z ktérych powstat. Wystepuje on w mianownikach rozwiazan

D, D
Xl =—, X2 =

D D’
gdzie

|99 275 11 99
D =|_198124 55 ‘—1’21’ Dz—‘22,11 —198,44‘_ 0.605.



61

Oczywiste jest, ze z tego powodu, ogdlnie biorac, wyznacznik D nie powinien
zbliza¢ sie zanadto do zera, a im bedzie dalej, tym lepiej. Skale tej odlegtosci wyzna-
czaja wartosci D; i D, oraz doktadno$¢, z jaka obliczono liczby zawarte w tych wy-
znacznikach. Doktadnos¢ ta zalezy od bteddéw zaokraglen, a te z kolei od uzytej ma-
szyny cyfrowej i programu, czyli od dtugosci stowa maszynowego w trakcie
wykonywania podstawowych dziatan arytmetycznych.

Czytelnik zainteresowany doktadnoscia najczesciej stosowanych algorytméw
i podstawami teoretycznymi obliczen numerycznych powinien siegna¢ do podrecznika
[2]. Znajdzie w nim wiele praktycznych rozwiazan i ciekawych przyktadéw analizy
bteddw. O btedach metody elementdéw skonczonych traktuje m.in. praca [3].



PRZYKYIADY

Przypadek szczegolny — element preta
kratownicy ptaskiej

Macierz sztywnosci

W przestrzeni jednowymiarowej czynniki pod catka (2.16) wyrazaja Si¢ szcze-
golnie prosto. Macierz [D], o wymiarach 1x1, trudno nawet nazwa¢ macierza. Za-
rowno macierz odksztatcen [B], jak i wektor parametrow {q}. sa zaledwie dwuele-
mentowe (wyrazenie (2.11)). Wszystko tu jest az za proste, bo jaki pozytek mamy
z elementu w jednowymiarowej przestrzeni — rozwiazania dla preta rozciaganego?
Pierwsze powazne zastosowanie takiego elementu znajdujemy w przestrzeni dwu-
wymiarowej, budujac kratownice. Ale wowczas pojawia sie powazna komplikacja.
Caly ten opis lokalny, czyli w uktadzie x’, nalezy transformowa¢ do uktadu global-
nego xy, bowiem kazdy element skonczony wchodzacy w skitad kratownicy jest ina-
czej zorientowany w tym ukladzie. Mozna oczywiscie unikna¢ tej transformacji
i zapisa¢ zaleznosci miedzy sitami weztowymi lub naprezeniami a przemieszcze-
niami weztow, od razu w przestrzeni dwuwymiarowej. Takie rozwiazanie niemal nie
wymaga odwotywania si¢ do algebry macierzy i angazuje jedynie elementarna wie-
dzg z wytrzymatosci materiatéw, dlatego jest preferowane w podrgcznikach. A jesli
tak, to pozostawmy te droge Czytelnikowi zainteresowanemu studiowaniem przed-
miotu widzianego takze z innej perspektywy. Sami sprébujmy wariantu zupetnie
og6lnego — transformacji wedtug wzoréw (2.7) i (2.8).

Poniewaz macierze [N], [B] i {q}e maja teraz opisywac element skonczony w prze-
strzeni xy, ich wymiary musza zosta¢ do niej dostosowane. Oznacza to, ze nalezy zrobi¢
w tych macierzach miejsce na drugi wymiar, czyli y. W uktadzie globalnym wektor
przemieszczen weztowych wyglada tak, jak w wyrazeniu (2.8), ma cztery wspotrzedne.
Taki tez ma by¢ w uktadzie lokalnym (w ktoérym druga sktadowa przemieszczenia, czyli
V', nie ma zadnego wptywu na odksztatcenie tego typu elementu):
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'k ={uf v up v}, (4.2)

Tak samo nalezy potraktowaé¢ wektor sit weztowych, bedzie on wigc czteroele-
mentowy i transformowany wg formuty (2.8).

Pozostaje jeszcze macierz [k']e. W uktadzie lokalnym [N] = [Ny N,]. Po podsta-
wieniu tu funkcji ksztattu N;, obliczonych w wyrazeniach (2.5) i po zr6zniczkowaniu
ich wedtug (2.11), otrzymamy macierz odksztatcen elementu preta rozciaganego

BN - -1 1) @2)

L jest dtugoscia elementu skonczonego i, jak wida¢, macierz [B] nie zalezy od X'.
Macierz sprezystosci [D] = E (modutowi Younga).
Podstawmy to wszystko do (2.16). Otrzymamy

k], =| E[—% H{Adx'.

Po wykonaniu mnozenia i catkowania

EA _
[kl]e:T[—ll 11] (4.3)

Uzytek jaki robimy z tej macierzy polega na mnozeniu jej przez wektor prze-
mieszczen weztowych. Otrzymujemy woweczas sity weztowe wg (2.14). Jednak
w dwuwymiarowej przestrzeni xy, macierz ta musi mie¢ wymiary 4x4, a jej elementy
nalezy rozmiesci¢ tak, aby mnozenie przez wektor (4.1) prowadzito do czterech sit
weztowych. Wiersze i kolumny dla drugiego, dodanego tak wymiaru w macierzy
sztywnosci (4.3), zapelniamy zerami (sprawi to, ze sity V" i V, beda w uktadzie lo-
kalnym zawsze rowne zeru, dla dowolnych przemieszczen weztow):

u; 1 0 -1 0]fuy
V/|_EA[ 0 0 0flv @4
U, L|-10 0|u
vV, 0 0 A

W takim ,,formatowaniu” macierzy nie ma oczywiscie zadnych sztuczek. A jesli
nawet sa, to juz sie do nich przyzwyczailismy. Opisana wczesniej agregacja macierzy
elementow jest tego dobrym przyktadem. Kazda z macierzy [K]e, przed dodaniem do
macierzy globalnej, zostata wiasnie tak do niej dopasowana wymiarami.
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Teraz jest dobry moment na przypomnienie sobie, po co w ogdle liczymy macierze
sztywnosci kolejnych elementéw. Ot6z po to, aby sktadac je, jak klocki, w jedna kon-
strukcje. Ale jest to mozliwe tylko wtedy, gdy kazdy z klockdw jest utozony zgodnie
z wymiarami ich wspolnej przestrzeni. Czyli obliczona tak macierz sztywnosci elementu
widoczna w (4.4) (nadal przeciez w uktadzie lokalnym, cho¢ juz dwuwymiarowym),
zanim zostanie dodana do pozostatych, musi by¢ ,,obrécona” do uktadu globalnego. To
wiasnie dziatanie zawarte jest we wzorze (2.9). Obracamy zatem element o taki kat «,
aby przyjat on wiasciwa pozycje w budowanej kratownicy (rys. 2.1):

c® s -c? —cs

c -s 0 O 1 0-10|lc s 0O

s ¢ 0 0(EAlo 0 0 Of|-s¢c 0 O| EA{ ¢ s* —cs —s° (4.5)
0 0 ¢ -s L -10 1 0|J]0 0 ¢ s|— L —c2 —cs ¢? cs '
0 0 s ¢ 0 0 0|]0 0 -sc _cs —s?2 ¢s §2

Tutaj s = sin(«), ¢ = cos(a).

Po lewej wypisane sa explicite trzy macierze z réwnan (2.9). [T] — macierz wspét-
czynnikéw transformacji, wzicta zostata z (2.8), a [k’]e, umieszczona posrodku —
z uktadu réwnan (4.4). Wyrazenie otrzymane po prawej stronie jest macierza sztyw-
nosci elementu w uktadzie globalnym, czyli po transformacji obrotowej. Teraz mozna
ja doda¢ do pozostatych macierzy elementéw, sktadanych w jedna, globalna macierz
sztywnosci konstrukcji.

Sity wewnetrzne

W precie obciagzonym sita normalna, macierz [D] ma wymiary 1x1 i zawiera tylko
jedna liczbe — modut Younga E.

Zatem naprezenie

ox=E e =E[B]{q}, (4.6)
a sita normalna w precie
N =0, A=EA[B]{q'}. 4.7)

EA — sztywnos¢ rozciagania preta.

Jednak macierz [B] obliczana wg (4.2) i wektor przemieszczen {q'}e, zapisane sa
w uktadzie lokalnym, gdy tymczasem przemieszczenia weztowe {q}. otrzymujemy po
rozwiazaniu, w ukladzie globalnym. Aby zatem obliczy¢ sity wewngtrzne (4.6) i (4.7),
nalezy teraz obrocic te przemieszczenia weztow elementu {q}. do uktadu lokalnego,
transformujac je wg (2.8). W uktadzie lokalnym tylko wspétrzedna przemieszczenia u’
(wzdtuz osi elementu) wptywa na jego wydtuzenie, ograniczmy zatem wektor prze-
mieszczen weztowych do tych dwoch stopni swobody:

U

{q'}e={“i}=[008(a) sin(@) 00 }Vl . 48)

uj 0 0 cos(a) sin(a) 32
2
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Opisane obliczenia sit wewnetrznych wykonywane sa w petli programowej po
wszystkich elementach skonczonych i obejmuja kazdorazowo:

— odczytanie z otrzymanego rozwiazania {q} przemieszczen weztéw kolejnego
elementu {q}.,

— transformacje (4.8) i nastgpujace po niej,

— mnozenie wedtug wzoréw (4.6) lub (4.7).

Na koniec otrzymujemy dla kratownicy tabele wypetniona wartosciami naprezen
(lub sit) dla wszystkich elementdw — pretdw.

Przyktad 1. Rozwigzanie metoda
elementow skonczonych

Kratownice widoczna na rysunku 4.1 przygotujemy do obliczen zgodnie z przedsta-
wionym wczesniej schematem.

Rozpoczynamy od wprowadzenia danych, czyli od wypetnienia tablic weztow
i elementow.

w3
A 5

e3/ "
S

w|

el eb

w2
w4 X

S
7/ /7

Rys. 4.1. Schemat kratownicy

Dane liczbowe w tablicach weziow, elementow i sit musza by¢ w zgodnych jednost-
kach, tutaj [x] = m, [E] = MPa, [A] = m? Z tak przyjetego uktadu jednostek wynika, ze sity
nalezy wprowadzi¢ w MN. Obliczone przemieszczenia i reakcje otrzymamy w m i MN.
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Nie jest to, oczywiscie, jedyny mozliwy ukiad jednostek. Liczby umieszczone
w kolumnie ,,Modut Younga” mozna by przyja¢ jako wyrazone w N/mm? — sa takie
same. Wowczas miara dtugosci bedzie mm, a sity N i w takich jednostkach nalezatoby
podstawi¢ wspotrzedne weztéw, dane przemieszczenia i sity czynne. Wyniki otrzy-
mamy takze w tych jednostkach.

Przyjmijmy t¢ pierwsza interpretacjc. Mamy zatem kratownicg o wymiarach
w metrach i jednakowym dla wszystkich pretéw przekroju poprzecznym 10 cm? War-
tos¢ modutu Younga sugeruje, ze prety wykonane sa ze stali.

Model konstrukcji

Tabela 1. Tablica weztéw, warunki brzegowe

Wspotrzedne Dane Sity
wezta przemieszczenie czynne
Wezet X y X y X y
1 0 1
2 0 0 0 0
3 3 3 -0,05
4 1 0 0

Tabela 2. Tablica elementéw

Modut | Powierzchnia
Wezly Younga | przekroju
Element| wl w2 E A
1 1 2 2e5 0,001
2 3 4 2e5 0,001
3 1 3 2e5 0,001
4 2 4 2e5 0,001
5 1 4 2e5 0,001

Postepujac zgodnie z podanym algorytmem, nalezy utworzy¢ pigé macierzy sztyw-
nosci elementdéw wedtug (4.5) i dodac je tak, jak ilustruje to rys. 4.2. Struktura kazdej
z macierzy widocznych tam po prawej stronie (wyrazonej dla elementu juz
w uktadzie globalnym) jest zgodna z podana w (4.5). Zawieraja one mianowicie po czte-
ry podmacierze [k;] (kazda o wymiarach 2 x 2) obliczane dla kombinacji weztow ij, wy-
tyczajacych element skonczony. Na przyktad trzeci element tworza wezty 1. i 3. Po
prawej obliczona jest macierz sztywnosci tego elementu, a po lewej ta sama macierz



Macierze sztywnosci elementéw w ukladzie globalnym
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w1l | w2 | w 3 | w 4
w| 000 000 000 0,00 000 000 000 0,00 Element 1 sin@=] -1
| 1| 0,00 200,00 0,00 -200,00 0,00 0,00 0,00 0,00 quiy| 1 2 Joos@=] O
w| 000 0,00 000 000 000 000 0,00 0,00
| 2| 0,00 -20000 0,00 200,00 0,00 0,00 0,00 0,00{ EA/L= 200 0 0 0 0
w| 000 000 000 0,00 000 000 000 0,0 0] 200 0] -200
13| 000 000 0,00 0,00 000 000 0,00 0,00 0 0 0 0
w| 000 000 000 0,00 0,00 000 000 0,00 0] -200 0] 200
41000 000 000 000 000 000 0,00 0,00

w1l | w2 | w 3 | w 4
w| 000 000 000 0,00 000 000 000 0,00 Element 2 sin(e)=]-0,8321
11| 000 000 000 0,00 000 000 0,00 0,00 quiy| 3 4 |cos(a)=] -0,5547
w| 000 000 000 0,00 000 000 000 0,00
12| 000 000 000 000 000 000 0,00 0,00]EAL=555 17,07]25,60( -17,07| -25,60
w (| 000 000 000 0001707 2560 -17,07 -25,60 25,60/38,40( -25,60, -38,40
13| 000 000 0,00 0,002560 3840 -25,60 -38,40 -17,07|-25,60| 17,07| 25,60
w| 000 000 000 0,00 -17,07 -2560 17,07 25,60 -25,60(-38,40| 25,60| 38,40
41 000 000 000 0,00-2560-3840 25,60 38,40

w1l | w2 | w 3 | w 4
w | 38,40 2560 000 0,00-3840-2560 0,00 0,00 Element 3 sin(e)=| 05547
| 1 [2560 17,07 0,00 0,00 -2560 -1707 0,00 0,00 Wezty| 1 3 |oos(a)=) 0,8321
w| 000 000 000 0,00 000 000 000 0,00
12| 000 000 0,00 0,00 000 000 0,00 0,00]EAL=555 38,40|25,60| -3840| -25,60
w | -3840 -25,60 0,00 0,00 38,40 25,60 0,00 0,00 25,60/17,07( -25,60| -17,07
| 3 [-2560 -17,07 0,00 0,00 25,60 17,07 0,00 0,00 -38,40(-25,60| 38,40| 25,60
w| 000 000 000 0,00 000 000 000 0,00 -25,60(-17,07| 25,60 17,07
4] 000 000 000 000 000 000 0,00 0,00

w1l | w2 | w3 | w4
w| 000 000 000 0,00 000 000 000 0,00 Element 4 sinf@=| 0
11| 000 000 000 0,00 000 000 0,00 0,00 Wezty| 2 4 Joosf@] 1
w| 0,00 0,00 20000 0,00 0,00 0,00 -20000 0,00
12| 000 000 0,00 000 000 000 0,00 0,00fEAL=200 200 0] -200 0
w| 000 000 000 0,00 000 000 000 0,00 0 0 0 0
13| 000 000 0,00 0,00 000 000 0,00 0,00 -200 0| 200 0
w| 0,00 0,00 -20000 0,00 0,00 0,00 200,00 0,00 0 0 0 0
4] 000 000 000 000 000 000 0,00 0,00

w1 | w 2 | w3 | w4
w|7071 -70,71 0,00 0,00 0,00 0,00 -70,71 70,71 Element 5 sin(@)=|-0,7071
|1 |-7071 70,71 0,00 0,00 0,00 000 70,71 -70,71 Wezly| 1 4 [cos(@)=]0,7071
w| 000 000 000 0,00 000 000 000 0,00
12| 000 000 0,00 0,00 000 000 0,00 0,00EA/L=141 70,71)-70,71( -70,71] 70,71
w| 000 000 000 0,00 000 000 000 0,00 -70,71{70,71{ 70,71| -70,71
13| 000 000 0,00 0,00 000 000 0,00 0,00 -70,71|70,71| 70,71 -70,71
w|-7071 70,71 0,00 0,00 0,00 0,00 70,71 -70,71 70,71)-70,71{ -70,71) 70,71
417071 -70,71 0,00 0,00 0,00 0,00 -70,71 70,71
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Macierz sztywnosci konstrukcji (suma powyzszych macierzy)
w1l | w2 | w 3 | w 4

10911 -4511 0,00 0,00 -3840 -2560 -70,71 70,71
-4511 287,78 0,00 -200,00 -2560 -1707 70,71 -70,71
0,00 0,00||200,00 0,00 0,00 0,00 -200,00 0,002E+12
0,00 20000 0,00[ 200,00/ 0,00 0,00 000 0,00 2E+12)

-3840 -2560 0,00 0,00 55,47 51,20 -17,07 -25,60(Wspbtczynnki sztywnosci
-2560 -17,07 0,00 0,00 51,20 55,47 -25,60 -38,40(pomnozone przez 1el0.
-70,71 70,71 -20000 0,00 -17,07 -25,60 287,78 _-4511|

70,71 -70,71 0,00 0,00 -25,60 -38,40 -45,11(109,11] 1,09E+12)

Rys. 4.2. Macierze sztywnosci elementow skonczonych kratownicy ptaskiej. Po prawej stronie
pokazane sa one po obliczeniu i transformacji do uktadu globalnego, po lewej
jest widoczne rozmieszczenie ich elementéw na tle macierzy globalnej

[Kl=

>§|ws|ms|n~s

rozmieszczona na tle macierzy globalnej, czyli dopasowana do niej wymiarami tak,
aby ja tatwo doda¢ do pozostatych. Po dodaniu powstaje macierz sztywnosci kon-
strukcji, widoczna na koncu, jako szosta.

Macierz ta (globalna) jest teraz kompletna, jak kompletna jest sama konstrukcja. Ale nie
nadaje sie ona do rozwiazania uktadu réwnan kanonicznych, poniewaz brakuje jeszcze wekto-
ra prawych stron (obciazenia konstrukciji), a poza tym jej wyznacznik gtéwny jest réwny zeru
(konstrukcja nie jest stabilnie zamocowana). Wprowadzamy zatem warunki brzegowe.

Warunki brzegowe — wektor obcigzen

Site 0 wartosci =50 kKN (-0,05 MN) przyktadamy do wezta 3, w kierunku osi
y (przeciwnie do zwrotu y). Liczba ta przypisana jest wiec sz6stemu stopniowi swo-
body konstrukcji i na tej pozycji wystapi w wektorze prawych stron {Q}. To jedyna
jego wspotrzedna rézna od zera.

Warunki brzegowe — przemieszczenia

Stabilne zamocowanie konstrukcji osiagamy przez unieruchomienie wybranych weztdw,
a $cislej — nadanie okreslonych wartosci niektérym przemieszczeniom uog6lnionym. Zgod-
nie z rysunkiem 4.1 i zawartoscia tabeli 1 w kolumnach dane przemieszczenie, odbieramy
weztowi 2. obydwa stopnie swobody, a weztowi 4. swobode przemieszczen pionowych.
Mozemy to osiagna¢ przez pomnozenie elementdw diagonalnych macierzy sztywnosci kon-
strukcji w trzecim, czwartym (drugi wezet) i 6smym (czwarty wezet) wierszu przez ,,duza
liczbe”, tutaj przyjmiemy 10%. Poniewaz oznacza to przemieszczenia rowne zeru, wektor
prawych stron (obciazen) pozostawimy bez zmian. Teraz uklad réwnan jest gotowy do roz-
wiazania.
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Gdybym (zamiast tych zerowych) wprowadzit jakies (niewielkie) przemieszczenia
rézne od zera, to wynik otrzymatbym oczywiscie taki sam. Dopiero odebranie kon-
strukcji 4. stopnia swobody uczyni jg statycznie niewyznaczalng i doprowadzi do po-
jawienia si¢ reakcji hiperstatycznej. Wtedy te dane, r6zne od zera przemieszczenia
weztow, obciaza wewnetrznie konstrukcje. Jednak dla metody elementéw skonczo-
nych fakt ten nie ma zadnego znaczenia, poniewaz rozwiazania konstrukcji statycznie
wyznaczalnych i statycznie niewyznaczalnych niczym sie nie réznia. Wazne jest na-
tomiast, aby liczba wiezOw natozonych na konstrukcje nie byta zbyt mata. Mozliwe
jest zatem na przykiad wprowadzenie szostego elementu taczacego wezty 2. i 3.,
a zmiana ta nie wymaga zadnych dodatkowych dziatan, z wyjatkiem dodania szostej
macierzy sztywnosci elementu do macierzy globalnej. Z drugiej strony, odebranie
konstrukcji 7. zamiast 8. stopnia swobody uczyni z niej mechanizm i macierz sztyw-
nosci konstrukcji nadal bedzie osobliwa.

Rozwigzanie — przemieszczenia

Po rozwiazaniu tego uktadu réwnan otrzymujemy wektor przemieszczen wezto-
wych {q}:

0,00135 | [ w
0,00050 | | 1
0,00000 | | w
2

{a}=1 o ooses [ w “9)
-0,00811 | | 3
0,00000 | | W
0,00000 | L4

Zauwazmy, ze zgodnie z naszym zyczeniem, przemieszczenia: 3., 4. i 8. sa rowne
zeru. (Siodme tez, ale to nie jest juz nasza zastuga.) Punkt przytozenia sity obnizy? sie
0 8,11 mm (przemieszczenie dla szdstego stopnia swobody) i przesunat sie w prawo
0 8,65 mm, pozostate przemieszczenia sa 0 rzad mniejsze.

Rozwigzanie — sily wewnetrzne

Te nowe pozycje weztdw prowadza do zmian diugosci elementéw, a to oznacza od-
ksztatcenia i naprezenia w pretach. Zacznijmy od odksztatcen. Mozemy je wyznaczy¢
ze zwiazkéw geometrycznych (2.12), jesli potrafimy obliczy¢ macierz odksztatcen [B].
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Wyrazenie (2.12) dotyczy elementu skonczonego, algorytm obliczeniowy powinien za-
tem zawiera¢ petle po elementach od 1. do ostatniego, w ktdrej:

1) z rozwiazania (4.9) wybieramy wektor parametréw weztowych {q}. (dla kolej-
nego elementu e, tutaje =1, 2, ..., 5),

2) transformujemy go do uktadu lokalnego x’ elementu, wg (2.8),

3) obliczamy w tym uktadzie macierz [B] wg (4.2),

4) obliczamy odksztatcenie wg (2.12) (w precie kratownicy to tylko jedna liczba &),

5) naprezenie w precie (takze jedna liczba) otrzymamy po pomnozeniu tego wyni-
ku przez modut Younga E wg (2.13) lub bezposrednio po kroku 3. z (4.6),

6) takze sitg w precie moge wyznaczy¢ zaraz po kroku 3. wg (4.7) lub mnozac na-
prezenie przez powierzchnie przekroju poprzecznego.

Podana seria krokéw obliczeniowych dla kolejnych elementéw skonczonych pro-
wadzi w koncu do sit i naprezen we wszystkich pretach. Na przyktad element 3.
o0 dtugosci L = 3,61 zawarty jest miedzy weztami 1. i 3. — dla niego sin(«) = 0,5547,
cos(a) = 0,8321. Z wektora {q} — wyrazenie (4.9) — odczytujemy dla tych weztow:
u; = 0,00135, v; = 0,00050, uz = 0,00865, vz = —0,00811. Po podstawieniu do wzoru
transformacyjnego (2.8), otrzymamy wspOtrzedne przemieszczenia weztow 1. i 3.
w uktadzie lokalnym

0,00140 0,8321 0,5547 0 0 0,00135
—0,00033( _| —0,5547 0,8321 0 01],) 0,00050
0,00270( — 0 0 0,8321 0,5547 0,00865( -
-0,01155 0 0 -0,5547 0,8321 -0,00811

u; =0,00140 oznacza, ze rzut przemieszczenia wezta 1. (w numeracji lokalnej i globalnej

— tak si¢ ztozyto) na o$ preta 3. wynosi 1,40 mm i zwrGcony on jest ku weztowi 2’ (lokal-
nie, czyli weztowi 3. globalnie). Rzut przemieszczenia wezta 1' na kierunek prostopadty
do osi preta 3., czyli v; =-0,33 mm, nie wptywa na zmiang dtugosci tego preta i dlatego
nie interesujemy si¢ nim dalej. Wartos¢ u; = 2,70 mm na trzeciej pozycji jest przemiesz-
czeniem wezta 2 (lokalnie, czyli wezta 3. globalnie) wzdtuz osi preta 3., zwrdconym iden-
tycznie jak u; (czyli od wezta 1'). Wynika z tego, ze wezet 2’ oddala si¢ od wezta 1, a to
oznacza, ze pret wydtuza sig 0 u;, —u; = 2,70 —1,40 =1,30 mm. Te dwa lokalne prze-
mieszczenia, istotne przy obliczaniu naprezenia, dostaniemy oczywiscie szybciej, wy-
korzystujac réwnania (4.8).

Naprezenie w precie wyznaczamy z (4.6), podstawiajac tam macierz [B] dana
wzorem (4.2):

=721 MPa.

1 1| u, —u, 0,0027 -0,0014
=|D||B ' =F| -= = 1 =E 2 l=2 ) )
(o} [oNB}a), -€| -1 1][% ) o5 00071 ¢

Zestawmy przemieszczenia lokalne wszystkich elementéw kratownicy, obliczane
wg (4.8):



Element 1

0,00135
-0,00050| _{0 -1 0 0O}, 0,00050
0,00000("|0 O O -1|70,00000("
0,00000
Element 2
0,00865
0,00200 _| -0,5547 -0,8321 0 0(l,J—0,00811
0,00000 — 0 0 -0,5547 -0,8321 0,00000(
0,00000
Element 3
0,00135
0,00140| _| 0,8321 0,5547 0 0l,J 0,00050
0,00270( — 0 0 0,8321 0,5547 0,00865( -
-0,00811
Element 4
0,00000
0,00000{ _{1 0 0 0}, )0,00000
0,00000( |0 O 1 O 0,00000( -
0,00000
Element 5
0,00135
0,00060| _|0,7071 —0,7071 0 0 |, J0,00050
0,00000( ~ 0 0 0,7071 -0,7071 888888 .

Teraz mozliwe jest obliczenie naprezenia w poszczegélnych elementach:

Element 1
o)=L 5 Ui _ g5 0=(20.0005) ;00 g
Element 2
lo}= 265079902 _ 1485 mPa.
3,61
Element 3

{o}=2e5 0'00273;5’0014 =721 MPa.
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Element 4
{o}= 2e50—10= 0 MPa.
Element 5
lo}= 2e5% =-84,9 MPa.

Zauwazmy, ze naprezenie liczone dla preta ma w zasadzie sens jedynie w uktadzie
lokalnym. Naprezenia wyrazone wzorem (3.4), czyli w elementach tarczowych, opisa-
ne sa tam w uktadzie globalnym i w zasadzie tez maja sens jedynie w tamtym uktadzie
wspo6trzednych.

Rozwigzanie — reakcje

Reakcje pojawiaja si¢ dla tych stopni swobody, ktére ,,uwigzilismy”, przypisujac
im ustalone przemieszczenia. Aby te reakcje wyznaczy¢, wykonamy dziatania zapisa-
ne w (2.19). Najpierw obliczymy iloczyn [K]-{q} macierzy sztywnosci konstrukcji
(ostatnia z macierzy na rys. 4.2) i znanych juz teraz przemieszczen weztowych (4.9),
to znaczy obliczymy sity weztowe (czyli sity zewnetrzne czynne i bierne):

109,11 4511 0,00 0,00 -38,40 -25,60 -70,71 70,71 [ 0,00135 0
-4511 287,78 0,00 -200,00 -25,60 -17,07 70,71 -70,71|| 0,00050 0
0,00 0,00 200,00 0,00 0,00 0,00 —200,00 0,00 0,00000 0
0,00 —200,00 0,00 200,00 0,00 0,00 0,00 0,00(, 0,00000(_)-0,10
-38,40 -25,60 0,00 0,00 5547 51,20 -17,07 -25,60|] 0,00865( ) O
-25,60 -17,07 0,00 0,00 51,20 5547 —2560 -38,40|-0,00811 -0,05
-70,71 70,71 -200,00 0,00 -17,07 -25,60 287,78 —4511 || 0,00000 0
70,71 70,71 0,00 0,00 -25,60 -38,40 4511 109,11 || 0,00000 0,15

Reakcje stanowia rdéznice pomigdzy otrzymanym wektorem sit zewnetrznych,
a wektorem sit czynnych, zgodnie z (2.19):

0 0 o] [V

0 0 0| L

o | ol _J-oxol |2

(@), =[]} ~{Qlu =) o) =170
-0,05| (-0,05 0f | 3

0 0 0|

0,15 0 015) | 4
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Przyktad 2. Jak typ elementu skonczonego
wplywa na doktadnos$c¢ rozwigzania

Belke mozna traktowaé¢ jak szczegdlny przypadek tarczy, dlatego elementy tar-
czowe nadaja sie do rozwiazywania belek. Maja dodatkowo te wyzszo$¢ nad elemen-
tami belkowymi, ze pozwalaja bada¢ rozk/ad naprezenia w przekroju. Poréwnajmy
jako$¢ rozwiazania takiej konstrukcji, dyskretyzowanej elementami czteroweztowymi,
z rozwiazaniem otrzymanym dla belki ztozonej z elementow o$mioweztowych. (Wy-
bieramy belke dlatego, ze potrafimy ja rozwiaza¢. Zwykle jest to niemozliwe lub trud-
ne dla tarczy, nawet niezbyt ztozonej).

Na rysunku 4.3 widoczny jest schemat tej konstrukcji i cztery modele oblicze-
niowe MES. Pierwszy, B, ztozony jest z 80 elementéw 4-weztowych. Daje to 105
weztéw, czyli 210 stopni swobody — 210 réwnan. Pierwszy z modeli 8-weztowych,
C, sktada si¢ z 4 elementéw, co oznacza 23 wezty — 46 rownan. Do utworzenia mo-
delu D wystarcza 13 weztow — 26 réwnan do rozwiazania, a ostatni model — cieka-
wostka, to element 8-weztowy, w pojedynke udajacy belke wspornikowa, obciazo-
na sita skupiona.

Odchylenie wynikoéw od rozwiazania $cistego (umoéwmy sie, ze tak bedziemy na-
zywac rozwiazanie podane na schemacie A, otrzymane ze wzoréw wytrzymatosci ma-
teriatdw) zawiera tabela 1.

Tabela 1
f[mm] | o[MPa] 7 [MPa] Af/f Aolo Atlt
A 1,000 75,00 1,875
B 0,915 68,14 1,979 —8,5% —9,1% 5,5%
C 1,002 71,87 1,707 0,2% —4,2% -9,0%
D 0,964 62,07 2,810 -3,6% -17,2% 49,9%
E 0,785 41,76 1,510 -21,5% —44,3% -19,5%

Model B, utworzony z elementéw 4-weztowych, prowadzi do jednego z najlepszych
wynikow w tabeli, ale osiagniccie to uzyskane zostato dzigki uzyciu duzej liczby, bo 80,
elementéw. Poréwnywalny pod tym wzgledem jest model C. Btad obliczenia naprezen
jest podobny, zdecydowanie doktadniejsze jest tu przemieszczenie. Model C ma dalsze
jeszcze zalety: zajmuje siedem razy mniej pamieci, niz model B, a czas obliczen jest
pie¢ razy krotszy.

Nawet model E daje sensowne wyniki, jesli docenimy liczbe jego elementéw. Nie
mozna tego powiedzie¢ o analogicznym modelu ztozonym z jednego elementu
4-weztowego. Otrzymujemy dla niego (tego juz w tabeli nie ma) strzatke ugigcia f = 0,025
i naprezenia: o = 1,042, 7 = 1,250. Sa one bardzo odlegte od rozwiazania scistego.



A Schemat belki 1k

=100 Z __.4%_
e 2

=18 A 40 om
B. 4 x 20 =80 elementow 4-wezlowych

Acm

f=0915  _
o=Ea14
T=1979

L [ ] I [ ]

C. 1x 4=4 elementy 8-wezlowe

f=1002
ao=7187
T=170F =

D. 1x2=2 elementy 8-wezlowe

f=0964
a=R207
r=2810 =

E. 1 element 8-wedowy

=078
o=476 a

7=1510
—

Rys. 4.3. Cztery modele belki wspornikowej. Poréwnanie obejmuje strzatke ugiecia f [mm], naprezenie maksymalne o i naprezenie styczne  [MPa]
w warstwie obojetnej, w potowie dtugosci belki. Kazdy z modeli B, C, D ma w tym miejscu wezet, dla modelu E naprezenie z obliczone zostato
w $srodku elementu. Wartosci podane na schemacie A obliczone sa z wzoréw wytrzymatosci materiatow
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Wyzszos¢ elementdw 8-weztowych w zastosowaniu do tego zadania jest ewident-
na, ale tatwo tez mozna byto te wyzszos¢ przewidzie¢. Z wytrzymaZosci materiaZow
wiemy, ze naprezenia w belce z rys. 4.3 roztozone sa liniowo, zaréwno wzdtuz wyso-
kosci przekroju poprzecznego, jak i wzdtuz osi preta. Taki ich rozktad faworyzuje
element 8-weztowy, poniewaz trzy wezty wzdtuz kazdej z jego krawedzi oznaczaja
funkcje ksztattu dana wielomianem drugiego stopnia. Wedtug tej funkcji roztozony
jest wektor przemieszczenia. Odksztatcenia zatem i naprezenia wzdtuz krawedzi tych
elementow, réwnolegtych do krawedzi tarczy-belki, roztozone sa liniowo, czyli zgod-
nie z teoretycznym rozktadem naprezen w konstrukcji. Stad taka skutecznos¢ rozwia-
zania. Oczywiscie element tego typu tym bardziej wykaze swoja wyzszos¢ nad ele-
mentami czteroweztowymi przy nieliniowym rozktadzie naprezenia.

Wrhasciwe rozumienie mozliwosci, jakie daja elementy o r6znych stopniach funkcji
ksztaltu, pozwala optymalizowa¢ model konstrukcji w procesie dyskretyzacji. Wyniki, do
ktérych przed chwila doszlismy, pomoga na przyktad zdecydowac o typie i liczbie ele-
mentdw podczas modelowania preta zakrzywionego. Rozktad naprezenia wzdtuz wysoko-
sci przekroju jest w takim precie nieliniowy. Oznacza to, ze teraz nie wystarczy juz jeden
element 8-wgztowy wzdtuz grubosci. Do tego, aby ,,wyczu¢” rozktad nieliniowy napreze-
nia, konieczne jest uzycie przynajmniej dwoch takich elementéw albo — jesli to musi by¢
jeden — elementu 12-weztowego. W przeciwienstwie jednak do preta prostego, rozktady
naprezenia w elemencie 12-weztowym (paraboliczny) i w precie zakrzywionym (hiperbo-
liczny w jego przekroju poprzecznym) nie okresla ten sam typ funkcji, dlatego doktadnosé
tego rozwiazania bedzie mniejsza.

Przyktad 3. Dwa podstawowe rodzaje wykresu naprezen

Tarcze kwadratowa o grubosci 1 cm, stalowa (E = 2e5 MPa), zamocowano jak na
rys. 4.4 i obciazono sita F = 0,1 MN. Wspbtrzedne weztdw czterech elementdw troj-
katnych, na jakie zostata ona podzielona, oraz ich przemieszczenia otrzymane po roz-
wiazaniu (metoda elementdw skonczonych), zawarte zostaty w tabeli 1. Obliczymy
naprezenia w weztach i w srodkach elementéw.

Ten etap obliczen odnotowany jest jako czwarty punkt algorytmu MES podanego
w zakonczeniu Lekcji 1. Zwiazki geometryczne (3.2), po uwzglednieniu (3.3), daja
w kazdym z elementow skonczonych odksztaicenia &, ¢y, 7y. Zaleza one, jak widac,
od przemieszczen weztowych, nie zaleza natomiast od potozenia X, y wewnatrz ele-
mentu (sa takie same w wegztach i w $rodku elementu skonczonego, ale rézne
w poszczegolnych elementach). Obliczmy te odksztatcenia.
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Rys. 4.4. Tarcza podzielona na cztery elementy trojkatne, trdjweztowe

Tabela 1
Wspbirzedne Przemieszczenia
m mm
Wezet X y u v
1 0,5 0 0 0
2 0 0,5 0 0
3 0,5 0,5 0,0648 —0,0458
4 1 0,5 0,0733 -0,1908
5 0,5 1 0,2902 —0,0567
Tabela 2
Wezet Wspdtrzedne Przemieszczenie
m mm
Element X y u v
i 1 0,5 0 0 0 | Byu=0 By =-2
el j 3 0,5 0,5 0,0648 -0,0458 Biz=2 By =2
k 2 0 0,5 0 0 | Bs=-2 By =0
i 2 0 0,5 0 0 | By=-2 By =0
e2 j 3 0,5 0,5 0,0648 -0,0458 Biz=2 By =-2
k 5 0,5 1 0,2902 -0,0567 Bis=0 By =2
i 5 0,5 1 0,2902 -0,0567 By =0 By =2
e3 j 3 0,5 0,5 0,0648 -0,0458 Biz=-2 Byy = -2
k 4 1 0,5 0,0733 —-0,1908 Bis=2 By =0
i 4 1 0,5 0,0733 -0,1908 Biy=2 By, =0
ed j 3 0,5 0,5 0,0648 -0,0458 Biz=-2 By =2
k 1 0,5 0 0 0 Bis=0 By = -2
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Macierz [B], dana réwnaniem (3.3), zawiera szes¢ r6znych liczb — pomijajac zera:
B11 = Bsy, B2z = By, Bis = Bas, Bas = Bas, Bis = Bas, Bas = Bss. Nalezy ja wyznaczy¢ dla
kazdego z czterech elementéw skonczonych. Dane do obliczen i wyniki, czyli wartosci
elementdw macierzy odksztatcen [B], zawiera tabela 2.

Teraz mozliwe jest wykonanie dziatania przepisanego rownaniem (3.2):

[B] * {9} = {e}

Element 1
[B] [Bj1 [B]
0,000e+0

— 0,000e +0 B

> 8} 641 {_%',%%2_‘%}.
2 0 -2 O,'Oooe_,’_o 3,809—5
0,000e+0

Element 2

Bt
0 ,UUVE + 1,30e — 4
8 6,475e -5 |:_2,20e_5j| .

|
ocoN
o
o
{
NN O

Element 3

Element 4

Obliczone wektory odksztatcen dla kazdego z czterech elementéw skonczonych,
postuza do wyznaczenie naprezen. Podstawiamy zatem state materiatowe do (1.3)
i wykonujemy mnozenie wg (1.2a):
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Element 1

Element 2

Element 3

Element 4

e

{220000 66000

e

[D] MPa

220000 66000
66000 220000

0 77000

66000 220000

0

66000 220000

220000 66000
0

220000 66000
66000 220000

0 77000

0 77000

0 77000

* {e =
0 1,30e-4
0 (%] -9,15e-5
3,80e -5
0 1,30e-4
0|*|—-2,20e-5
3,59 -4

0 1,70e -5
0|*|-2,20e-5
1,6le—-4

0 1,70e -5
0|*-9,15e -5
-1,6le—-4

-]
RES
[
H

-2,3
-19,0 .
-12,4

Wydawa¢ by sie mogto, ze otrzymane naprezenia musza by¢, jak tarasy, stopniowa-
ne w obszarach elementéw skonczonych. Tak jednak nie jest. Ten rodzaj wykresu na-
prezen, dla elementdw, jest zwykle opcja giebiej ukryta. Domyslnie kreslony jest wy-
kres blizszy rzeczywistosci — dla weztow. Naprezenia w weztach obliczamy jako $rednia
arytmetyczna z naprezen dla wszystkich elementéw zawierajacych ten wezet. Tak wigc
wektor naprezenia w wezle 3. jest $rednia z czterech elementéw, poniewaz nalezy on do
nich wszystkich. Naprezenia w wezle 1. sa srednia z naprezen obliczonych dla elemen-
tow 1. i 4. Zestawienie tak obliczonych naprezen dla wszystkich weztow zawiera tabela
3. Dzieki temu naprezenia zmieniaja sie liniowo pomiedzy weztami — takze w obszarze
jednego elementu. (A miaty by¢ tam state...)

Tabela 3. Naprezenia $rednie w weztach

wezet 1 wezet 2 wezet 3 wezet 4 wezet 5
Ox 10,1 24,7 12,4 0,0 14,7
oy -15,3 -3,9 -7,6 -114 0,0
Oy -4,7 15,3 7,7 0,0 20,0

Poréwnajmy te dwa rodzaje wykresow — rys. 4.5.
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3

Rys. 4.5. a) naprezenie oy wykreslone dla element6w, b) naprezenie oy wykreslone dla weztow

Przyktad 4. Btad metody

Do sprawdzenia przewidywan ekstrapolacji Richardsona (3.6), wykorzystamy
model B z rysunku 4.3. Wstgpem do tych obliczen niech bedzie rozwiazanie dla tej
samej belki, z dwa razy rzadsza siatka elementéw w kazdym wymiarze, tj. 2 x 10 = 20
elementéw skonczonych. Obliczona wtedy strzatka ugiecia wynosi f=0,715 mm,
naprezenie maksymalne (w przekroju utwierdzonym) o=52,79 MPa, a naprezenie
styczne w srodku 7=2,600 MPa. Te liczby uzaskane zostaty po obliczeniach
z podwdjna precyzja, mozna wieC przyja¢, ze bledy zaokraglen sa tu stosunkowo
niewielkie. Wyrazenie (3.6) ma, po uproszczeniach, posta¢

F-F,<F,-F. (4.10)

Jakos¢ tego oszacowania potrafimy oczywiscie oceni¢, poniewaz znamy rozwiazanie
sciste. Dla strzatki ugigcia f
1-0,915<0,915- 0,715,
0,085 < 0,200.
Dla naprezenia o
75,00 - 68,14 < 68,14 — 52,79,
6,86 < 15,35.
Na rysunku 4.6 mozna przesledzi¢, jak wygladaja poszczego6lne rozwiazania
w przemieszczeniach. Widaé¢, ze najwieksze ugiecie wykazuje linia teoretyczna.
Rozwiazania MES czynia belke sztywniejsza, niz jest faktycznie, zblizajac sig,
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Rys. 4.6. Linia ugigcia osi wspornika z rys. 4.3. Najnizszy wykres przedstawia rozwiazanie teoretyczne,
wyzej biegnie linia dla modelu ztozonego z 80 elementéw 4 — weztowych (drugie rozwiazanie MES),
najwyzej wykreslone jest rozwiazanie modelu podzielonego na 20 elementéw 4 — weztowych
(pierwsze rozwiazanie MES). Zgodnie z nieréwnoscia (4.10) r6znica migdzy rozwiazaniem
$cistym a drugim rozwiazaniem MES ma by¢ mniejsza, niz réznica miedzy
dwoma kolejnymi rozwiazaniami MES. | tak wtasnie jest

w miare zageszczania siatki, do rozwigzania scistego od dotu (liczbowo), coraz
drobniejszymi krokami. Gdybym nie znat rozwiazania scistego, powiedziatbym, ze
strzatka ugiecia znajduje si¢ gdzies miedzy 0,915 mm a 0,915 + 0,200 = 1,115 mm
(lub ze wynosi jeden milimetr, plus minus dziesig¢ procent).

Konstrukcje symetryczne

Dos¢ czesto zdarza sie zadanie, w ktérym konstrukcje i warunki brzegowe
charakteryzuje jakas klasa symetrii. Optaca si¢ wéwczas wykorzysta¢ ten fakt do
uproszczenia modelu i ograniczenia wysitku zwiazanego z jego budowa.

Model zbiornika

Model zbiornika pokazany na rys. 0.1 ma dwie ptaszczyzny symetrii. Obciazony jest
jednak cigzarem wsadu skierowanym (w najbardziej niekorzystnym, poziomym potozeniu —
jak na rysunku) pionowo w dét. Zamocowany jest poprzez pierscien wokot kotowego
otworu. Takie warunki brzegowe w dalszym ciagu pozostawiaja jeszcze pionowa
ptaszczyzne symetrii przechodzaca przez o$ zbiornika. Oznacza to, ze wszystkie wezly
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znajdujace sie na tej ptaszczyznie nadal na niej pozostana po obciazeniu konstrukcji — moga
sie one przemieszczaé w tej plaszczyznie, ale nie moga jej opusci¢. Oba te rodzaje symetrii
utatwiaja tworzenie modelu i skracaja pézniej czas obliczen. Tak wigc wystarczy zbudowaé
¢wiartkg modelu pomigdzy obiema ptaszczyznami symetrii i skopiowaé ja przez obrét lub
odbicie lustrzane, pozostawiajac do dalszych obliczen potdwke zbiornika. Weztom na
pionowej ptaszczyznie symetrii nalezy nastepnie odebra¢ swobode przemieszczen w
kierunku prostopadtym do niej. Pozostate warunki brzegowe pozostaja takie same, jak
w modelu petnym.

Koncentrator naprezenia

Przesledzmy ten tok postgpowania na znacznie prostszym modelu. Do obliczenia
wspotczynnika koncentracji naprezen tworzymy ,,probke” z koncentratorem, wedtug rys. 4.7.

Wy
i

Maksymalne o, = 165,8 MPa

Srednie o, = 80,52 MPa

Wsp6iczynnik
koncentracji naprezenia
o= 2,06

Rys. 4.7. Poréwnanie rozwiazan dwu wersji tego samego modelu. Zaréwno przemieszczenia,
jak i naprezenia sa jednakowe w odpowiadajacych sobie weztach. Takze naprezenia
w modelu petnym wykazuja ,,szesciocyfrowa symetrie”
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Mozna przyja¢, ze mamy do czynienia z tarcza, a tarcza ta ma dwie osie
symetrii. Modelujemy zatem tylko jedna czwarta tej konstrukcji. Na obu osiach
symetrii nalezy odebra¢ weztom mozliwos¢ przemieszczen prostopadiych do tych
osi (wegzet srodkowy zostaje wiec zupetnie unieruchomiony). Dla poréwnania
utworzymy tez peiny model. Po obciazeniu deformuje si¢ on do postaci widocznej
na rysunku. Jego ksztalt, jak wynika z rozwiazania pokazanego na rys. 4.7
i z porOwnania przemieszczen weztdw obu wersji modelu, pokrywa sie z ksztattem
jednej czwartej catego, zdeformowanego modelu. Takze naprezenie w przekroju
y =0, obliczone dla kazdego z nich, jest, z dokladnoscia do szesciu cyfr
znaczacych, takie samo.

Symetria zadania jest jeszcze o tyle interesujaca, ze moze postuzy¢ do oceny
jakosci rozwiazania. O tym mianowicie, ze taka symetria wystepuje, wiemy tylko my
— MES nie potrafi jej rozpoznaé. Mozemy zatem pordéwnaé¢ wartosci liczbowe
naprezen w weztach rozmieszczonych symetrycznie.

Keratotomia radialna rogowki

Ten przykiad ilustruje zastosowanie mechaniki w medycynie. Do niedawna jedna
z popularniejszych metod w chirurgii refrakcyjnej oka (stosowanych przy korygowaniu
mocy optycznej rogowki) byta keratotomia radialna. By¢ moze jedna z ostatnich prob
jej uzycia jest ten przyktad. Zabieg polega na wykonaniu specjalnym skalpelem serii
nacie¢ na rogowce, rozmieszczonych promieniowo (rys. 4.8). W konsekwencji
centralna cze$¢ rogdwki, obciazonej cisnieniem §rodgatkowym, sptaszcza Ssie,
zmniejszajac moc optyczna zewngtrznej powierzchni. Wartos¢ korekty mocy
optycznej zalezy od liczby, gigbokosci i dtugosci nacigc.

Rys. 4.8. Rogdwka nacigta promieniowo 16 razy, tj. co 22,5°.
Plaszczyzny symetrii wystepuja jednak co 11,25°
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Rys. 4.9. Model rogéwki poddanej keratotomii radialnej. Zabieg wykonywany jest na oku
krotkowzrocznym. Po prawej — dwa przylegajace do siebie (nieco odsunigte) kliny.
Widoczne jest rozwarcie w strefie naciecia. Po lewej — ksztalt rogéwki po zabiegu
(figura barwna), na tle konfiguracji poczatkowej (siatka elementéw na szarym tle).

Na skutek przyrostu promienia krzywizny w wierzchotku rogéwki, jej moc optyczna
ulega zmniejszeniu. Niebieski obszar (niskie naprezenie zredukowane) jest strefa naciecia.
Zwykle jego gtebokos¢ sigga 90% grubosci rogowki

Do budowy modelu nie mozna uzy¢ jakiegos ,,0szczednego” typu elementu
skonczonego, w rodzaju osiowosymetrycznego — zadanie jest niestety w petni
tr6jwymiarowe. Liczne elementy przestrzenne, w dodatku o nieliniowych funkcjach
ksztattu, wymagaja komputera o sporej mocy obliczeniowej. Nie tylko o duzej
pamieci, ale przede wszystkim z szybkim procesorem. Wykorzystanie symetrii
konstrukcji jest wiec jak najbardziej pozadane, a chodzi tu zaréwno o czas obliczen,
jak i1 doktadnosci rozwigzania — btedy obliczen rosna wraz ze wzrostem wielkosci
zadania. Jaka zatem cze$¢ rogowki zamodelowac?

Symetri¢ wykazuje ta konstrukcja wzgledem ptaszczyzn przechodzacych przez os
optyczna rogOwki i przez naciecia. Powtarzaja si¢ one przy obrocie wokoét osi co 22,5°.
Ale jest jeszcze inna klasa ptaszczyzn — potowia one kliny zawarte pomiedzy
poprzednimi ptaszczyznami. Najmniejszym, powtarzajacym sie fragmentem kontrukcji
jest wiec Klin o kacie 11,25°. Stanowi on jedna trzydziesta druga czes$¢ catej konstrukciji.
Wystarczy zamodelowa¢ ten drobny utamek catosci. Oba rodzaje ptaszczyzn symetrii
zaznaczono na rys. 4.8, a ksztatt modelu po obciazeniu (w dwdch rzutach), pokazuje rys. 4.9.
Widoczny jest spadek krzywizny wierzchotka rogéwki (zdeformowanej przesadnie na
tym wykresie). Jesli znam wszystkie istotne parametry geometryczne i materiatowe
ludzkiej gatki ocznej, to moge prognozowaé skutki optyczne dowolnej ingerencji
chirurgicznej w geometrie rogowki.
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