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1. Wprowadzenie

1.1. Informacja klasyczna

Informacja klasyczna wyfajaca st poprzez makroskopowe wyniki konkretnych fizykalhyc
pomiaréw, zrozumiata jest dlawiadomdaci cziowieka (wyraa sk poprzez liczby
rzeczywiste). Pomiary teyscisle klasyczne, tzn. realizowane przez pragsgzmakroskopowe
dobrze opisywane przez klasygzmechanik, czy elektrodynamik Przetwarzanie kalej
informacji, w tym informacji klasycznej, ma fizycgncharakter, gdy potrzebne & tu
fizyczne ndéniki informacji i dla informatyki klasycznej wybiarsk takie naniki, ktore w
najlepszy mealiwy sposob imituy klasyczne zachowanie materii (minte w istocie cata
materia jest kwantowa). Z dobrym przylghiem, pozwalagcym na ewentuain korekt
bledéw w sensie klasycznymwiele uktadéw elektrycznych, czy mechanicznycét atem
uzytecznych i aywanych w klasycznej informatyce jako dmiki informacji (lacznie ze
wspotczesnymi komputerami). Im glisza jest jednak skala miniaturyzacji, tym bardziej
klasyczne elementy ukfadow informatycznych zdjli sie do granicy kwantowej, gdzie
wymykaja si¢ klasycznemu opisowi. Dopoki rozmiary elementownipgi i procesorow)
pozostag w skali um (obecne techniki foto-litografii obejmuobszar dolnej granicy
rozdzielczdci dla swiatta widzialnego ~0.35 um, a nawet bliskiego madfu ~0.2 um), to
opis klasyczny jest zadowadaym przyblizeniem, jednak jiw obszarze nm w strukturach
potprzewodnikowych, kwantowe efekty staja dominupce (w potprzewodnikach efektywna
masa elektronéw nme by duzo mniejsza i swobodnego elektronu i w zawku z tym
kwantowe efekty$ wyrazniejsze).

Przetwarzanie informacji, nawet klasycznej, pgai za solp jednak i gébsze odniesienia
fizykalne. Wymazywanie informacji jest procesalgssypatywnynw sensie fizycznyf
Przeprowadzenie takiej operacji wymaga zmniejszebjetosci fazowej i przez to redukcji
entropii — jest to zatem proces nieodwracalny @samorzutny, konieczne jest wykonanie
pracy, aby taki proces przeprowagjziDobrym przyktadem jest tu porownanie rejestrdwi
do uktadu pudetek, w ktérych gatka (kada w swoim) mee zajmowa jedmy z dwdch
mozliwych czesci pudetka. Resetowanieczyli wymazywanie informacji z rejestru, jest
réwnowane przesuriciu wszystkich cgstek w pudetkach na jedna steonzeby to wykona
trzeba przesugt scianki we wszystkich pudetkach do potowy, a to wgagracy przeciw
cisnieniu znajdujcej st tam castki (mogta st znajdowg w dowolnej czsci). Ta praca
oznacza naptyw energii do uktadu informatycznegm,odpowiada jego nagrzewaniw.si
Zmiana entropii w przypadku wymazywania pojedynczdsitu wynosi KIn2  (jest to
obnizenie entropii odpowiadgte dwukrotnemu zmniejszeniu etgsci fazowej) i przy statej
temperaturze prowadzi to ddyssypacjienergii do otoczenia w ifgi kTIn2 na bit
(rownoczeénie réwnej pracy wykonanej przy resetowaniu bity, btrzyma t¢ samy

! klasyczna korekta béw polega na zwielokrotnieniu ukiadu i zapisania wszystkich kopiach tej samej
informacji i czstym weryfikowania (przez poréwnanie) stanu categapisu — hidy pojawiap sie
mniejszgciowo i w zwiazku z tym mog by¢ zidentyfikowane i poprawiane zaida kolejm weryfikacp (przy
dostatecznym stopniedundancjj czyli zwielokrotnienia i krotkim odsgpie miedzy weryfikacjami)

% na taki aspekt informacji zwrécono uwagdostrzegajc informacyjny charakter entropii wprowadzonej @rze
drugn zasaed termodynamiki i jej zwizek z procesami odwracalnymi i nieodwracalnymi
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temperatug — zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki). Tarogzenia energetyczne nie
sa widoczne jeszcze przy obecnie stosowanych uklgdgdyt na skutek niedoskondid i
makroskopoweéci dyssypacjesnergii przy klasycznych operacjachzvykle o wiele redow
wigksze, nk te zwhzane z samym procesem wymazywania informacji.

By unikma¢ jednak strat dyssypacyjnych w sensie redukcij¢tokgi przestrzeni fazowej przy
np. wymazywaniu informacji klasycznej, ama by realizowé&operacje w sposob odwracalny
czyli niedyssypacyjnyPrzykiad: typow operacg NAND, ktéra dwa bity (a,b) przerzuca na
jeden —u(a [b) (nieodwracalna operacja) ora by zasipi¢ bramk; Toffoli, czyli odwracala
wersip NAND: (a,b,c) przerzuca néa, b,cO (a[b)) (w tym przypadku dla c=1 trzeci bit ma
te samy wartas¢ logiczm jak w operacji NAND, ale 3 bity przechagdna 3 bity, co pozwala
na odwracaln&).

11 0 111 110
10 1 101 101

~(aCb) - = ||, ale take (a,b,(c=1) 0 (aCb)) - =
01 1 011 011
00 1 001 001
Rownowanasé logiczna nieodwracalnej bramki NAND i bramki Tdiff

Realizacja odwracalnych operacji klasycznej infaykia prowadzi jednak, jak widana
powyzszym przykladzie, do zwielokrotnienia ukladéw i fmek logicznych, ktore
zawieratyby wciz rosmca dodatkow informacg. Nie jest jasne, czy realistyczny jest pomyst
Ch. Benneta, by mimo tej ztonaci wykona procedury do kaca, wynik zapisa i
procedury (odwracalne) odwréciCzy kxdzie to w istocie zupetnie nie potrzeley energii
proces obrobki informacji, czy jednak nie, wobemikczndci dysponowania ogromnymi
nadmiarowymi obszarami informatycznymi. Jest to wie kaca rozpoznany jeszcze
problem/paradoks. Istodnuwag maze by tu fakt, ze ukiady fizyczne $ jednak w swej
mikroskopowej warstwie nieklasyczne, ale kwantowepzdrabnianie i zwielokrotnianie
uktadoéw prowadzi w nieunikniony sposob do miniaaagji, gdzie z przyczyn podstawowych
nie mazna dalej stosowaklasycznych pag informatycznych.

1.2. Informacja kwantowa

Informacja kwantowa to stan obiektu w sensie kwamgta, np. stan cgstki opisany przez jej
kwantowy funkcje falowa. Jest ona nieobserwowalna dla klasycznych obieki@w
szczegolnéci, dla cziowieka — obserwatora), chacia kwantowy sposob przetwarzana jest |
przekazywana porgilzy innymi uktadami kwantowymi. W ten sposoéb infaja kwantowa
jest przez samprzyrod; przetwarzana, ale w sposob nieczytelny dla detestycznego,
klasycznego obserwatora. lta dokonywd pomiaréw nad uktadem kwantowym i w ten
sposob dowiadywasie w klasycznych (makroskopowych) terminach o jej aewéci; jednak
jest to maliwe tylko w matym stopniu w stosunku do catej kw@mej informatycznej
zawartdci funkcji falowej. Na przeszkodzie sioju bowiem stagj zasady nieoznaczofm —
pomiary jednej wielkéci zwykle tak zaburzajstan kwantowyze pomiary innej wielkéci sa
juz niemaliwe (i to nie z przyczyn zwizanych z precyzj przyrzadu pomiarowego, ale
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wobec kwantowych praw natury). Dla wielastkkowego uktadu funkcja falowa jest bardzo
pojemnym tworem z wielowymiarowej przestrzeni Hilide (0 wymiarze narastgjym
eksponencjalnie z liczbczastek). Maliwa do odczytania przez klasycznego obserwatora
klasyczna informacja (w wyniki pomiarow kwantowegosnika informacji) rénie tylko
liniowo z liczba czstek (tak jak dla klasycznej informatyki). Przewagdormatyki
kwantowej] polega moze zatem raczej na naturalnie silnie rownolegtym pétnie
niedostpnym klasycznie) przetwarzaniu ogromnej kwantowgpimacii, z ktorej péniej
mozna odczyté tylko niewielka klasycza czes¢ (liniowa z liczla czastek), ale réna w
zaleenosci od sposobu odczytu, przy wykorzystaniu zmiangreeentacji kwantowej (np.
wykorzystupc transformat Fouriera). Ten ostatni aspekt przypomina w pewrsensie
optyczne metody przetwarzania informacji (nic tondego, gdy fale swietlne  w pewnym
stopniu analogiczne do funkcji falowych, azjna pewno w odniesieniu do transformaciji
Fouriera dobrze znanej w optyce). Dkiatta, odtworzenie zapisanej fourierowsko
informacji, nawet w malym kawatku tzwhologramy pozwala na podobny efekt jak
wykorzystanie calegdhologramu — to wskazuje na podobnie iy jak w przypadku
kwantowym, maliwosci wynikajace z interferencji (a tale zmiany reprezentacji poprzez
transformagj Fouriera). Rénica jednak w stosunku do kwantowej informacji pelena
niebywale wielkiej pojemnii przestrzeni Hilberta w przypadku tej ostatnézjego nie ma w
przypadku optycznych soikow informacji. Naley si¢ zatem zgodZi ze w przypadku
wykorzystania kwantowego sposobu przetwarzaniatinéaji, mamy do czynienia z zupetnie
nowa jakoscia, w stosunku do klasycznych i tekoptycznych rozvgzan. Tak jak i w innych
przypadkach, kwantowy element informatyczny, czyweia komputer kwantowy, bytby
maszym analogow, tyle ze dziatajca w obszarze mikrwiata radzonego innymi ri
klasyczne prawami fizyki.

1.3. Pomiar i dekoherencja

Kwantowa ewolucja zamketego ukltadu opisanego hamiltonianem jest réwnie
deterministyczna, jak ewolucja klasyczna opisywamaez rownanie Newtona. Chozia
kwantowy uktad nie ma trajektorii w przestrzenidazj, posiadag w przestrzeni Hilberta.
Nieodwracala utrat informacji powoduje jednak pomiar. Zaburza det@istyczry
ewolucg kwantowego ukiadu i niszczy efekty interferencyjiWediug von Neumanna,
pomiar prowadzi do utraty informacji zawartej w kaji falowej poprzez jej rzutowanie na
kierunek jednej z funkcji wikasnych operatora wigkkiamierzonej A . Jéli stan uktadu przed

pomiarem jest|¢) = > a|¢@), to w wyniku pomiaru, z prawdopodobiwem | al’
otrzymujemy rezultatd, (i-ta warté¢ wtasna), a funkcja fanwW) Zmienia s¢ W |q>

Gdyby natychmiast ponownie wykah@omiar tej samej wiellk&i, znowu otrzymalibymy
wynik A, i to z catkowiy pewndcia (dla widma dyskretnego, oraz pomiaru idealneg. [1]

Ciagta obserwacja unieruchamia zatem kwant@wolucg — mowi s¢ w tym przypadku o
kwantowym efekcie Zenona.

W czasie pomiaru informacja o mierzonym ukiladziesta@ zapisana w ukiladzie
pomiarowym, i to w makroskopowo odhirfialny sposob (powstaje tu przypadkoweiézka’
od mikroskopowej prostoty do makroskopowejzoiocsci). Pomiar dokonuje siw wyniku
oddziatywania przyrgdu i ukladu mierzonego. Oddziadop uktady nie § z reguly opisane
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swoimi funkcjami falowymi (nie # w stanach czystych), ale tma je opisé przy pomocy
macierzy gstcosci. Dla stanu czystego, nq.%, macierz gstosci ma posté operatora
p =|W)YW|. Dla poduktadu macierzegtcici jest wynikiem wycatkowania macierzy
gestasci catego uktadu po zmiennych drugiego poduktafupt = Tr,p. Otrzymany w ten
sposOb operator macierzyescsci poduktadu nie ma w ogoldci postaci |¢>(¢| co

oznaczaze podukfad nie jest w stanie czystym. Jest on w &tanie mieszanym, zadanym
liniowa kombinacy macierzy gstaici stanéw czystych poduktadu, £, = > p,| @, X¢. |,

p, OR, 0< p, <1,¥ p, = 1. Jest to niekoherentna superpozycja (zmieszaarai)
— dotyczy ona macierzyegtasci, a nie funkcji falowych, w przeciwistwie do koherentnej
superpozycji funkcji falowych, w wyniku ktérej zéasdw czystych otrzymuje gitez stan

CzySty:| l//> - z qa| l//a> , g, UC, Z|qa|2 =1

Powyzsze uwagi zilustronamazna prostym przyktadem. Zathy, ze mierzony uktad ma
tylko dwa dostpne stany| ¢,) i |,), bedace stanami wtasnymi mierzonej wielicd A.

Ukiad odizolowany od przysdu opisany jest koherentn superpozyg,
@) =alg)+Bw,), a=x i p=+1-x%* x ¢ 0OR. Takiemu stanowi

odpowiada macierzegtaici:

. _ NG xV1 - x2e’? : x° 0
,01—|l//><¢/|— Xﬂem 1 - x2 }:pomlarj{O 1—X2}.

W wyniku pomiaru znikaj niediagonalne elementy zawieyeg¢ r@&nice faz midzy
wspotczynnikamia i B (przyczyr interferencji). Po pomiarze, macierzsgpsci jest

niekoherenta superpozyej dwoch macierzy estasci |@ )@, | i |w.)w, |, ze
wspoétczynnikamix? i 1 - x*. W jaki sposéb znikajniediagonalne elementy? Zahy, ze
przyrzad pomiarowy przed pomiarem jest w stahte0>. Jali uktad bytby w stanie{ (//1>, to
wynik pomiaru bytby A, i informacja taka zapisatabye¢sw makroskopowym uktadzie
pomiarowym, ktéry w wyniku pomiaru znalaztby, sv stanie| @, ). Podobnie dla stanj, )
wynik bytby A,, a stan przyrgu | tD2>. Caly uktad: przyrzd i mierzony ukiad, niezataie,
czy przy whczonym, czy wyczonym oddziatywaniu, jest w stanie czystym.sliJprzed
pomiarem jest to stan (a| W) + B zp2>) O|®,), to po pomiarze, stan:
Q) =aly,) 0| ®,)+ By, O|d,). Ani uktad, ani przyrzd nie s juz wtedy w stanach

czystych — razem twosztzw. stan spitany, a macierz gptasci dla mierzonego uktadu ma
posté:
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A la|"Tr,| @, ) @, | aBTr,|®, ) o, |
P, =T |QXQ|= .
TN oo, 40T 0,0,

Tr2| CD1>(CD2 | jest calla wielokrotmy (0 krotndci rzedu liczby Avogadro) z iloczynu dwéch

funkcji rézniacych sé w makroskopowy sposob, aeizalendscia funkcyjra od ogromnej
liczby zmiennych — daje to w rezultacie zero, nagayby pojedyncze catki dawaty wkitady
tylko nieznacznie mniejsze od 1. Taki mechanizikamia elementow niediagonalnych w
macierzy gstosci prowadzi do ilustracji pomiarvon Neumanna (tzw. superwyb§2]).
Dokfadniejsza analiza zachowania siediagonalnych elementéw macierzystpsci pozwala
na okrélenie dynamiki ich wygaszania w czasie trwania pmni W ogolnéci jest to bardzo
szybki zanik eksponencjalny, z czasem defazowdtjiaznikania informaciji o rénicy faz
wspotczynnikbwa i B) zalenym od szczegotow oddziatywania, od uktadu pomizgovi

od odlegtdci A,i A, [4].

Kazde oddziatywanie dwoch uktadow vra by interpretow@jako pomiar jednego uktadu
przez drugi (pomiar von Neumanna zachodzi jednidotwtedy, gdy uktad pomiarowy jest
makroskopowy). Ewolucja macierzy egjasci jednego z ukladéw pod wptywem
oddziatywania drugiego jest nazywana ogoélnie dekaiep. W wyniku oddziatywania
uktadow (np. pomiaréw) dochodzi do sfainia kwantowego. Czysty stan catego ukiadu
nazywa si stanem sptanym, jéli nie jest prostym iloczynem tensorowym standéwstygh
obu uktadow (jest on wtedy liniawkombinacy takich iloczynow). Spitanie uktadow jest
naturalnym wynikiem ich oddziatywania i nie @ by uzyskane lokalnie poprzez
manipulowanie tylko w jednym z uktadéw. Sganie ley u podstaw pomiaru i dekoherencji
— najpowszechniejszych zjawisk w mikvdecie. Dla dostatecznie matych uktadéw (obu
mikroskopowych, np. pojedynczychastek) mana analizowéi nawet kontrolow&w czasie
ewolucg sphtania i wzajemnej dekoherencji. Stwarza to nowezliwosci przetwarzania
informacji w kwantowy sposob, niedepty dla informatyki klasycznej. Mma planowa
deterministycza kwantows ewolucg uktadoéw ziaonych z matych oddziatagych
poduktadow, w analogii do klasycznych algorytmowonikeczne jest jednak by ad/¢
przetworzy kwantows informacg w niewielkim uktadzie, wykorzystag w kontrolowany
sposob spltywanie s¢ jego poduktadow, dopodki nie depke s¢ otoczenie i nie dokona
dekoherencji (pomiaru) w niekontrolowany sposab.

Ze wzgkdu na nielokalny charakter mechaniki kwantowej @egjacy sk w kwantowym
spltaniu,  przetwarzanie informacji kwantowej i jejrzpkazywanie jest zupetnie
nieklasycznym zjawiskiem. Pojemito informacyjna nawet niewielkich uktadow
kwantowych jest ogromna, réwiieniespotykana w klasycznej informatyce — wymiar
przestrzeni Hilberta dla np. 100 dwupoziomowychadiéw (qubitow) wynosi2'® (wymiar
iloczynu tensorowego 100 dwuwymiarowych przestrzeRirzetwarzanie informaciji, jak
mozna zakodowaw stanie kwantowym 100 dwupoziomowych uktadow,efiracza zatem
mozliwosci jakichkolwiek klasycznych komputeréw — chodzi ppzetwarzanie macierzy
2190 x 21 (yktad kwantowy przetwarza je sam). Opanowanibricsterowania procesami
kwantowymi otworzytoby niezwykte nitiwosci. Informacg zrozumiah dla cztowieka
(czyli klasyczm) nalezaloby wczyté w sterowany uktad kwantowy, pozwolijej
btyskawicznie i nielokalnie ewoluowa zgodnie z zaprojektowanym algorytmem
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kwantowym, a nasgpnie wynik odczytd w klasycznej postaci. Z odczytaniem bylyby
trudnaci, zgodnie z zasadami nieoznaczéripnie cata kwantowa informacja jest dgsta.
Odpowiednio manipulgc jednak koherentn superpozye (czyli wykorzystuac
interferencyjne efekty) mma uzyska pozadara czgs¢ kwantowej informacji w klasycznej
postaci. Réwnolegte i rownoczesne przetwarzanieejcdtwantowej informacji w
wieloczastkowym ukitadzie kwantowym eksponencjalnie dystgnsoformatyke klasyczm
(pewne spowolnienia wynik@jz ograniczé odczytu). Podanie szybkich kwantowych
algorytméw  (Tabela 1., [3,4]) dla rozyiania kiopotliwych zagadnie klasycznej
informatyki maze zapowiad@zatem rewolugj informatyczn i technologicza.

Tabela 1 Algorytmy kwantowe

1. Algorytm Deutschai |,Oracle setting*, przysp.
Jozsy, 1992 rozr&nienie funkcjizbalansowanej | eksponencjalne
od statej
2. Algorytm Simona, Rozr&nienie funkcji 1-1 od funkcji | przysp.
1997 2-1 eksponencjalne
3. Algorytm Shoradla |Znajdowanie liczb pierwszych przysp.
faktoryzacji, 1994 eksponencjalne
4. Transformata Fouriera Szybka kwantowa transformata
a'la Kitaev, 1995 Fouriera
5. Algorytm Grovera, »Finding needle in a haystatk przysp. kwadratowe
1995 przeszukiwanie bazy danych
6. Algorytm Shora Kwantowa korekta kfdow
kwantowe] korekty
btedbw1996

Nalezy podkréli¢, ze wyidealizowane algorytmy kwantowe Bardzo trudne do praktycznej
realizacji. Nieunikniona dekoherencja wywotana gragczenie nawet najlepiej izolowanego
ukladu prowadzi do kumulacji &ow i nieodwracalnej utraty informacji. Dopiero
zastosowanie kwantowej korektyedbw [3,4,5] na kadym etapie kwantowego algorytmu
mogtoby umaliwi¢ praktycza bezbkdna realizacg procedur kwantowych. Dobrze 7zu
rozpoznane protokoty korektydatdbw o charakterze kombinatorycznym, prowagsdnak do
silnego zwielokrotnienia uktadu, a co za tym idzim gwattownego (eksponencjalnego)
wzrostu dekoherencji wraz z liczlqubitow. Sid stosunek czasu dekoherencji do czasu
kwantowych elementarnych operacji logicznych mygi doostatecznie diy (co najmniejl0®

) by mana bylo skutecznie zastosofv@rocedury korekty. To nie jedyne trudied na

drodze praktycznego wykorzystania informacji kwavep ROwnie silne ograniczenia
wynikaja z podstawowych wilasdoi stanéw kwantowych, w szczego6keo tzw. qubitéw,
odr&niajacych je od klasycznych bitéw. Twierdzeni@-cloning[6], no-broadcastind7] i
no-deleting [8], moOwiace o niemanosci kopiowania nieznanych stanéw kwantowych
(kopiowanie umaliwitoby réwnoczesne pomiary, przegz zasadzie nieoznaczacitd),
rozpowszechniania, jak i wymazywania nieznany@n®tv, znacznie komplikajniektére
procedury, jak np. proste resetowanie kwantowegestel, niezbdne dla powtarzalrici
kwantowego komputera.
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Informatyka kwantowa ma niezwykte i zadzivieg maliwosci — wynikap one jednak,
podobnie jak sptanie, z elementarnych wiasmd algebraicznych iloczynu tensorowego.
Mozna to zademonstrowana przyktadzie kwantowego kodowania i kwantowéggertaciji
(Tabela 2. i 3., [3-5]). W przypadku kodowania kwamego wykorzystuje sinielokalny
charakter standw sghnych. Dokonujc operacji lokalnych tylko na jednym qubicie, z
jednego stanu sgthnego uzyskamozna trzy pozostate sgghne stany tzw. bazy Bella w 4-
wymiarowej przestrzeni Hilberta dwéch qubitéw (vzypadku klasycznym kodowanie pary
bitow wymaga dziak& na obu bitach).

Podobnie w przypadku teleportacji kwantowej, wykstanie wiasnéci iloczynu
tensorowego pozwala na interpretagrostych relacji algebraicznych, jako przekazania
zawartgci qubitu 1 na inny, nawet odlegty qubit 3 (Tab8la Mimo, ze kwantowy transport
informacji jest natychmiastowy, w czasie telepgrtaade naruszona jest relatywistyczna
zasada ograniczenia przekazu informacji przegdkm¢ swiatla. Qubit 3 ma wprawdzie
natychmiastowo petninformacg o qubicie 1, ale w zbyt dej ilosci. Zeby odbiorca przy
qubicie 3 wiedziat, ktora jest wdaiwa, musi otrzymé dodatkows informacg klasyczn,
przekazaa wolniej niz predkos¢ swiatta w pr&ni. Fakt ten zwraca e uwag nha
niezrozumiany jeszcze do koa aspekt wzajemnej relacji informacji klasycznkjpantowej

— ukfad kwantowy bez tej informacji, to co innegue( ujawniona teleportacja), nuktad
kwantowy zaopatrzony w taknformacg, (teleportacja dokonana).

Tabela 2. Protokét gstego kodowania kwantowego

Stan pary qubitow — wektor z 4 wymiarowej przestiHilbertaH, [ H,, tj.
g 0)0]0)+b0)0[1)+d10|0)+d2 0|1,
ale w przestrzenH, U H, mozna wybr& baz; inaczej, np. ztpona z maksymalnie

spltanych ortogonalnych stanéw (tzw. stanéw Bella):
1 1

) 2300% O[3, +[1, 0]0),).[¢%),, =300>1 0[9, -[3, 0]0),),

1

)., =300>1 010), +|2, 09,).[¢*), =300>1 00, -11, 0[1,)

Dokonupc wytacznie lokalnych operacji na qubicie 2 ama uzyska wszystkie stany Bella
wychodzc z jednego, np.:

1) operacja tzsamdciowa, |0), - ]0),i|1), - |1), daje
[¢") = ¥,
2) zamiana stanow, |10), -~ |D,i |1, - |0), daje
(@) = [¢).,
3) zr&nicowanie fazowe o1, |0), -~ -0),i [1), - |1), daje

9. = [¢7),

4) zamiana stanéw i ztdicowanie fazowe, |0), - -1, i [1), - | 0), daje

[4") = [#),,

Podobne kodowanie pary klasycznych bitbw wymagatiihatania na obu bitach, zatem
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| kwantowe rejestry majzwielokrotnior, pojemndgc. |

Kwantowa teleportacja nie by wykorzystana tate do wykonywania operacji logicznych w
odmienny sposob, hiprzy pomocy fizycznie implementowanych bramek [9pgdlnienia
protokotu teleportacji pozwalajbowiem transportowa réwniez unitarne operatory, tzn.
wykonywa ewolucje kwantowe na odlegto(zmieniagc stan qubitu 1, zmienimy tak stan
qubitu 3 po teleportacji). Operacje logiczne reprégawane $ przez unitarne operatory
ewolucji. Mazna by wec teleportacyjnie wykonywa operacje logiczne kwantowych
algorytméw. Zamodelowanie w ten sposob uniwersabhej-qubitdwej operacji CNOT
(Tablica 4.) wymagatoby wprawdzie postugiwania sie tylko stanami Bella, ale #e
splatanymi stanami trzech qubitbw — tzw. stanami Greegéra-Zorna-Zeilingera [5,9].
Lokalne wykonywanie pomiaréw, w tym przypadku rauémia na ortogonalne sgpéne
stany, prowadge do teleportacji, mogtoby byjednak wolne od dekoherencji fizycznie
implementowanych bramek. Wydaje ¢ siprawdopodobne przeprowadzenie takiego
scenariusza realizacji kwantowych algorytméw w raimaptyki liniowej, gdzie opanowano
doktadne operacje jedno-qubitowe, i bardzo zaawsase g techniki precyzyjnego
splatywania dwéch i trzech qubitow.

1.4. Komputer kwantowy — perspektywy i ograniczenia

Dowolna deterministycza ewolucg kwantowa mazna przedstawi jako sekwengj operacii
jedno-qubitowych i uniwersalnej operacji dwu-qubit (np. CNOT) [3,4]. Pozwala to na
algorytmizacg proceséw kwantowych i by u podstaw koncepcji komputera kwantowego
[4,5,10]. Jéli by dysponowa idealnymi qubitami i méc je dowolnie spgae¢ ze soh
oddziatywaniami w  kontrolowany sposoéb, to nawetnigdka ich liczba (w poréwnaniu z
liczba tranzystorow w klasycznych procesorach), tj. 100000 qubitow pozwolitaby na
realizacg nieosihgalnych klasycznie zadav bardzo krétkim czasie [3-5,10]. Dziadgpuz 3-
5-qubitowe komputery kwantowe (Tabela 5., [5,108 sputapkowanych jonach i spinach
jadrowych molekut, jednak ich mibwosci s jeszcze niewielkie.

Tabela 3. Protokoét teleportaciji kwantowej

Chcemy przeteleportowastan qubitu 1, |#) =a|0), + A1), nainny qubit 3.

W tym celu spitulemy qubit 3 z pomocniczym qubitem 2, np.
1

“//2>23 = ﬁ q 0>2 0 |1>3 _|1>2 0 |0>3)’
wtedy uktad trzech qubitéw jest w starig) . = | ¢), O ‘z//2>23; mazna go przedstawiw
innej bazie:
49, =|¢), 0 a0, -AD)+[¢),0(a0),+AD)
+ ‘ l//4>12 D (a| 1>3 + ﬁ| O>3) + ‘ l//3>12 D (al 1>3 - ﬂ' O>3)
Wykorzystano tu bagprzestrzeniH, 0 H, O H,rozpkta przez wektory BellawH, [0 H,
(Tabela 2.).
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Wspotczynniki a, B, ktdre chcemy teleportowaod razu ja znajdup Sig przy qubicie 3
(nawet bardzo odlegtym, ale sfd@nym z 1) w 4-ch nych kombinacjach. Wystarczy teraz

w podprzestrzenH, [0 H, wybra jeden z ortogonalnych stané'vw‘>12 (przez pomiar -

rzutowanie), wtedy caly uktad znajdzie sip. w stanig ¢*) O (a| 1, + B 0>3), jesli dla

przyktadu wybra i = 4. Nalezy teraz poinformowa (klasycznie) odbiorg przy qubicie 3
ktore i uzyskalsmy w wyniku pomiaruzeby wiedziat jak lokalnie na qubicie 3 uzyskstan

|¢ >3 = a]0), + B|1),. Réwnoczénie qubit 1 przestaje byw stanie czystym ¢) , bo
qubit ten zostaje sgtany z quibitem 2, podczas gdy qubit 3 adige sk i po lokalnej
manipulacji uzyskuje wygiowa zawartd¢ qubitu 1. Stan qubitu 1 jest ga teleportowany

na qubit 3 bez naruszenia twierdzenia-cloning ani zasad relatywistycznych (klasyczna
informacja oi zostata przekazana wolniegrwiatto).

W przypadku obu istniegych konstrukcji 3(5)-qubitowych (na sputapkowanychach i w
technikach NMR) nie wydaje imazliwe skalowanie i przekroczenie bariery kilku-
qubitowych ukladéw (dziatania na jonaclh gbyt wolne, ilé¢ oddziatupcych spinéw
jadrowych w molekutach jest mata i ograniczona, w dkanstrukcjach s kiopoty z
resetowaniem [5]). Gtéwny problem skalowania polegatym,ze wraz z liczh qubitow
niekontrolowana dekoherencjasnie eksponencjalnie. Kwantowe schematy korektyld
[3-5] wykorzystuj niezmienniczé¢ okreslonych podprzestrzeni zwielokrotnionych uktadéw
wobec skorelowanej dekoherencji. Taka dekoherermjaie wprawdzie szybciej z licab

qubitéw N (tj. jak eV, podczas gdy nieskorelowana dekoherencimieojak eV), ale
umazliwia okreslenie nieczutych na dekohereagpodprzestrzeni (uogolnienia stanu typu
single), w ktérych mana bezpiecznie przechowywanformacg. Inne koncepcje ochrony
przed dekoherengj to czasowe wyteleportowanie informacji do barpgniépornych czsci
uktadu, lub znalezienie fizycznego mechanizmu kiyrekak np. w przypadku koncepcji
topologicznego komputera na anyonach [11].

Konstrukcja komputera kwantowego w realistycznyrktadzie fizycznym wymaga
spetnienia szeregu warunkéw (nazywankogyteriami DiVincenz¢19]):

1) odpowiednio zdefiniowany qubit — dwa stany kwantovdelzielone od pozostatych
stanéw ukfadu (wzgtnie due odlegidci energetyczne, wzbronione prasg), tak
by informacja w niego wpisana nie ulegata wyptywpwi

2) okreslenie maliwosci wpisywania informacji w qubit — tj. miwosci uzyskania
dowolnej superpozycji dwoéch stanéw qubitu przy pognozewrtrznego,
makroskopowo regulowanego pola (np. oscylacje Rybie realistycznym obszarze
pol),

3) mozliwos¢ skalowania qubitu do wielo-qubitowego adzenia,

4) zaprojektowanie i implementowanie podstawowej ogerdwu-qubitowej, o ktég
oprz& by mazna wykonanie dowolnej kwantowej operacji logiczifgka bramiq
moze by CNOT lub inna [5,10], w kalym przypadku konieczne jest opanowanie
techniki whczania i wyhczania oddzialywania qubitow w precyzyjny sposéb, w
bardzo krotkich odgpach czasu, tj. sterowanie gjainiem dwaoch qubitow),

5) zapewnienie stosunku ga@déw czasu potrzebnego na wykonanie elementarnych
operacji logicznych i czasu dekoherencji na pozeme mniejszym 6,
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6) zapewnienie mdiwosci oddziatywania diej liczby qubitow, albo bezgeednio (co
trudne), albo poprzez qubit gredniczcy (np. foton), w celu skalowania komputera i
implementaciji korekty kidow,

7) zapewnienie mdiwosci odczytu informacji na wygiu,

8) zapewnienie mdiwosci resetowania catego ukiadu .

Niektére zastosowania kwantowej informatyki, jakdkavanie i transmisja, nie wymagaj
spetnienia wszystkich wygj wymienionych warunkow i wydajsic bardziej realistyczne, o
czymswiadczy znaczny pogb w tym zakresie [5]; ograniczenia zwane g tam gtdwnie ze
swobodnymi nénikami informacji — mobilnymi qubitami, np. fotongm maozliwosciami
utrzymania stabilnych ich kwantowych cech nayih odlegtdciach (ostatnie eksperymenty
ze spowalnianiem i zatrzymywanieiwiatta wydaj si¢ tu tez bardzo obiecue).

Tabela 4. CNOT - sterowane zaprzeczenie

CNOT (controlledNOT) — operacja dwu-qubitowa. Na prostej bgmeestrzeniH, 00 H,

dziata wg przepisu:
|00) = |00) |01) = |01 |10) = |11) |11) = |10)

Spetnienie wyej wymienionych wymaga wcale nie jest proste i nie @y ukiad
dwupoziomowy mee by qubitem. Jako qubity proponuje;siozmaite uktady fizyczne [5]:
foton (est, nie maw danym modzie), ekscytoneét, nie maw kropce kwantowej), spin
jadrowy Ilub elektronowy w polu magnetycznym (1/2, 2)1/ pad tunelowy w
nadprzewodzcym zhczu Josephsona (kierunek. Ilub ). Bardziej zaawansowane
koncepcje to pojedynczy qubit na wielgstkowych stanach w uktadach spinowych [12],
fermionowych, bozonowych a nawet anyonowych [1bsZkuje si zwlaszcza rozvazan w
obszarze nanotechnologii przy wykorzystaniu dobravinictej technologii miniaturyzacji
klasycznej informatyki (epitaksiji, litografii i poeséw samoorganizaciji).

W obszarze nanotechnologii szczegdlnie intepgsujs  kropki kwantowe — ukilady o
rozmiarach od kilku do kilkudziegiiu nanometréw, najeiciej w potprzewodnikowych
heterostrukturach, mage zawierd& nawet pojedyncze elektrony. Stany elektronéw
zlokalizowanych w takich kropkach, z energiiazania od kilku do kilkudziesciu meV,
mog by¢ (w przeciwigistwie do elektronbw w atomach) fatwo modyfikowanelem
magnetycznym (do 10 T) w zakresie do kilkudzesi procent, a tate, w podobnym
zakresie, tatwo osgalnym technicznie polem elektrycznym. Stale roamg techniki
wytwarzania kropek pozwakgjna budow skorelowanych uktadéw kropek, takich jak
molekuty, czy tacuchy kropek — niezfuine dla procesoréw kwantowych. Zaréwno orbitalne
(elektronowe lub ekscytonowe), jak i spinowe stepswobody nénikdw uwigzionych w
kropkach braneaspod uwag [12-16]. Catkowicie sterowarn@aviattem ekscytonowa bramka
logiczna na kwantowej molekule (spgbnej parze kropek) GaAs/InAs [14] jest catkiem
realistyczna — zademonstrowanoz gphtanie standw [15]. Czas relaksacji ekscytonéw w
kropkach jest rgdu nanosekundy, wi zastosowanie ultraszybkich femtosekundowych
technik optycznych [17] daje szans:a korekt bledow. Zastrzeenia powstaly jednak
ostatnio w zwazku z maliwoscia pikosekundowej dekoherencji ekscytonéw poprzezakan
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niestabilnych polaronéw [18], co mocno pocaaprzydatné takiej implementacji
kwantowych bramek.

Tabela 5. Implementacje komputera kwantowego

Fizyka atomowa Jony w putapkach Cirac, Zoller (1995)
(zrealizowany 3-qubitowy) | elektrycznych Monroe et al. (1995)

1. Optyka kwantowa QED - kwantowa Turchette et al. (1995)
elektrodynamika Imamoglu et al. (1999)
mikrownek

2. Jadrowy rezonans Spiny pdrowe molekut| Cory et al. (1997)
magnetyczny, NMR w cieczach Gershenfeld et al. (1997)
(zrealizowany 3-qubitowy)

3. Elektronowy rezonans Spiny elektronowe Kane (1998)
magnetyczny, EPR Vrijen (2000)

4. Rezonansowa spektroskopidladprzewodace zhczal Averin et al. (1997)
nadprzewodnikow Josephsona Shnirman et al. (1997)

Mooij et al. (1999)

5. Fizyka elektronéw Elektrony na Platzman, Dykman (1999)
powierzchni He-4

6. Sterowane polem Spinowe stopnie DiVincenzo et al. (1998)
magnetycznym lub swobody kropek DiVincenzo et al. (2000)
elektrycznym struktury kwantowych Tanamoto (2000)
nanoskopowe (kropki Jacak et al. (2001)
kwantowe)

7. Optycznie sterowane Orbitalne stopnie Zanardi, Rossi (1998)
struktury nanoskopowe swobody kropek Li, Arakawa (2000)
(kropki kwantowe) kwantowych Bayer et al. (2001)

(elektronowe lub
ekscytonowe)

8. Automaty komorkowe, Automaty komorkowe | Lloyd (1993)
uktady biologiczne Benjamin (2000)

9. Wzbhudzenia topologiczne |Anyony, utamkowy Kitaev (1997)

efekt Halla

Spinowe stopnie swobody mpgokaz& sig znacznie korzystniejsze [12,13]. Czas
dekoherencji spinu pojedynczego elektronu w krageaecuje s w skali mikrosekund (wobec
bardzo stabego spgzenia z fononami). TrudBoi w tym przypadku zwazane § raczej z
komplikacjami uzyskania pojedynczego elektronu wpke, oraz ze stabym rozszczepieniem
Zeemana w tych uktadach (np. 0.03 meV/T w GaAs)zni@d energii standéw qubitu
zadanego przez dwie orientacje spinu w polu magaagym jest zatem mata, a czas operacji
jedno-qubitéwych bytby niekorzystnie dtugi. W cedminiccia tej trudnéci DiVincenzo [12]
podat koncepegj qubitu spinowego na stanach trzech elektronéw wecti jedno-
elektronowych kropkach i wykorzystanie do jedno-tmsych operacji silnego

oddziatywania wymiennego (oddziatywanie to komuizljé2 [ éz; dla 8-miu stanéw trojki
spinéw, dwie pary stanéw nsaje sameSi S , na jednej z tych par proponuje sozpié

z

Projekt wspétfinansowany zeodkéw Unii Europejskiej
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Strona 14 z 124



) —

KAPITAL LUDZKI UNIA EUROPEJSKA | ,**,

J *
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI ‘%‘]& Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

*

qubit; wczéniej proponowano te qubit na stanach singletowym i trypletowym pary
elektronébw w kropce [16]). Oddziatywanie wymiennghot spinowe, jest pochodzenia
orbitalnego (Tabela. 6) i wyta Sk poprzez rénice energii standéw trypletowego i
singletowego pary elektronéw. Dobrze znane gciejsinglet-tryplet w polu magnetycznym
(dla pola rzdu 1T, w przypadku diych kropek kwantowych) unitiwia zaprojektowanie
sterowanego polem magnetycznym agohia standw spinowych, co przy zdji wartaci
rozszczepienia singlet-tryplet poza punktem krytyem, mae pozwolé na implementagj
bardzo szybkich dwu-qubitowych operacji, azakedno-qubitowych dla wielo-spinowych
qubitow.

Mimo wielkich wysitkbw nie zbudowano jednak jeszqrezwalajcej na skalowanie bramki
logicznej w technologii stato-ciatowej, nawet pragyciu kropek kwantowych. Wobec skali
trudnaici tego zadania, praktyczna konstrukcjaelyo komputera kwantowego aeonie by
realistyczna w najbliszym czasie, jednak gwaltowny posp w zakresie eksperymentalnej
mechaniki kwantowej doprowadzi z pevéom do wielu wanych odkrg i praktycznych
zastosowa, juz dzis bardzo atrakcyjnych np. w zakresie zabezpieczeansmisji.

Tabela 6. Zawansowanie technik informatyki kwantowg

Rodzaj hardwaru Liczba |Liczba krokow status

qubitéw | przed

dekoherencp

Kwantowa kryptografia 1 1 zaimplementowana
Kwantowa kryptografia na 2 1 zaimplementowana
stanach spitanych
Bramka CNOT

2 1 zademonstrowana
Ukfad bramek 2 2 zademonstrowany
Algorytm Deutscha 2 3 zademonstrowany
Zdwojenie pojemnaici kanatu 2 2 blisko realizacji
Teleportacja 3 2 zademonstrowana
Wymiana splatania 4 1 zademonstrowana
Repeater dla kryptografii Kilka kilka niekompletna teoria
Kwantowa symulacja kilka kilka prosta demonstracja
Algorytm Grovera z toy-data 3+ 6+ zademonstrowany
Ultra-precyzyjny standard kilka kilka przewidywany
czestosci
Purifikacja splatania Kilka Kilka przewidywana
Algorytm Shora z toy-data 16+ 100+ ?
Kwantowa maszynafaktoryzujgca | 100+ <1000 ?7?
Uniwersalny komputer kwantowy | 1000+ 1000+ ?7?7?

Projekt wspétfinansowany zeodkéw Unii Europejskiej
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Strona 15 z 124



) —

UNIA EUROPEJSKA KR,
*

KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI

%
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI ‘%& Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY P

**

2. Zasady kwantowego opisu

Stan kwantowy zamkaiego (odosobnionedpuktadu opisujemy funkcja falowa:
|‘P>D H, gdzieH jest przestrzenia Hilberta, tj. zupefnprzestrzeni metryczna z metryk

zadan przez iloczyn skalarny¥ | ®) o wasndciach :

« (WjW)=0, (W|¥)=0<|W)=0
¢ (W|adP+a,0)=a(W|d)+a,(¥|O)
+ (v]0)=(0]¥)

H jest zupeta wg normy HLPH = <L|J‘ LP). Przyktadem mze tu by przestrzé L? , funkcji
catkowalnych z kwadratem, iloczyn skalarny zadargstjw tym przypadku catk

[w(a) ®(a)da.

Czesto zaklada size H jest érodkowa, tzn.ze istnieje gsty’ podzbiér przeliczalny.
Funkcje falowe réniace st o staly zespolony czynnik identyfikujemy (ograni¢sic mazna
tylko do unormowanych funkcji, wéwczas identyfikojg funkcje r&niace sé o czynnik

fazowy).

Modut funkcji falowej identyfikujemy z gstcécia prawdopodobigstwa znalezienia @stki i
te wielkos¢ traktujemy jako mierzalp

Funkcja falowa spetnia rownanie Schrodingera-Héisega
oW ~
m—' ) - H| W),
ot
gdzie H jest operatorem Hamiltona. Zakladadeyjest operatorem liniowym i z warunkie

nie wyprowadza poza normowanie otrzymujetgyjest samospezony (hermitowski).

Z liniowoscia rownania ruchu waize sk zasada superpozycji:sjedwa stany g rozwigzaniem
réwnania ruchu, to ich liniowa kombinacja tak

Ewolucja wg rownania Schrodingera jest unitagwolucp (tez wynika to z liniowdci i
hermitowskdci hamiltonianu), tj.

% tzn. nieoddziatujcego z innymi uktadami
“ przestrzé metryczna jest zupetnasjewszystkie cigi Cauchy’ego (wg metryki -- normyhgbiezne
® zbi6r g:sty to taki, ktérego domketie jest cat przestrzeni
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i dla hamiltonianu niezaiego od czasu
U (t) - e—iH’t/h ]

Zatem dla ewolucji kwantowej zamkiego uktadu mamy spetnigreasad determinizmu:
hamiltonian jednoznacznie okta przyszidc (i przesziéc¢) uktadu kwantowego, §# zadany
jest stan w chwili poctkowej. Oznacza to jednoznaczthdrajektorii uktadu w przestrzeni
Hilbert?®. Ten determinizm jest podstavkwantowej informatyki, gdiy podobnie jak w
przypadku klasycznym, pozwala na planowanie d&reego zachowania uktadu kwantowego
(wg programu).

W mechanice kwantowej zawarty jest jednaébgki niedeterminizm zwgzany z pomiarem.
Ewolucja unitarna zostaje wéwczas zaktdcona w mieprdywalny i nieodwracalny sposéb.
Bezpowrotnie tracona jest wtedy informacja kwantowaa przynajmniej jej cg¢. Bez
pomiaru nie jestany jednak w stanie dowiedZiesi¢ niczego o kwantowym ukfadzie. Moa
tu postawt pytanie, kto dokonuje pomiaru. W odpowiedzi zma podd, obserwator za
pomoa klasycznego, makroskopowego przyda (bo innego nie mégtby odczyda Zatem
pomiar tak rozumiany wymaga trzech sktadnikow: ditakwantowego, ktory dulzie
mierzony, klasycznego przydu pomiarowego, ktéry na skutek oddziatywania zapis/
sobie wynik pomiaru w makroskopowy sposob i z olvaéora rejestraicego wynik (nie jest
jasne, czy obserwatorem e by maszyna klasyczna i czy ten trzeci skladnik jest
niezkedny, jednake rozwhzania informatyki klasycznej korzyssaw petni z obecndi
obserwatora).

ewolucja unitarna - -
/ dalsza ewolucja unitarng

X

|(0))

pomiar — redukcja f. falowej

Rys.1. Schematyczne przedstawienie ewolucji $t@antowego w przestrzeni Hilberta:
unitarna ewolucja i rzutowanie von Neumanna

® nie ma jednak trajektorii w przestrzeni fazowe;j
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3. Pomiar w mechanice kwantowe]

Wielkosci mierzalne nazywamy obserwablami i odpowiadajn liniowe operatory
hermitowskie. Ich widmo (wartgsi wtasne) jest rzeczywiste — wastd wiasne g zatem
dobrym kandydatem na wynik pomiaru (ktéry klasyezmiusi by wyrazony jako liczba
rzeczywista).

Dla operatoréw hermitowskich w przestrzeni Hilbespeetnione jest twierdzenie spektralne

A=>"aP,
gdzie a, jestn-ta wartccia wtasry (rzeczywisy w przypadku operatora hermitowskiego)

operatora A. Operator P, jest operatorem rzutowania na podprzestrzetasm

odpowiadajca n-tej wartagci wilasnej (w przypadku braku degeneracji jest roitrna
pojedynczy kierunekn-tego wektora wlasnego). Operator rzutowania paesiadasngci
nilpotentngci i hermitowskoweci

Dla operatorow ograniczonych jest to proste uogdli@ algebry liniowej w skixzenie
wielowymiarowym przypadku. Natomiast dla operatordvieograniczonych wyspuja
dodatkowe subtelrci, ktore jednak nie majistotnego znaczenia w obszarze informatyki
kwantowej. Warto doda ze operator réniczkowania jest operatorem nieograniczonym, co
pociaga za sob t¢ wlkasna¢ dla operatoréw ¢u i energii kinetycznej (wyeajacych se
przez gradient).

W wyniku pomiaru nagpuje redukcja funkcji falowej do przestrzeni rzugwjest to tzw.
kolaps von Neumaniaprzy czym wybor operatora rzutu (podprzestrzeaikton nastpuje
rzutowanie) jest zupetnie przypadkowy. Odtome jest tylko prawdopodohistwo tego
wyboru, a mianowicie,

—_ 2 ~ 4~ —_
PIW)[ =(W[R'B| W) =(W|R|W).

Pn =

W wyniku pomiaru uzyskuje siwynik a,z prawdopodobigstwem p,, natomiast funkcja

falowa | W >redukuje si (kolapsuje) do funkgji <w|?,||t>> B

Jeili szybko (natychmiastowo) powtér&ypomiar tej samej wiellkei, to kolaps ja nie
nastpi, gdyz z prawdopodobigstwem jeden okgbony jest juz wynik takiego pomiaru.
Zatem cagty pomiar utrzymuje uktad kwantowy w jednym starieatrzymana jest ewolucja
kwantowa (mowimy wtedy o kwantowym efekcie Zenona)
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Ewolucja uktadu kwantowego sktada gatem z elementéw deterministycznych, gdy odbywa
on dynamik jako uktad zamkrty zgodnie z réwnaniem Sdittingera,

|w(t)) = ™" w(0)),

gdy Hamiltonian nie zalat jawnie od czasu. Gdy Hamiltonian zglejawnie od czasu
mozemy opiséa ewolucg przy pomocy zigenia (scatkowania) unitarnych operatorow
ewolucji w czasialt. Zgodnie z rownaniem Sdfdingera,

) =1 Al | ),

czyli

| W(t+dt)) =U(t, dt) w(t)),

gdzieU(t,dt) = [1—'% H (t)dtj, U*U =UU" =1, z doktadnécia do liniowych cztonéw wdt.

Zawsze jest to jednoznaczna unitarna ewolucja zatdgo uktadu. J# jednak chcemy
dowiedzié€ si¢ 0 istnieniu i stanie tego uktadu, musimy dokémpamiaru jakie§ wielkosci.
Wodéwczas nagpuje kolaps (redukcja) funkcji falowej do wektoréasnego (z podprzestrzeni
wiasnej). Ta redukcja gubi nieodwracalnie i zupeliisowo informaegj kwantows (chybaze
stan byt akurat wiasny dla operatora mierzonej ko).

Wybor kierunku rzutowania (podprzestrzeni wiasnejfunkcji wtasnej) jest zupetnie
przypadkowy, podane jest tylko prawdopoddbig/o tego wyboru — zawarte jest ono w
danym stanie w danym momencie poprzez kwadraty madwspotczynnikOw rozwinicia
tego stanu w tym momencie na bazie wektoréw widsmoperatora wielkai mierzonej (co

jest tazsame zp, = I5n|LIJ>H2 = (WR'RJW) = (W[R|W)).

Rzutowanie to (redukcja w wyniku pomiaru) jest mgEministycznym elementem
kwantowej ewolucji, jednak j(w momencie pomiaru) niezamktego uktadu. Kwantowy
pomiar oznacza bowiem weje w oddziatywanie z przysdem i tego oddziatywania nie
mozna uczyné dowolnie matym (jak przy pomiarach klasycznych lkigci’). Jakiekolwiek
zatem oddziatywanie golace istof pomiaru uktadu kwantowego zaburzy stan mierzonego
uktadu i w czasie gdy uktad ten oddziatuje z pragiem nie jest jg zamknety. Nic wiec
dziwnego, ze jego unitarna ewolucja jako zaméeigo uktadu jest w tym momencie
przerwana.

Po pomiarze i wycofywaniu przygdu uktad znowu podejmuje swopunitarra ewolucg,
jednak ju z innym warunkiem poatkowym, a mianowicie startuje teraz ze stanu wrjaki

" to jest zasadniczamdica midzy klasycznym a kwantowym pomiarem — w klasyczmyaypadku
oddziatywanie w czasie pomiaru ama uczyné dowolnie matym, tzn. nie zaburza ono mierzonejkai&ci; w
przypadku kwantowym jest to nierdiwe
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znalazt st w wyniku pomiaru. Startuje z przypadkowo wybraneganu wlasnego operatora
mierzonej wielkéci. W ogélnym przypadku informacja kwantowa w senginkcji falowej
uktadu przed pomiarem zostata zatem stracona (pjaymej w duym stopniu). Ewolug
kwantowy z obiema jej aspektami maga przedstawina rysunku 1.

3.1. Pomiar w sensie von Neumanna — superwybdurka

Zatozmy, ze dwa stan;{l), |2> s dwoma wektorami wkasnymi pewnej obserwalli ktorej
operator hermitowski zadany jest przaz®, tzn.

A1) = A|1) oraz A2) = A,[2).

Wtedy stan (superpozycja koherentn&)) = ¢|1)+c,|2), |q|2 +|cz|2 =1, gdziec, OC, C
oznacza liczby zespolone (v wybra
c, =x¢C, =v1-x%¢?, x,¢0R, x0O[0]1], ¢0[02m)), okrela dowolny stan czysty z
dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta rozf®j na stanack), |2) .

W wyniku pomiaru na stanj&’) =c|1)+c,|2) wielkosci A, z prawdopodobiestwem
2

e =x

prawdopodobigstwem |(:2|2 =1-x* otrzymujemy wynikA,, a stan| LP} przechodzi w stan

2).

Stan czysty W) = ¢,|1) +¢,|2) mazna zapiséa przy pomocy macierzyegtoici:

> otrzymujemy wynik A i zamiam stanu |¥) w stan |1), oraz z

P = WY = a1+ )2 1+, (2)

= X7 (1] + 1= X2 e[ 1)(2] + xv1- X7 e[ 2)(1 + [L- x* | 2)(2]

Jest to operator rzutowania na stan czyty (poniewa |W)(W|®) = (¥|d|W))). Macierz
gestasci mazna przepisaw postaci macierzowej,

S x? xy1-x*e™?
xV1-x?e"? 1-x?
Slad macierzy gstcici, Trp =1 (dla kadej macierzy gstcici musi by spetniony ten

warunek), zauwaamy te, ze na diagonali macierzyestosci stop prawdopodobigstwa
wynikéw pomiaru wielkéci A, natomiast pozadiagonalne elementy zawien@nice faz ¢ .

8 zaktadamyze wielkas¢ ta ma tylko dwie wartei wiasne, np. zwrot spinu na wybranym kierunku
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Wyniki pomiaru wielkédci A nie daj zatemzadnej informaciji o tej rinicy faz (r&nicy faz
migdzy C, i C,) decydujcej o koherentnym charakterze superpozycji. Pomiszczy ¢

koherencje, likwidujc w nieodwracalny sposob informacjzawary w réznicy faz
wspotczynnikdw superpozyciji. Moa to zapisamacierzowo:

o= NG xy1-x2e™? =P = x> 0
xyJ1-x%¢e'? 1-x2 ° lo 1-x%)

Strzatka oznacza tutaj pomiar. W jego rezultaciacitrsg informacg zawarg w
niediagonalnych elementach macierzgstgéci. Traci s¢ informacg o r&nicy faz, tzn.
nastpuje zupetnalekoherencja fazowa

W ogélIncgci macierz gstasci danego uktadu (niekoniecznie rozpatrywanegaepymaze
zmieni& si¢ pod wpltywem oddziatywania z innym uktadem @8y rozpatrujemy wynik
oddziatywania z przymem pomiarowym), woéwczas m@gzmienid sie diagonalne
elementy macierzy ¢gtcsci (tzn. zachodZi bedzie dekoherencja amplitudoya lub
niediagonalnedekoherencja fazowyaPomiar jest w naszym przypadku catkawfgmiana do
zera)dekoherengj fazowy.

Zawartg¢ diagonalnych elementéw nie ulega zmianiea-tasbowiem prawdopodohistwa
wynikow pomiaru i dla wielokrotnego powtOrzenia eegamego pomiaru na takim samym
stanie ¢ informacg mazna (tj. wielkaci tych prawdopodobiestw) uzyska.

Jeili teraz przyjrzymy si dokladniej, jak zachodzi znikanie elementéw nigdi@alnych
macierzy gstosci, to poznamy lepiej mechanizm kolapsu funkcjofaéj w wyniku pomiaru.
Przyrad pomiarowy P dokonujicy pomiaru wielkéci A na stanie¥) =c|1) +c,|2), jest
uktadem makroskopowym (tzn. o liczbie stopni swobaozkdu liczby Avogadro). Jest to
konieczny warunek, gaywynik pomiaru ma b§ czytelny dla cztowieka (obserwatora), a ten
rozumie tylko klasyczm informacg. Taka informacja, np. wychylenie jalkieyvskazdéwki
wymaga zmiany pofeenia ogromnej liczby mikrogstek (atoméw), a zatem zmiany stopni
swobody w ildéci rzedu liczby Avogadro, tzn. 16° (w najmniejszej nawet wskazéwce jest
mniej wigcej tyle atomow).

Pomiar to wpisywanie w przygd P informacji o ogromnej iléci czastek o stanie}l} lub

|2> danego mierzonego ukfadu. Wczytywanie tozimee jest na skutek oddziatywania
uktadu z przyradem.

Zatzmy, ze przed pomiarem (gdy przyid P jest oddalony od ukfadu) stan przydm
opisywata jego funkcja falowa |<DO> (funkcja ogromnej iléci zmiennych).
Nieoddziatywujcy przyrad P i nasz uktadu tworza razem wgkszy uktad, ktory przed
pomiarem jest w stanie czystym,

Qo) =|¥) D[ ®y).
Macierz gstasci uktaduu maozna wyrazé jako slad po stanach przygdu z petnej macierzy
gestasci,
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- [ @ o) x1-xee™ (@] o)
p=T PQQO><QO|)_[Xﬁei¢<¢O|¢O> (1—X2)<CDO|CDO>

gdzie catka(®,|®,)zjawita sk w wyniku wzkcia sladu po stanach przyadu P . Wobec
unormowania<d>0|¢o> =1, czyli rzeczywdcie mamy nasgwyjsciowa macierz gstasci.

Jeili stan uktaduu bytby |1> , to z cad pewndcia otrzymalibymy po pomiarze ten sam stan
(bo w takim przypadkux = 1), podobnie gdyby statJ byt |2> to po pomiarze stan#e
pozostatby niezmieniony. W pierwszym przypadku spapnyrzadu P po pomiarze byiby
|®,), aw drugim przypadkili®, ), przy czym obie te funkcje falowe przydu musa byé
rozne w makroskopowy sposob (tznznia sie na makroskopowej liczbie zmiennychedm
liczby Avogadro) — to w tych funkcjach jest zapiaanformacja odpowiednio o stan|i§ [

|2> uktaduu .
Czyli mozna napisé,

9 8]®0) =1 0[ @),
[2)0|®)=[2)0]®,).

Jeili pomiaru dokonujemy na stanj&’) = c,|1) +c,|2) uktaduu , to mazemy zapisé,

Q, = (c|1) +¢,|2))0|®,) = c|) O] d,) +¢,[2) O]d,) = Q,

(strzatka oznacza pomiar, po pomiarze znowu pagiyznajduje si dalej od uktadu, ale ma
juz zapisaa w sobie informagj). Widat, ze przed pomiarem zaréwno przyuzjak i uktad
byly w swoich stanach czystych. Po pomiarze gierse w stanach czystych, chaciazem

tworza stan czystyQ, ) catego uktadJ +P.

W tym stanie uktady jest trock w stanie|1), a trock w stanie|2) , natomiast przyerl jest

troche w stanie|d>1>, a trocky w stanie|d>2>. Jest to nieseparowalny element iloczynu
tensorowego, inaczej moad stan spitany uktadu i przyradu.

tatwo jednak napisamacierz gstoici catego uktadul + P, tj. |Q,)}(Q,|, i biorac $lad po
stanach przyrgu okréli¢ mozna posta macierzy gstasci dla uktadu po pomiarze, tj.,

X(®,|®,) xV1-xe" (D, |®,)
W= (o, |0,)  [1-xfo,|,) )

Tro|Q,)(Q, | =
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Funkcje |®,) i |®,) sa unormowane, zaten{®, |®,)=1. Natomiast o catce(®,|®,)

mozemy wnioskowa tylko na podstawie ddicy miedzy obiema funkcjami na
makroskopowej liczbie stopni swobody. &urek argumentowat w swojej stynnej pracy o
superwyborzeze catka ta jest cadkwielokrotrs 0 krotngci rzedu liczby Avogadro i w
podobnej ildci przypadkdéw dotyczy rnej zalenosci funkcyjnej obu funkcji. Jéi w tych
roznych przypadkach kala catka daje tylko nieznacznie mnigjsd 1 wartgc, to cata catka
jest réwna 0, wobec przemienia przez siebie ogromnej liczby nawet niewieldéejsaych
od jedndci czynnikéw.

W ten sposob znikajniediagonalne elementy macierzgstpci i w istocie otrzymujemy
macierz gstaosci po pomiarze zgodnie ze schematem von Neumaagh, ¢

5, = x> 0
lo 1-x*)
Warto dodé, ze ten opis pomiaru pozwala na piieelzenie go zgodnie z zasadami dynamiki

kwantowej — funkcja stanu catego uktadut+ P przechodzi bowiem swoja unitarewolucg
(z calym Hamiltonianem zataym wprawdzie od czasu, gdyobserwator przysuwa, a

nastpnie odsuwa przyeg, czyli whcza i wyhcza oddziatywanié) i P) od stanyQ,) do
stanu|Q,). To wyjasnia w pewnym stopniu pozornie sztuczny i dodatkawgtosunku do
unitarnej dynamiki charaktensatzu von Neumanna

Znikanie elementéw pozadiagonalnych w macierggt@ci zachodzi w rzeczywistoi w
ciagu skaiczonego czasu zwdanego z dynamik pomiaru, tzn. z zammym od czasu
oddziatywaniem nwgdzy ukltadem i przyrmem, pozwalaicym na dopitywanie do uktadu
coraz to nowych stopni swobody przyuiz, & ich liczba osignie makroskopow wielkosé¢
(pozwalajca na makroskopowe odrdienie wpisanych w przysgl informacji o mierzonym
ukladzie). Proces ten zachodzi jednak bardzo szykoszczegolngci, np. dla stanow

koherentnych oscylatora, m®by¢ opisany czynnikiem czasowym typr* = 4)).

4. Macierz gestosci

Jesli uktad A jest w stanie czystyrfw> OH , to maena wprowadzi operator rzutowania na
ten stan i nazwago macierz gestasci:

Dla dowolnej obserwabli M w uktadzie A mamy wtedy:
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(M) =(wM|w) =Tr(Mp).

Rzeczywicie, Tr oznacza wziie sladu z operatora w jego macierzowej postaci (nlezya
on od wyboru bazy) i przy danej bazie ON (ortondmag w H np. {||>} mamy

Tr(A)= 3 i[Ai)

Dla A= Mp mamy zateni

Tr(Mp)= 3 (iIMati) = 41 M[ W) w[i) = S W[i)i[M[ W) = (W[M|w).

Zapisy stanu czystego w postaci operatora rzutuemastan, czyli w postaci macierzy
gestasci, i w postaci funkcji falowej,sszatem w petni ekwiwalentne (dae samérednie dla
dowolnych obserwabli).

Macierz gstasci mozna jednak wprowadéiogdlniej, tzn. nie tylko dla stanéw czystych
uktadu A, wtedy nie &dzie ona operatorem rzutu na fakian (bo uktad A nie jest wtedy w
okreslonym stanie czystym).

Taka sytuacg mamy gdy uktad A oddziatuje z uktadem B i razenorzy zamknéty ukiad
A+B, ktory jako calé¢ jest juz w stanie czystym,

W) ,OH,OH,.
Wspolna macierzeggtasci uktadu A+B dla tego stanu jest réwna:
pAB = | LIJ>AB AB<LIJ| )

W przestrzeniach Hilbertti,,, H, wybieramy bazy ON|i),}, {|r).},
Wtedy|W) _ =>"a,|i), O|r),, zgodnie z definicja iloczynu tensorowego obu ptzent’.

Jasneze |, |2 =1, gdyz funkcja| W), . OH, O H, jest unormowana.

® Te réwnas¢ mazna sprawdzi rozpisupc w bazie{|i>} macierz gstosci, 0 = | W><W| = Zci Cj* | |><j | .

oy T} 3. ) = 6991 = S M) = S 10

ale take <LIJ|M|LIJ> ZZCjci*<i|l\ﬁ| j>
i

10 J&li tworzymy iloczyn tensorowy dwéch przestrzenithéirta H A OH g, to baa tej przestrzeni jest
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J&ili z macierzy gstdsci dla petnego uktadu A+B @oacego w stanie czystym) widi teraz
slad po uktadzie B, to otrzymamy maciergstpici dla uktadu A oddziatacego z B (i przez
to nie lpdacego w stanie czystym). Mianowicfe

Pa =TlePrg = Z B<r|'aAB|r>B = _Zai,paj,s* B<r| p>BB<S|r>B|i>AA<j | = Zai,rai,r*

r ri,j,p,s ij,r

1) ualil
Mamy zatem dwie sytuacje odimie macierzy gstosci stanu A. Dla stanu czystego uktadu A
IDA = | LIJ>AA<qJ| = Zcici*|i>AA<j |
1]

i dla stanu ukladu Adalacego czscia ztozonego uktadu A+B (nie jest to stan czysty uktadu
A)

D aalll

ﬁA :TrBﬁAB = Zai,raj,r*

ij.r

Rdéznica polega tu na dodatkowym indeksiesumowaniu po nim w przypadku stanu ukfadu
bedacego cezscia uktadu A+B. W pierwszym przypadku macierzstpici jest operatorem
rzutowania, w drugim nie.

W obu przypadkach macierzgjcsci posiada jednak trzy wiasém:

e jest operatorem hermitowskim,
e jest operatorem dodatnio oklenym,
» $lad macierzy gstaici jest rowny 1.

Te ogl6lne whasnii dowolnej macierzy gstosci mazna sprawdzi w obu wymienionych
wyzej przypadkach. W obydwu manyy,” = p, bezpdrednio z powyszych wyraen (np. w
drugim przypadku

P =>a, a;,|i), i| = Pa, co dowodzi hermitowskai macierzy gstaici.).

ij,r

Druga wtasné oznaczae = (W[pa|W), 20, wynika to z faktuze

zbior |i>A 0 |r>B. Gdy wymiary obu przestrzeni skaiczone n i m, to wymiar ich iloczynu tensorowegd jes
nm.
M zapisie tensorowym moa zmienié kolejnas¢ czynnikéw, tzn.,|i>A U |I’>B mazna utazsame z

|I’>B 0 |i>A, tak jak przy zwyktym mnzeniu
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A<‘“|f)A|“’>A:A<”’I(Z@,raj,f|i>AA<i IJI‘% = H(W), E

],r

Ostatng wlasng¢ mazna bezpérednio sprawdzi w obu powyszych przypadkach, np. w
drugim:

Tra P, = Z <k|(2alr ”*|i>AA<j|]|k>A:Z|ak'r|2:1, z  unormowania  funkgji
k,r

i,j,r

|W) ., OH, OHg (lub funkcji |W), OH ,, w pierwszym przypadku).

Z powyzszych trzech wiasoi macierzy gstcsci wynika, ze operator ten nmma
zdiagonalizowé przez odpowiedni wybér bazy w przestrzeni Hilbeka (wynika to z
hermitowskdci macierzy gstdici), przy czym wartéci wtasne tego operatora ezeczywiste
(jak kazdego operatora hermitowskiego), oraz nieujemnewgnoika z drugiej wiasndi).

Slad tego operatora jest zawsze 1 i nie zal® od reprezentacii (tj. od wyboru bazy).cwi
suma wartéci wkasnych (st@j one na diagonali w reprezentacji diagonalnej)jiéatna 1.

Czyli istnieje taka baza Wi, {|®,),}, ze

Pa :Z pi|¢i>AA<cDi |'
gdzieO< p, <1, orazz p, =1 (sa tymi wartcgciami wtasnymi).

W przypadku stanu czystego, = | W}AA<LIJ| , jest tylko jedna wartg witasna rana od zera,

réwna 1, i wtedy macierzegtasci jest operatorem rzutowania na ten stan czysigdukA. W
0golnym przypadku, zgodnie z po#sza formula macierz gstasci jest sum (liniowa
kombinacyj o dodatnich wspdtczynnikach) operatorow rzutowamsaortogonalne wektory
wiasne (taka suma nie jestjaperatorem rzutowarid.

W tym ogdllnym przypadku, gdy macierzsgosci nie jest operatorem rzutowania, tzn. gdy
uklad A nie jest w stanie czystym, moéwimye jest on w stanie mieszanym (z
prawdopodobigstwem p, jest on w stanie}CDi>A. Chocia sam ukiad A nie jest w stanie
czystym (a w stanie mieszanym), caty uktad A+B jestanie czystym. Mieszanie wynikto z

oddziatywania uktadéw A i B i oznacza ich kwantovkarelacg, ktora nazywamy
kwantowym spdtaniem.

12 gperator rzutowania spetnia warunB® = P ,astadTr (ISZ) =Tr (If’); dla macierzy gstasci w 0golnej
postaci 0, = z p, | P, >A A<<Di |ten warunek nie jest spetniony, gdy

( ) z P, ?<1= Tr( ) czyli dla macierzy estasci dla stanu mieszanego”® # p.
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Warto zauway¢, ze dla macierzy gptasci uktadu A w stanie mieszanym,

/aA :TrBIDAB = Zai,rajvf*|i>A A<j | !

ij.r

dla dowolnego operatora obserwabli M w uktadziek#rej operator jest rbwny , mamy
rownas¢ <M A>=AB<L|J|M A0 [W) :TrA(M A,aA), co uzasadnia sensovééavprowadzenia
macierzy gstasci dla stanu mieszanego (w analogii do maciexst@ci dla stanu czystego).

5. Reprezentacja Schmidta i liczba Schmidta, stany sgiane

Na podstawie trzech wgj wymienionych wiasnei kazdej macierzy gstasci mozemy
zawsze zatpy¢, ze w przypadku stanu mieszanego dla uktadugdatego czscia uktadu
A+B, mazemy wybra& baz; w przestrzeni Hilbertdd , taka, w ktérej macierz gstasci uktadu
A jest diagonalna, tj.,

ﬁA :Zpi|i>AA<i|-

Mozemy teraz zapisaakze funkcg falowa stanu czystego uktadu A+Bzywajac tej bazy w
przestrzeni Hilberta uktadu A, tj.,

)0 = 20,00, 01, =300, 5[ S, | =, 01T,

gdzie ‘i~>B =>a,|r),. Wektory te nie $ baz w Hg, w przeciwigstwie do{|r >g}.
i

Okazuje st jednak,ze wektory{‘ >B}Sq ortogonalne (ale nie unormowane).

W reprezentacji diagonalnej W, mamy bowiem:

B = 2 ) =T )= 2 S0 0, 710,01
czyli

Pa=2, AT|T) Ji)auCil-

i
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Z poréwnania obu powgzych wierszy wynika,ze B<ﬂi~>8 = piéi,j, co dowodzi
ortogonalnéci wektorév\)l‘T>B}. Mozna je unormowai w ten sposéb wprowadzbaz ON

w Hg w postaci wektorow,
1), =Rl
tylko dla niezerowychp;, .

W tej bazie mena zapisa funkcje falowa stanu czystego uktadu A+B w postaci
=¥ 7li), 0

przy czym obie bazy w przestrzeniach dla uktadu B, itj. w H, i w H; 531 ON. § one

jednak wybrane dla konkretnego stanu catego ukfiadp. dla dwoch ranych standéw
czystych uktadu A+B nie istnieje z reguty wspoélnegustawienie jak wiej (dla kadego z
osobna istnieje, ale w zdych bazach). Powgze przedstawienie stanu czystego uktadu
ztozonego z dwoch poduktadow nazywamy reprezeatachmidta.

Korzystapc z tej reprezentacji mamy maciergstgci dla stanu mieszanego uktadu A w
postaci diagonalnej,

'aA =Tr Q >ABAB< |) zpl| >AA< |
ale take i diagonala post& macierzy gstcsci dla uktadu B, tzn.,

Po =T (W) 10, W)= X P11

W tej reprezentacji (przy takim wyborze baz w obuestrzeniach, jak w reprezentacji
Schmidta) obie macierzezgicici ;3 zatem diagonalne i co istothe maja takie sameogart

wiasne (jest ich tyle samo, choziwymiaryH,i H; mog by¢ rozne, wtedy obie macierze
gestasci réznia sic stopniem degeneracji wastd wiasnej rownej zeru).

Dalszy wniosek z powszej reprezentacji jest takie obie macierze ¢gtasci p, 1 0Op
jednoznacznie wyznaczajunkcje |W >,;, pod warunkiemze nie ma zdegenerowanych,
innych niz zero, wartéci wiasnych. Wystarczy bowiem zdiagonalizaweabie macierze
gestasci o, 1 pPg 1 wektory wilasne odpowiadgie tym samym wartgiom witasnym

zestawt w postaci|W) Z\/FI i), O]i") - J&li kidras z niezerowych wartai wiasnych

jest zdegenerowana, to nie ma jednoznaczrﬂn:i, bo mana rozmaicie zestawifunkcje z
odpowiednich podprzestrzeni wiasnych.
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Mozna doda jeszcze uwag ze przy zestawianiu reprezentacji Schmidta nie maodiwosci
przyjmowania faz funkcji z obu baz (za wi§fiem maliwych przeciwnych lub zerowych dla
par odpowiadacych tej samej wartci wkasnej, co wynika z zapisu reprezentacji Scha)id

Liczbg niezerowych (wspdlnych) wada wiasnych macierzyegtosci o, i Oy nazywamy
liczba Schmidta. 3& liczba Schmidta jest wksza od 1 to starhW)AB nazywamy stanem

splatanym (wobec jednakowych wasth wiasnych obu uktadow niemy powiedzié, ze oba
uktady s sphtane ze sabw takim samym stopniu). W przeciwnym przypadku j@sstan
niesphtany, czyli separowalny (tzn. moa go przedstawiw postaci iloczynu tensorowego
dwdch stanéw czystych obu uktadow.

Liczby Schmidta nie mma zwkkszy¢ przez lokalne operacje tylko na jednym z uktaddw.
Spltanie (czyli stan mieszany) obu ukladéw powstajdaeanie na skutek oddziatywania

obu podukfadéw. Liczp Schmidta mena jednak zmniejsZyprzez operacje lokalne na

jednym z poduktadow.

Splatanie kwantowe jest zatem zjawiskiem nielokalnynmypowo kwantowym (nie ma
klasycznego odpowiednika — jest aw@ane z algelarprzestrzeni Hilberta).

6. Geometryczne wiasn&ci macierzy gstosci
Macierz gstosci ma nasgpujace wkasnéci

e p" = p (hermitowski operator),
0 A<L|J|,Z)| W}A >0 (nieujemnécé),

J&ili operator liniowy spetnia te wtasid, to jest on macieszgestasci dla uktadu A.

W skaiczenie wielo-wymiarowej przestrzeni Hilberta,. mpwymiarowej, operatory liniowe
przedstawdi mazna jako macierzenxn o statych wyrazach (zespolonych). Zbiér macierzy
gestasci jest wtedy podzbiorem zespolonych macienzyn.

J&li p, i p, sa macierzami gstasci to wypukta kombinacja liniow&

p=Ap, +1-N)p, 0<A<1AOR

13 linowa wypukta kombinacja dwéch punktéw w przestizliniowej jest punktem z odcinkaczacego te dwa
punkty
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jest t&z maciera gestasci. Rzeczywicie, przez bezpmednie sprawdzenie przekanaic
mozna, ze taka kombinacja spetnia wgj wymienione wtasniei macierzy gstasci. Oznacza
to, ze zbiér macierzy gptaici jest zbiorem wypuklym w zbiorze wszystkich opgeréaw
liniowych (zawiera wszystkie punkty odcinkdwckacych dowolne dwa punkty tego zbioru).

Mozna zatem zapyéa czym ré&nia Sic macierze gstasci z wretrza zbioru (wypuktego)
wszystkich macierzy gptasci danego uktadu od macierzysgoici z brzegu tego zbioru.
tatwo zauway¢, ze na brzegu zbioru macierzyesyasci (w przypadkun wymiarowej
przestrzeni Hilberta) la takie macierze gptcsci, ktore maj co najmniej jeda zerows
wartas¢ wihasry (sa one na granicy mdzy dodatnimi i ujemnymi warkgiami wiasnymi i
wobec wihasnéci nieujemndéci macierzy gstasci, leza one na granicy zbioru macierzy
gestasci). W szczegdlnym przypadku, gdy wszystkie (zaatkjgm jednef*) wartdici wtasne
macierzy @stosci sa rébwne zero — wtedy macierzegjosci odpowiada operatorowi
rzutowania na jeden stan, czyli jest macieggstasci stanu czystego, réwnigaka macierz
lezy na brzegu zbioru macierzyesjcici i dodatkowo jest jego punktem ekstremaldym
Oznacza toze stan czysty (jego macierzsgosci) nie maze by przedstawiona jako wypukia
kombinacja innych macierzysgtacsci; rzeczywicie, gdyby

p=|W)W|=1p,+(@1-A)p, to dladowolnego stan{d|, ortogonalnego d¢¥| mamy

(@]9 @) =0=A(®|p,|®) + L~ A)(®|p,|P), i wobec nieujemni wszystkich macierzy
gestasci mamy(®|p,|®) =0, i =12, awobec dowolrii (®|, otrzymujemyp, = p, = p.

Stany czyste swigc ekstremalne i odwrotnie stany ekstremalaesnami czystymi. W
przypadku dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta (jai dubitu) wszystkie stany brzegowe s
ekstremalne (bo tylko jedna wastowtasna mae by zero w tym przypadku), co nie jest
jednak prawd w wigcej wymiarowych przypadkach. Stany mieszane nie $ewndcia
punktami ekstremalnymi, bo ich przedstawienie w tgdsdiagonalnej jest przyktadem
rozktadu wypukiego na inne macierzestpici. Stany mieszane medy¢ zatem punktami
wewnrgtrznymi wypuktego zbioru wszystkich macierzysgsci danego uktadu lub punktami
brzegowymi, ale nie ekstremalnymi (w przypadkgaeej niz dwuwymiarowym).

Dla stanu mieszanego macierzsgsci moze by zatem przedstawiona jako wypukia
kombinacja dwoch innych macierzygsgosci (w szczegoélngi standw czystych — punktow
ekstremalnych). Przedstawienie to nie jest jednczma Kade takie przedstawienie riva
traktowa jako r&ne przygotowanie macierzyegiaici — jest ono jednak nierozpoznawalne
przy pomocy pomiaréw, poniewaniezalenie od sposobu przygotowania danej macierzy
gestasci mamy dla dowolnej obserwabli M:

(M) =tr,(aM) = Atr,(2,M) + (1= A)tr,(2,M)

1 wtedy ta jedna ward wiasna musi by 1, wobec wiasn@i sladu macierzy ¢stoici

'3 punkt ekstremalny zbioru wypuktego to taki purddé brzegu, ktéry nie me by przedstawiony jako
wypukta kombinacja innych punktéw tego zbioru; fdizaglem punktéw ekstremalnych wierzchotki
wieloscianéw wypuktych, lub punkty z powierzchni kuli
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i wynik nie zaley od wypukilego przedstawienia. Dla standw mieszanyamy zatem wiele
mozliwych przygotowa macierzy gstosci (nieskaiczenie wiele), ktérych jednak nie
mozemy zidentyfikowd pomiarami. Stan czysty, jako punkt ekstremalny dopuszcza
zadnych ranych przygotowa tego stanu. Ta ukryta niejednoznacgndniedos¢pna
pomiarami) dla stanéw mieszanych jest kale@ptotm cechy kwantowej informacji zawarte;
w stanach mieszanych danego uktadu i nie posieglajasycznego odpowiednika

7. Zbior wypukly macierzy gestosci qubitu (sfera Blocha)

Najprostszym ukfadem kwantowym jest qubit, dla &g przestrae Hilberta jest
dwuwymiarowa. Operatory linioweaswiec zespolonymi macierzam@x2 (w ogoélnym
przypadku zadanymi przez 8 rzeczywistych paramgtré

Natozenie warunku hermitowskoi operatora powoduje ograniczenie rzeczywistych
parametréw takiej macierzy do czterEchViozna zatem wybracztery niezalzne liniowo
macierze hermitowskie i dowolna macierz hermitowske2, bedzie liniowa kombinacy
tych czterech. Wygodnie wyhigest cztery macierze hermitowskie:

R R Y e

trzy ostatnie macierze to macierze Pauliego — skt@dwektora, ktéry jest operatorem spinu
o= (6,,0,,0,). Te macierze  liniowo niezalgne, gdy wyznacznik transformacji

(1 0\(0 1)(0 0)(0 O o re estity od
macierz , , , W wyze| wymienione macierze |es 0d zera.
Yio o/lo oflo 1/l1 o yzel Wy Jestty

Macierze Pauliego asbezladowe, wec hermitowska macierz z&éladem jeden (jak dla
macierzy gstasci) musi mie€ postd:

,5:%(1+I5B§):1[

1+P, P -iP,
2

P +iP, 1-P,

18 Klasyczny bit probabilistyczny nie by przygotowany tylko w jeden sposéb (0 z prawdopéeletiwem p i

1 z prawdopodobiestwem 1-p). Podobnie rozkiad prawdopodabieia n elementowy jest tad jednoznaczny
tji., dopuszcza tylko jedno przedstawienie przy poyn@rawdopodobigstw poszczegolnych elementéw
rozktadu — jest to te wypukta kombinacja liniowa standéw pojedynczychnaedmtow. Takie jednoznaczne
przedstawienia przy pomocy oklenych stanéw tworz rOwniez bryle wypukla — sympleks, ktérego
wierzchotkami g te stany. Wswietle tej uwagi, zbiér wypuklty macierzyestaici nie mae by sympleksem.

" Hermitowskie sprgzenie dla macierzy oznacza transponowanie i zespapnzzenie, wic hermitowskeéé
oznacza rowni:

a+ib c+id a-ib e-if ibeheo - | )
. . = . . y = = , - , - — , t t t t
e+if g+ih) \c-id g-ih) " e=c pozostaj zatem tylko cztery

niezalene parametry rzeczywiste
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gdzie P = (P,,P,,P,) jest rzeczywistym wektorem.

Warunek nieujemni@i macierzy gstasci narzuca dodatkowe ograniczenie. W przypadku
macierzy 2x2, sytuacja jest prosta, gdywarunek nieujemri@i macierzy gstacsci
(rownowany z nieujemnécia jej wartagsci wkasnych), w przypadku tylko dwoch wastd
wtasnych A, , A,, sprowadza gido warunkuA,A, 20 (gdyz réwnoczénie dla macierzy
gestasci  tro,p=A, +A, =1). lloczyn wartdci wilasnych macierzy réwny jest jej
wyznacznikowi. Wobec przedstawienia macierzyestgci jak  wyzej, mamy
det,b=%(1— P?), czyli warunekdetp>0 - 0<P?<1. Oznacza toze zbiér macierzy

gestasci qubitu jest izomorficzny z kaljednostkowy (w tym kontekcie jest ona nazywana
kula Blocha).

Zgodnie z ogoélnymi wiasrsgiami zbiorow (wypuklych) macierzyegtasci, wnetrze sfery
(kuli) Blocha stanowg stany mieszane, natomiast powierzchnia tej kédirég to stany czyste.

Jesli rozwazy¢ dowolny punkt z powierzchni kuli Blocha, to odpada on wektorowi
|5pow = (sin®cosg,sinO@sing,cos@) we wspoétrzdnych sferycznych® 0 [0, 2], ¢ 0O [0,2n)
). Wtedy macierz gstaici,

I

p=>(1+

N

~_1({1+cos® sinGe™’

oo 0) = 5| = W)
2\ sin@e? 1-cosO

gdzie stan czysty qubitti(co mana sprawdzi bezpdrednim prostym rachunkiety),

W)= cos%e“¢’2|l>+sin%e‘¢’2|2>.

Stany czyste odpowiadayicc powierzchni kuli Blocha i zgodnie z ogélnymi whasciami
wypuktych zbiorbw macierzy ¢gtasci sa punktami ekstremalnymi (dla kuli punkty
ekstremalne te na sferze). Punkty wewtrzne kuli Blocha odpowiadajmacierzom gstasci
dla stan6éw mieszanych qubitu i molgy¢ one przedstawione (w przecivigtwie do punktéw
ekstremalnych) jako wypukie kombinacje innych puadmktkuli (na nieskaczenie wiele
sposobow). W szczegdlém mogy by¢ przedstawione (fena nieskaczenie wiele sposobow)
jako wypukle kombinacje pary punktéw ekstremalnyckoncow cieciwy kuli przechodzcej

przez dany punkt wevetrzny. Punktsrodkowy kuli odpowiada wektorowP, = 0i wtedy
macierz gstosci,

18 stan ten jest okéony z doktadnécia do czynnika fazowege'”
19 stan ten otrzymuje sbezpdrednio w wyniku diagonalizacji macierzp , jest on wektorem wiasnym tej

macierzy dla wartci wlasnej 1
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1.

N |-

[):

Ta macierz gstasci rowniez maze by przedstawiona na nieskezenie wiele sposobdéw jako
wypukta kombinacja punktow ekstremalnych (maciergygstcsci standw czystych),
wyznaczonych przez keoe dowolnejsrednicy kuli. W tym przypadku mamy zawsze
jednakowy udziat obu tych stanéw czystych — méwmwtedy o maksymalnym zmieszaniu
stan6w’. Konce srednicy wyznaczaj par stanéw czystych, ktére po zmieszaniu w
proporcjach %2 tworz maksymalnie zmieszany stan mieszany Ana@o to zrobt¢, czyli
przygotow&, na nieskaczenie wiele sposobow). Stany na przeciwnychckeh srednicy

kuli maja O=7-0 | # = ¢ +n , mana je zatem zapiégako:

W)= cosZe ) +sinZa?2), [ §) = cos 22|l ~sin 22 |2).
2 2 2 2
Przez bezpgednie sprawdzenie tatwoegdirzekona, ze stany| LP) [ ‘LTJ> s ortogonalne.

Jeli np. | W) =|1) E‘T>Z (czyli®@=0,¢=0),t0 ‘@> =-i[2) :‘l>z i wtedy,

p=21=20n), (1[+3]0), (1= 22212

Dla standbw maksymalnie zmieszanych (w przypadkitqu- zesrodka kuli Blocha) mgna
wybrat rozmaite pary wzajemnie ortogonalnych stanéwstyzh (na nieskiczenie wiele
sposobow — w przypadku qubiteda to stany wyznaczone przezrdae rozmaitychsrednic
kuli Blocha), ktérych maksymalne zmieszanie (ij.igsmanie w réwnych proporcjach — w
przypadku qubitu w proporcji ¥%2) da ten stan makdpieazmieszany (w przypadku qubitu

%1)21. Dla innych stanéw mieszanych (nie maksymalniesszanych) jest tylko jedna para

(w przypadku qubitu) wzajemnie ortogonalnych stanézystych, ktorych zmieszanie w
nierbwnych proporcjach daje ten stan mieszany & stany na kacach srednicy
przechodzcej przez punkt wewstrzny kuli Blocha, nie &dacy jej srodkiem).

% Stan maksymalnie zmieszany to stan opisany macigstoici, ktéra ma catkowicie zdegenerowane widmo
wartasci whasnych (wszystkie niezerowe waitd wlkasne g réwne). Taki stan mieszany odpowiada (w
niejednoznaczny spos6b — zgodnie z reprezen@chmidta) sptanym stanom czystym uktadu A+B, ktére
nazywany wtedy maksymalnie stnymi stanami (jest to stuszne dla dowolnejjoMaksymalnie zmieszane

stany osigaja maksimum entropii von NeumannaS=—trA(,©|n ) (uogdlnienie entropii informacyjnej
SchannonaS:—z p; In p;, dla rozktadu prawdopodolfistwa) — maksimum jest agane dla

jednorodnego rozkltadu w obu przypadkach (entrogin Neumanna mima traktowd zatem jako miar
zZmieszania stanu mieszanego opisanego magjestaici, a przez to i sptania stanu czystego catego uktadu.
2L W przypadku wicej wymiarowej przestrzeni macierzsgoici stanu maksymalnie zmieszanego jest postaci

p= li (odpowiada to zmieszaniu standéw czystych w r(’)wr[yu:iporcjachl)
n n
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Stany czyste
(powierzchnia sfery)

Stan maksymalnie
mieszany
(srodek sfery)

Stany mieszane
(wnetrze sfery)

Rys. 2. Sfera Blocha jest kyednostkow w abstrakcyjnej przestrzeni 3D
(tradycyjnie dywa se nazwy sfera)

Kierunek wektoraP mazna identyfikowa z kierunkiem spinu. Jest on tak kierunkiem
wzdtuz ktérego prowadzi mozna srednice, na kicach ktorej lea stany czyste dage po

zmieszaniu dany stan mieszatﬂ/:%(i+ P&). Gdy P jest zero, jak dla maksymalnie

zmieszanego stanu qubitu, kierunek spinusr@dnicy) mana wybré& dowolnie. W
szczegOlnéci istniep zatem 3 wzajemnie prostopadte kierunki spinu: kzyktorymi mana
charakteryzowa zmieszanie (przygotowanie) stanu maksymalnigtapégo w interpretaciji

spinowej, tzn.:

Q)
11
[(=9)
I

115100
Dy, (131,40

1,001 5100

Sa to trzy r&ne przygotowania (zmieszania) prowackz do tego samego stanu mieszanego,
sparod nieskaczenie wielu innych madiwych, odr&niaja sic one jednak interpretacjw

jezyku spinu — tzn. odpowiadgjrzem ortogonalnym kierunkom wektora spinu, ay.eliar}a

[ ‘l> , mazna interpretow&jako rzut spinu na kierunek.

=)
1l

) )
1 I
NIk NP N -
=)
I
NIk NP N -

Stany spitane dwdch qubitow to stany z przestrzeni Hilbettarymiarowej, ktora jest
iloczynem dwodch przestrzeni qubitéw (2-wymiarowyctakie ze nie mana ich separowa
na prosty iloczyn tensorowy stanéw obu qubitéw. Wyniarowej przestrzeni Hilberta pary
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qubitbw mana wybr& baz ztozomna z samych stanéw ganych. Standardowa baza tej
przestrzeni skladagie stanow niesgianych:

[9.010e 12,80 (9,02 |2,0[2)s.

Stany te tworgz bazz ON w H, U H;. Baz t¢ mazna jednak zmieisina dowoln inna baz
(przy pomocy unitarnej transformacji), w szczegétiona baz zlozoma z maksymalnie
splatanych stanow (tj. odpowiadgych maksymalnie zmieszanemu stanowi zaréwno uktadu
A jak i B — wszystkie stany sgihne odpowiadagj temu samemu stanowi zmieszanemu
poduktadu A iB).

Taka baz mozna wybr& w postaci:

\w* _—(|1 0[2), +|2), 0]1),)

)2

v >AB-—(|1 012), -[2),0D5,).
) an =
)

[ox 1y 0JD, +[2), 0[2),)

AB

o ——(I 0D, -[2),812))

Wektory te nazywanegstanami Bellaa baza -baz Bella® Latwo zauwayé, ze baza Bella
ma specjala wtasnd¢ — stany qubitu A wchodzdo wszystkich wektoréw Bella w taki sam
sposob. Oznacza tae mana uzyska wszystkie wektory Bella z jednego z nich (np.
pierwszego) manipula¢ tylko stanami qubitu B, a we przy pomocy tylko lokalnych
operacji na uktadzie B.

Ta wlasné¢ jest scisle kwantowa (wynika ze sghnia kwantowego — czyli w zasadzie z

prostych wiasngci algebraicznych 4-wymiarowej przestrzeni liniojvejnie ma swojego
odpowiednika klasycznego. Ten fakt nosi naaupergstego kodowania.

8. Protokoty kwantowe

8.1. Super geste kodowanie

Z postaci stanow Bella wynikae nastpujace operacje lokalne na qubicie B pozwalaj
otrzyma wszystkie stany Bella z jednego, np.

%2 ortonormalné¢ bazy Bella ména sprawdzi bezpérednim rachunkiem wykorzystg ON bazy standardowe;j
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|1>B:|1>B, |2>B:|2>B (operacjatozsamos@wa) ‘W*>AB:>“P+>AB,

|1>B:>_|1>B’ |2>B:>|2>B (ObrOton) < ‘w+>AB:>‘LIJ_>

)
AB

0, =2),, [2),=]1), (zamiang - \w*>AB:\¢*> ,

AB
|1>B:>—|2>B, |2>B:>|1>B (zamianai obroto77) ‘W*>AB:‘¢‘>AB,

Oznacza to zdwojenie mlbwvosci kodowania informacji w stosunku do klasycznefypa
bitow: 00, 01, 10, 11. W tym przypadku, aby otrzymhawszystkie cztery stany pary

bitow, naley kodowa& obydwa bity. Zauwamy, ze podobn wilasnd¢ ma take baza
standardowa przestrzeniH, OH,, t. baza: [1) O[1),, [2),0[1,, |1,0/2),,

12), 0]2), (takze naley kodowa na obu qubitach).

Wiasna¢ supergstego kodowania zwzana jest zatem ze gfaniem kwantowym.

8.2. Teleportacja kwantowa

Innym przyktadem prostego wykorzystaniaasghia kwantowego jest zjawisko teleportacii
kwantowej. Mana opisé je w nast¢pujacy sposob.

J&sli mamy stan castki A (qubitu A) w postaci:
[#) s =l +cl2),. (e +lc P=1),

I chcemy przesia (teleportowd) ten stan na estke B (qubit B), odlegt od castki A, to
mozemy poshay¢ sie czastka pomocnicza C (qubitem C), w taki sposobe przygotowujemy
par czastek CB w stanie sglanym. Najlepiej w jednym z maksymalnie ggphych stanéw

1 ) , .
. =ﬁ(|1>° 0 |2>B —|2>C 0 |1>B). Mozna to zrobi postugujc

si¢ przyradem pomiarowym realizagym pomiar na parze ggtek (w tym przypadku CB),
tak zorganizowanynye jego operator hermitowski ma przedstawienie spki¢ w postaci
operatoréw rzutowania na cztery stany Bella qubitdw B. Taki pomiar — ortogonalne
rzutowanie na stany Bella — prowadzi do oddzialyiaazastek (qubitow) C i B, w wyniku
ktorego powstaje jeden ze standw Bella. Nie wiaddihiry — mae powsta kazdy z
jednakowym prawdopodohistwem, ale z pewroia ktérys powstanie. Taki pomiar na parze
nieoddziatywugcych castek prowadzi zatem do ich ggania, czyli jest ich oddziatywaniem.
Zaktadajc zatem, ze przygotowakmy pae qubitow C i B w stanie

- 1
[¥7)ee = 75

Bella — np. w stanie ‘W'>

1. 0]2), -|2). OJ1),), caty uklad ABC jest w stanie czystym
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_ 1
[©)asc =18)4 B|¥ 7)o = (@1, +€:[2)0) B = (1) B12), (2 O[D,)=

%{\ W) Ol +c,|2),)+
(w7 O(cl), —c,[2) )+
‘HJ+>AB 0(c,|2), —¢,|D.)+
w7) 02 +c 1)}

Ostatnia rown&t jest oczywistym tegsamda@ciowym zwizkiem wynikajpcym z maliwosci
zapisu tego samego wektora w przestrzeni liniowejtfm przypadku émiowymiarowej
H,OH,; OH.) wroztazeniu na inne wektory (zmiana bazy). Jasne jestyektor

|®) .. =|¢), 0 ‘W‘>CB, maze by przedstawiony w bazie przestrzehi, JH,OH_. 0
postaci:

Oczywiicie wtedy wspotczynnikic, i C, znajdy sig przy qubicie (castce C), ale w wielu
roznych kombinacjach. Mima powiedzié, ze w tym sensie (hadmiarowo) te wspoétczynniki
sa od razu przy cgstce C (chocia wprowadzilsmy je z castka A) — tak samo jak przy
dowolnej innej castce — wynika to z maiwosci zmiany bazy w przestrzeniach Hilberta
wielo-czstkowych (wielo-qubitowych) uktadow.

Jeili uwazaé, ze nie mazadnego oddziatywania mdzy castkami A, B, i C, ani te
oddziatywania otoczenia na te trzyasiki, to mana oddak czastke B (nawet znacznie) od
czastki C, pozostawiag je jednak dalej w stanie gfnym,

) =500 012,12 Of1,).

Nastpnie mana zblizy¢ do siebie castki A i C i dokon& na tej parze ortogonalnego
pomiaru stanéw Bella, tzn. wprowadzch oddziatywanie za geednictwem tego pomiaru.
W wyniku tego pomiaru zostanie wybrany (z rownymavpdopodobigstwem) ktory z
czterech mgliwych stanéw Bella pary AC, ale réwnodmée, wobec powiszego
przedstawienia, zostanie wtedy wybrany stan czystystki B. Na przykiad gdy po

rzutowaniu na stany Bella pary AC znajdzie sha w stanie(qJ‘>AC, castka B kdzie
wtedy z pewnécia w staniec,|2), +c,|1), . Wystarczy wtedy lokalnie na gztce B (odlegtej)
wykona: zamiar stanéw |1 >B i ‘2 >B, by otrzyma ten sam stan, jaki na patku miata

czastka A. Z gory nie wiadomo byto jednak, ktory z vikdw rzutowania na stany Bellagsi
zrealizuje (tu zaleylismy dla przyktadu,ze czwarty) i dopiero po jego zrealizowaniu
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wiadomo co zroldi lokalnie na qubicie B (odlegtym}eby otrzymé pozadany stan, taki jak
wyjsciowy na qubicie A. ¢ informacg, ktéry ze standéw Bella zrealizowaksiv pomiarze

(zupetnie losowo — zgodnieansatzenvon Neumanna), natg przesta do obserwatora przy
qubicie B (Bob), za pomadlasycznych kanatowatznaici (informacje te wyle obserwator

qubitu A, ktéry dokonat pomiaru stanéw Bella nazeaAC - Alice).

Ten fakt koniecznéi przestania dodatkowej informacji klasycznej polwje

» ograniczenie mdkosci teleportacji kwantowej przez qkos¢ swiatta (w kanale
klasycznym), chocia kwantowa informacja znalazta ¢sina castce B
natychmiastowo, ale w nieczytelny dla Boba sposoéb,

» ukfad z informagj klasyczm oznacza co innego, muktad bez tej informacji
klasycznej,

» koniecznd¢ uczestnictwa obserwatora (Boba) i obserwatorac@liw catym
procesie teleportacji.

Pomiar dokonany przez Alice na parze AC powodujéatapie castek A i C, ale
réwnoczénie rozphtanie castek C i B — po tym pomiarze gtka B jest ju w stanie
czystym. Natomiast gatka A jest wtedy w stanie gphnym z C (i para AC nie majuadne]
informacji o wspotczynnikacle, i ¢, -- ta informacja jest juw catdci na B — jest to wynik
rzutowania von Neumanpalest tu spetniona zasada cloning— stan czysty znika z ggtki
A i pojawia st na castce C, nie ma wiec kopiowania stanu kwantowegojegjo przesytanie
(teleportacja).

Schemat teleportacji przedstawiony jest na rysunku:

A (Alice)
0\ +~«_ informacja
\\ klasyczna

SAO0O

stany Bella

< B(Bob)
N

zrédio EPR
sphktane stany > ‘ oApera.cje.
lokalne

Rys.3. Schematyczne przedstawienie procesu tedepdavantowej: do ezgstki 2, spitanej
kwantowo z egstkg 3, doplituje sk, przez pomiar na parze 1-2, gstke 1, wtedy czstka 3
odpltuje sk, a stan z agstki 1 mde by przeniesiony na gstke 3, pod warunkiem
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wykonania odpowiedniego pomiaru na tejstze (skorelowanego z wereej nie znanym
wynikiem pomiaru na parze 1-2).

9. Ewolucja w czasie macierzy ¢stoscCi

Macierz gstasci opisupca stan mieszany (w szczegdlaiotakze czysty) danego ukiadu
odbywa ewolugj czasowa zgodnie z zasadami mechaniki kwantowéjakbkréla unitarna
ewolucg catego uktadu A+B, tzn.

L O|W(),, _
mT =H AB|l4J(t)>AB

J

gdzie H,; =H,+H,; +H,, ., jest hamiltonianem catego uktadu A+B, uwglyliajc

oddziatywanie midzy poduktadami. Z powgzego réwnania wynika ewolucja czasowa
macierzy gstasci podukiadu A, gdy.

Palt) =trg|W() . (PO

Jest jasneze zale@nos¢é czasowa macierzyegtasci poduktadu A hdzie zatem determinowana
zaroéwno przez Hamiltonian uktadu A jak i B, orak mddziatywanie. W ogélnym przypadku
jest to ztaona zalenaos¢, nie dajca st przetazy¢ na proste rownanie dynamiczne w gibe
tylko podukfadu A. W niektérych przypadkach szcaegdch, przy spetnieniu dodatkowych
warunkéw, mana jednak ewolucje macierzggaici wyrazic poprzez charakterystyki tylko
poduktadu A (kdzie to przyblienie) — nie bdzie to jednak ewolucja unitarna, za wiijem
sytuacji gdy nie ma oddziatywania poduktadow A ({Bn. gdyH,, .z =0).

W tym ostatnim przypadku ewolucja macierzysigsci poduktadu A jest unitarna i dajegsi
prosto opiséa

W przypadku braku oddziatywania ¢dzy poduktadami A i B, kaly z podukiadow jest
niezaleny i w kazdym odbywa si unitarna ewolucja stanéw poduktadéw zgodnie zeirsvo
hamiltonianami, tj.

2290 _ 22190 _
=t = Hul®),, h—= = H,l8), -

Réwnania te zadajunitarne ewolucje dla kdego z poduktadow (a€znie dla catego uktadu
A+B) — operatory tych unitarnych ewolucji td,(t)i U,(t)*°, a calego ukltadu A+B

23 gdy hamiltonian nie zaky jawnie od czasu, to operator ewolucji ma podia(t) = e/
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U, (t) =U,(t)OU,(t). Te ewolucje mana zapisaw postaci ewolucji macierzyegtoici®*
(analogicznie jak dla macierzyegjosci stanu czystego). W ogdolnym przypadku macierz
gestasci podukiadu A ma postgw dowolnej bazie przestrzeni Hilberta uktadu A):

ﬁA :lzaika;k|i>AA<j|’

i,j.k

lub w bazie, w ktérej jest ona diagonalna,
P = 2P ar]-

Macierz ta jest wynikiem wzcia sladu po uktadzie B z macierzyegioici stanu czystego

catego uktadu A+B, tj,0, :trB|LIJ>AB AB(LIJ|, gdzie w dowolnych bazach przestrzeni Hilberta

uktadu Ai B|W) =>a,li), O|a),. W przypadku unitarnej ewolucji poduktadéw A i B
(tzn. gdy one nie oddziatywa)j mamy,

Y1), =Un®%0),, = X200 0), DU 0)|a©), =X a,lit), Ofa®),.

Wektory [i(t)),, |a(t)), sa w kazdym momenciet bazami w swoich przestrzeniach

(poniewa unitarne transformacje — operatory ewolucji — psz¢alcag bazy w bazy), zatem
w kazdym momencie mina wzié $lad z macierzy ¢stasci stanu czystego ukiadu A+B, i
uzyska& macierz gstasci uktadu A z tymi samymi wspotczynnikami (niezalgmi od czasu),

tj.,

i), (i0]=> aa,Uu,0[i0), (iUt

i,j.k

Pa() =trg[W(D) g p (WO = D&y 2
i,k
=2 pJr®), rO[= X p U0l ), (rOU®) =U .02,
zarowno w dowolnej jak i w diagonalnej reprezeritacj

Zatemunitarna ewolucja macierzyeptoici ma posté®>,

PA) =U ()P, () 5

24 v zasadzie w takim przypadku maciergstgici poduktadu A powinna kymaciera gestoici jego stanu
czystego (bo brak jest oddziatywania z ukladem B&yrek mogto by wprowadéi zmieszania stanéw); w
ogoindici jednak ma@na rozwaaé ewoluck unitarna macierzy gstcsci stanu mieszanego, gdytaki stan
mieszany mogt by przygotowany (traktowato mazna jako warunek poatkowy) w wyniku oddziatywa,
ktore zostaty nagpnie wyhczone i ju dalej poduktad A ewoluuje samodzielnie

25 operator ewolucii jest unitarny, widd At) = U NO)
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Mozna take napisa to w postaci réwnania #iczkowego, ktérego rozwzaniem jest
powyzszy zwhzek,

Réwnanie to tatwo uzyskazapisujc unitarra ewolucg w postaci rownania Schrodingera-
Heisenberga (dla wektoréw bazy):

infir)), =H i), i-in{i)],=,(i)H,-

Réwnanie raniczkowe dla unitarnej ewolucji macierzysjcsci nazywa si rédwnaniem
Louville’a (zwtaszcza w odniesieniu do uogolnienmacierzy gstosci na przypadek
operatora statystycznego w kwantowej fizyce stgitygste)).

Ewolucj unitarry macierzy gstasci mozna zilustrowéa geometrycznie dla macierzgsiosci
qubitu postuguic sk kula Blocha. Szczegélnie interesay”® jest przypadek qubitu

zdefiniowanego przez dwa stacjonarne stapgwnego Hamiltoniantd,,

|®,(T,1), =™ |g,(7)),, H.,

q31> :E1|¢1>A’
@, (1), =e™|g,(F)),, H,|®,

A
), = E|®,) ..

Jesli qubit jest w stanie czystymW(t)), =ce™™"|g,), +c,e™"|g,),, to macierz
gestasci ma posta,

la P e
CICZe |CZ |2

X0 { Jal

gdzie w, = % .

Mozna take ogolniej, gdy Hamiltonian uktadu qubitlﬂA = I—AIO + I—A|'A(t i qubit rozpety jest
na dwdéch stanach stacjonarnych Hamiltoni&ﬁly. Macierz gstaosci qubitu spetnia w tym

przypadku réwnanie unitarnej ewolucji:

'a/Z)A(t)_ ] I\ A
= =l(Ho +H.), o]

%6 ze wzgbdu na zastosowania do opisu dwupoziomowego ukkaskriijacego [np. K.Shimoda/sep do fizyki
laserow PWN Warszawa 1993]

2" w ogoéIndgci qubit nie musi b§ rozpity na stanach stacjonarnych, ale w przypadku tasti@héw ewolucja
czasowa tych stanow jest wiowo prosta
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Réwnanie to mena przepisaw postaci (w reprezentaciji HamiltoniamiJo),
. 0p; . .
Iha_t] =Ep, —~E;p +Z(H «Pq ~PicH")
k
gdziei, j,k =12 , H'ik=A<¢i‘ﬁA'|¢k>A. Pamg¢tajac, ze macierz gstasci jest operatorem

hermitowskim asladzie 1, tylko dwa (dla qubitu) elementy maciereogy sa niezalene, np.
p,, (rzeczywisty) i o,, (zespolony). Spetiajone rownania:

0p i ,

Fll :E(ple 217CC.),

00, _ . i oo : Cy
atlz =16y 01, _%(1_2p11)H 12_£:012(H 11_H 22)

zauwamy, ze p,, =1- Py, Py = P

tatwo tez pod& powyzsze rownanie ruchu w reprezentacji wektora z kidicBa (ze sfery
Blocha — gdy rozwzamy stan czysty). Wektor Blocha wyeask nastpujaco:

Px = 2Rep12'
P, =-2Im p,,,
P, =01~ Py

Wtedy réwnanie unitarnej ewolucji macierzgstpsci qubitu mana zapisaw postaci
— = D — — 1 1 1 i 1 1 1 1 1
—=FxP, F=|-(H »tH 21):_(H 12~ H 21):_"-)0 -—(H »~H 11) .
h h h
2

Widzimy, ze wektor F jest rzeczywisty F, =%ReH'12, F, =‘g|mH'1z)- Czsto (z

przyczyn symetril)H';=H',,=0, wtedy F, = -«,. Powysze rébwnanie opisuje preces;
wektora Blocha wokdt wektor& . Zatem unitarna (koherentna) ewolucja maciergstaci
qubitu to precesja jego wektora Blocha wokdt wektdr .

10. Sterowanie qubitem — oscylacje Rabiego

Oscylacje Rabiego odnassie doscisle dwupoziomowego ukfadu kwantowego — zatem do
qubitu. § obserwowane eksperymentalnie (gtéwnie w pomiaspektroskopii atomowej),
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gdy dwa poziomy energetyczne sddalone i przégia kwantowe do innych poziomoéw s
zaniedbywalnie mate (dodatkowo zablokowane np. pmguty wyboru). W przypadku
dwupoziomowego uktadu zapiseaozna jego stany stacjonarne:

Hol1) = E/J1)
Ho|2) = E,|2).

Zewrxtrzne zalene od czasu zaburzenie prgyjmazna w postaci pola elektrycznego fali
elektro-magnetycznej, o potencjale wektorowym,

V(t) =V, cost),

i jesli spetnione § warunki przyblienia dipolowego (tzn., gdy dtugbfali odpowiadajca
czestaici «, jest duo wigksza od rozmiaréw uktad?) i wyrazic mozna poprzez operator

H'=u,E (e +cc.)/2,

gdzie, i, jestz-towa sktadowa momentu dipolowego (elektronu w atomie lub kropes)y
polaryzaciji fali e-m wzdta osiz

Takie zaburzenie powoduje niestacjongemoluck uktadu, ktérej odpowiada funkcja falowa
|LIJ(t)>. Funkcg t¢ mazna jednak w kadym momenciet, roztazy¢ w przestrzeni Hilberta

rozpictej na stanackt) i |2)., t.j.,
W) =a, (b)) +a,(t)2),
oraz,

ih—a| L;t(t» =(H +H")W(t))

Zaktadajic (dla uproszczeniaye stany|1)i|2) sa symetryczne na odbicie wspditnych
(wtedy (1|4,|1) =(2|44,|2) =0), otrzyma& mazna nasipujace réwnania na wspotczynniki
zalezne od czasu,

%8 tak jest w przypadku stanéw elektronu w atomia @@ikresu widzialnego eztaici odpowiadajcego
atomowym odlegtéciom energetycznym) lub w kropce kwantowej (dlareak podczerwonego
odpowiadajcego odlegtéciom energetycznym w kropce), lub protonuadrgze atomowym (dla zakresu
rentgenowskiego)
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iy, 08 _ a,(1] 1, E,| §>[ei<w+%n + el ]
ot 277
. E,—-E . . . . it
gdzie, w, =—2—= wiaze sk ze stacjonamewolucp stanéw,|i> =e ‘i >

W powyzszych réwnaniach mamy zatem czynniki czasowe szybienne,e*(“*) | oraz
wolno zmiennee* " (przy zalgeniu,ze w= w,). W przypadku réwnarézniczkowych
z istotnie r@nymi skalami czasowymi, domiragy wptyw na rozwizanie wywiera wolno-
zmienna funkcja, natomiast szybkozmienna powodugvielkie dodatkowe oscylacje o
duzej czstaéci nalazone na wolno-zmienny przebieg rozwania. Z powodu rozdzielcga
czasowe] ewentualnej obserwacji oscylacje te niesanzadnego wkiadu przysvednieniu
po czasie i mana je zaniedka Przyblizenie takie nosi nazyprzyblizenia wirupcych osi (i
jest wykorzystywane w obliczeniach dwupoziomowydtladéw laserujcych). W ramach
takiego przyblienia uktad réwna rézniczkowych zapisa mozna w postaci rOwnania
drugiego rzdu:

2

0°a,
ot?

)(12

: 0
—|(a)—w0)%+|731 =0,

(1

1,E|2)

gdzie, x =

To réwnanie (liniowe) ma rozwzanie w postaci,

a = (AleiQtlz + Ble—iQtlz)ei(w—ab)tlz’

gdzie, Q = \/(w—wo)z +|x° .

Dla warunkéw pocatkowych, @& (0) =0 (wtedy, a,(0) =1 [wybrane rzeczywiste], gdy
la|® +]a,|” =1) fatwo ustak wartdci statych A i B,. Wtedy,

iX . Qt i
t) = —sin—e'@ @2
a, (t) oS5

w- % Sing ei(w—ab)t/Z.
2Q 2

Z powyzszych zalenosci okresli¢ mazna prawdopodobiestwo znalezienia uktadu w stanie

oF
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2 | ’ ot\?
la, (t) =F(sm7j .

Wynik ten przedstawia oscylacje Rabiego — periodgcprzechodzenie uktadu ¢dizy
dwoma stanami — zostato to zobrazowane na rysunku.

1

(=] o o
S (2] [¢¢]

pr awdopodobi enstwo przej sci a

=]
N

-20 -10 0 10 20
Czas

Rys. 4. Oscylacje Rabiego — prawdopodasieo znalezienia uktadu w stadﬂézmienia st

periodyczne w zakresie od 0 do 1, w przypadku semin w = w,; poza rezonansem
oscylacje Rabiego nie agjajg 1 (i may wieksz; czstasé)

Cyklicznym przejciom migdzy stanami qubitu towarzyszy emisja i absorpeyariktu energii
(fotonu) [oscylacje Rabiego nazywana szasem kwantowym dudnieniem z powodu
podobiéstwa do dudnienia w wyniku interferenc;ji fal]. &#os¢ oscylacji RabiegoQ =X,
dla idealnego rezonansu, jest tymekgza im wekszy jest element macierzowy s@renia
(zaleny od E,). Czas, po ktorym qubit przechodzi catkowicie edrjego do drugiego stanu

nazywany jest czasemimpulsu i wynosi on%. Wylaczenie zaburzenia w odpowiednim

momencie pozwala na ustalenie dowolnie wybranegkafitnej superpozycji qubitu — zatem
oscylacje Rabiego to technika sterowania qubitem.

Nalezy zauway¢, ze oscylacje Rabiego wymagajezonansowego monochromatycznego
sygnatu sterucego, ktéry mee by wiaczony lub wyhczony w dowolnie krotkim czasie.
Nie jest maliwe jednak whczanie i wyhczanie sygnatkcisle monochromatycznego —
obwiednia sterowania sygnatem spowoduje rozmycigstoxi (zgodnie z fourierowsk
reprezentaaj czasowej obwiedni stemgej). Z praktycznego punktu widzenia, nie jestzéak
latwo oshgat krotkie czasy przetzania — s one ograniczone, w przypadku sterowania
elektrycznego, przez LC obwodu stexggo.

Oscylacje Rabiego wygtuja dla kadego dwupoziomowego uktadu sfezalezny od czasu
sygnat sprzga st z uktadem poprzez niezerowy element macierzowygdmyi stanami
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stacjonarnymi uktadu (qubitu). W przypadku dwochepotacji spinu (np. w kierunku
zewnretrzego stalego pola magnetycznego) dwa te stamypimap qubit o z-towych
sktadowych spinu. Oscylacje Rabiego zma w tym przypadku osgna¢ przy pomocy
poprzecznego ( w kierunku npluby ) zmiennego w czasie pola magnetycznego, dla §tore
odpowiedni czton Pauliego ma niezerowy element araowy z funkcjami spinu wzdtuosi

z.

11. Twierdzenia No-cloning, No-broadcasting oraz Naleleting
11.1. Twierdzenie No-cloning
Twierdzenie No-cloning brzmi nagtujaco:

Nieznany stan kwantowy nie @ by¢ skopiowany [Wootters W. KZurek W. H., Nature
299802-803 (1982)].

Nalezy tutaj wyja&ni¢, co oznacza ,nieznany stan kwantowy”. Rozmg pojedynczy qubit.
Jest to stan rozglly na bazie dwu-wektorowej. W ogdélnym przypadkuadé jest dowolna,
ale jej wektory uwzane g za stany ,znane”, natomiast qubit z dowolnymi wspgnnikami
wystepujacymi w kombinacji liniowej wektoréw bazowych wybmgnbazy nazywany jest
stanem ,nieznanym”. Nieznany stan odpowiada niegmanvartgciom wspotczynnikow
definiujacych qubit — w przypadku gdy wattm te wynosz (0,1) lub (1,0) to stan qubitu
odpowiada stanom bazy i upany jest za ,znany”.

To twierdzenie mzna fatwo udowodii Wystarczy zauwgy¢, ze gdyby twierdzenie No-
cloning nie byto prawdziwe to istniataby alisvo$¢ pomiaru niekomutagcych wielkaci na
kopiach stanu, a to przeczytoby schematowi von Neuma kwantowego kolapsu na skutek
pomiaru.

Dowdd (1)

Bardziej precyzyjny dowdd nima przeprowadzi w nastpujacy sposob. Zaldmy (nie
wprost), ze istnieje operator kopiowania , zdefiniowany nagpujaco:

A(|w)0l9)=|w)0|w).
Wiec,

Al(aly+p12)0]9]= @|3+4/2)0 €|3+5 2)
=a*[)0[n+ap|)0| 9+ pal 30| 3+ 4] 20] 2.
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Okazuje s}, ze ten operator jest nieliniowy i tym samym naruszarunek liniowdci
naktadany przez zasadsuperpozycji. W konsekwencji taki operator nie zeastni€ w
ramach liniowej mechaniki kwantowej.zéi jednak zatayc¢ jego liniowac¢, to

Alaln+p12)0]9]=a A|30]§]+£ A130] 3]=al30]3+4] 20| 2,

co stoi w sprzeczrigi z poprzednim réwnaniem. Oba réwnaniazme ze sofp uzgodné
tylko w przypadku gdy3 =0, a=1, lub a=0, =1, co oznaczaze kopiowany jest stan
znany (wektor z bazy). To kozy dowad.

Dowdd (2)

Zatzmy (ponownie nie wprostye kopiowanie jest mdiwe. Jako wejcie mazna rozwayé
nieznany stan|t//>, jako wyjcie ten sam stan, ktéry zagt wczéniejszy stan czysty

aparatury kopiujcej. Wicc pocatkowy stan aparatury kopigej oraz kopiowanego stanu
mozna zapisd@w nastpujacej formie:

) 0ls),

gdzie [J oznacza iloczyn tensorowy. Zatdy dodatkowoze proces kopiowania jest peavn
operacy unitarrp U aparatury kopiujcej, czyli:

#)0|s) 0'- U(|¢) 0| 9) =|¢) D).
Mozna rozway¢ kopiowanie dwdch standw czystyfr) oraz|g), zatem:
U(j¢)0|s) =l¢)Dly),
U(l¢)0]s)=[¢)0|9).
Jeseli teraz rozway¢ iloczyn skalarny obu powegzych réwna,
(U(¢Ds).u(g09)=(wDy.g09),
L=(U(@a9).U(e0 S :[wms) Yuen 3]
=(wOs g0 9)=(y.¢ S) (8

(w.9),
((wle)',

p:(¢Dw,¢D¢)=(w,¢)(‘/’ ?)
=P - (¢.9)=(.0)" = (¥|o)

to uzyska si nastpujacy warunek:
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(wle)=((wle)).

Powyzsze rownanie jest postaci:
x=x = x=00x=1.

Stad, albo|y) =|¢) albo|) i |#) sa prostopadte. To odpowiada stanom bazy, a stany baz
mogy byé kopiowane, w odrinieniu od innych. Np. stafy) =|0) oraz|¢) =(|0)+|1)) /72

nie mog zost& skopiowane, poniewanie & ortogonalne. Zatem operacja U nie dopuszcza
kopiowania dowolnych nieznanych stanéw. Tadéxoy dowod.

W bardzo podobny sposéb ima dowidé¢ braku maliwosci skasowania nieznanej
kwantowej informacji Klo-Deleting®) — wynika to z nieliniowego charakteru kasowaném
stoi w sprzeczni z liniowoscia mechaniki kwantowej. Twierdzenio-Cloning® prowadzi
takze do braku mdiwosci rozprzestrzeniania bfoadcasting kwantowej informacji, co
bytby nierozerwalnie zwizane z tworzeniem kopii. Ta idea wyoma jest w twierdzenitlo-
Broadcasting". Wymienione twierdzenia znageo odréniaja informacg kwantowg od
klasycznej, ktéra w przecimistwie kwantowej mge by kopiowana, kasowana oraz
rozprzestrzeniana. Jest to silny dowod nazeokwantowa informacja jest zupetnie innym
obiektem nt jej klasyczny odpowiednik.

Konsekwencje dla QIP (kwantowego przetwarzania infamacji)

» brak maliwosci tworzenia kopii kwantowych rejestrow

* bezuwytecznad¢ klasycznych metod korekcji ¢dow (bazujcych na zwielokrotnieniu
kopii informacji)

« umazliwienie catkowicie bezpiecznej komunikacji kwanteywbezpieczestwo przed
atakami hakerow)

* umazliwienie natychmiastowej identyfikacji dowolnej foy atakow hakerskich

» potwierdzenie zasady nieoznaczério

» potwierdzenie destruktywnego charakteru pomiarurkexego

29 Pati A. K., Braunstein S. Limpossibility of deleting an unknown quantum stiteture
404, 164 (2000); Pati A. K., Braunstein S. Quantum deleting and signallingrXiv:quant-
ph/0305145v1 (2003Y,urek W.,Quantum cloning: Schrodinger's sheldpture404, 130
(2000)

%0 Wootters W. K.Zurek W. H.,A single quantum cannot be clonéthture299 802-803
(1982)

%1 Barnum H. et al, Noncommuting mixed states caibedbroadcast, Phys. Rev. L&t6,
2818-2821 (1996); Gottesman D., Chuang I. L., Destrating the viability of universal
quantum computation using teleportation and sioglleit operations, Natu02,390 (1999);
Bennett C. H., DiVincenzo D., Quantum informatiordacomputation, Natur&,04 (2000);
DiVincenzo D., Quantum Computation, Scien2@0, 255 (1995)
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« w przypadku gdyby mdiwe bylo kopiowanie wtedy dopuszczalna bytaby
natychmiastowa komunikacja (co naruszatoby ogramiez relatywistyczne) zgodnie
Z ponizszym schematem:

0 przygotowanie pary sgianych fotonéw — para EPR (zmek nazwy ze
znanym paradoksem Einsteina-Podolskiego-Rosena)

0 na jednej z cgstek dokonywany jest pomiar w wybranej bazie - zal ze
jest to pomiar polaryzacji

o druga czstka posiada bedzie identycza polaryzacgg, na skutek sptania —
zgodnie z argumentacparadoksu EPR

0 nastpnie kopiowany jest drugi foton i dokonywany jestygar kopii

o0 w ten sposéb mma okréli¢, w ktorej bazie zostat zmierzony pierwszy foton

o czyli natychmiastowa komunikacja bytaby aiwa

11.2. Twierdzenie No-broadcasting — konsekwencje

Jak zauwaylismy wyzej, w informatyce kwantowej nina take wprowadzt twierdzenie o
braku maliwosci rozprzestrzenianiaN-Broadcastinyinformacji kwantowej, ktére wynika

z twierdzeniaZurka No-Cloning Wykluczenie meliwosci kopiowania informaciji skutkuje
silnym ograniczeniem narzuconym na kangokomunikacg. Kwantowa komunikacja musi
przebiegd w trybie jeden-do-jednego, w odmieniu od klasycznych systemow np.
trasminisji telewizyjnej, druku kstek, czy kopiowania lub transmitowania dokumentéw
elektronicznych.

11.3. Twierdzenie No-deleting — konsekwencje

Zagadnienia dotyegze usuwania (kasowania) informacjia ssilnie zwhzane z
bezpieczéstwem informacji. W przypadku klasycznego przetwara informacji mamy do
czynienia z dwoma nmiwymi schematami kasowania informacji. Proces kemtia
odbywajcy sk przy zachowaniu kopii (ten proces jest odwracalByligi schemat to proces
nieodwracalnego wymazania informacji. Taki nieodvatay proces musi odbywasic
zgodnie z prawami fizyki statystycznej — potrzebejeergit? — zwiazane z tym rozwania
doprowadzity do sformutowania zasady Landatrera

W przypadku kwantowego przetwarzania informacji odiwracalne wymazanie stanu
pojedynczego qubitu nmie zostd wykonane np. poprzez dekoherengpowodowaa
otoczeniem.

Proces kasowania przy zachowaniu kopii — odwracalgnazywanie jest procesem
odwrotnym do procesu kopiowania nieznanego stanice-takze nie jest mgliwe.

Zaltzmy, ze dysponujemy pewn liczba kopii nieznanej informacji. W przypadku
klasycznym maliwe jest skasowanie jednej kopii przy zachowaniwgiej, po czym

% wymazywanie informaciji jest procesedyssypatywnynw sensie fizycznym; wykonanie takiej operacii
wymaga zmniejszenia aftpsci fazowej uktadu i przez to redukcji entropii sf¢o zatem proces nieodwracalny
i niesamorzutny, konieczne jest wykonanie praepy taki proces przeprowadzi

% Landauer R.Jrreversibility and heat generation in the compagtiprocess IBM Journal of Research &
Developmenb, 183-191 (1961)

Projekt wspétfinansowany zeodkéw Unii Europejskiej
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Strona 49 z 124



) —

KAPITAL LUDZKI UNIA EUROPEJSKA | ,**,

%
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI ‘%& Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY P

**

odtworzenie informacji nagbuje przy wykorzystaniu pozostatej kopii. W przygad
kwantowym sytuacja jest zupetnie inna.

Sq tu dwie maliwe sytuacje:

* Wymazanie informacji — posiadana jest tylko jedmpik stanu i ten stan me by
zniszczony (przez pomiar, decoherencje) w sposébdwracalny (informacje zostaje
catkowicie utracona)

» Skasowanie z zachowaniem kopii — w przypadku pasigd przynajmniej dwdch
kopii tego samego stanu. Ta sytuacja nie jest jedmazliwa w kwantowym
przypadku, poniewajest to odwrotny proces do procesu kopiowania.

Zwiazane publikacjeNo-Deleting[Pati A. K., Braunstein S. LImpossibility of deleting an
unknown quantum statdNature404, 164 (2000); Pati A. K., Braunstein S. IQuantum
deleting and signalling arXiv:quant-ph/0305145v1 (2003Yurek W., Quantum cloning:
Schrddinger's sheddature404, 130 (2000)]

Dowdd (1)

Rozwamy dwu-qubitowy uktad oraz pewne otoczenie. Stanwodah qubitéw naliz
odpowiednio do przestrzemi,, H, natomiast stan otoczenia do przestrzeipi Czyli stan

catego uktadu naly do przestrzeniH,OH,OH, (bgdacej iloczynem tensorowym
przestrzeni poszczegoélnych podukiadéw). Zatg, ze oba qubity znajdajsie w tym samym
nieznanym stanie kwantowyiig/) natomiast otoczenie znajduje; si pewnym stanid A).

Zalézmy, ze transformacja usuwgja informacg wzgledem jej kopii jest transformaci
liniowa L,

L:H,0OH,0H; - H OH,OH,,
oraz

¥)0Jw)D|A) ~[¢)0]D)0[4),

gdzie |Z> jest stanem ,pustym” (dowolnie wybranym), st(mw jest pomocniczym stanem
otoczenia, zalenym od stantjtﬂ}. Ogolnie, rozpatrywana transformacja zdefiniowpasa na

uktadzie trzech niesglanych stanéw i zamienia std) wobec jego kopii w staf). Dla
ortogonalnych stanéw bazy qubitu mamy:

B[ D[A) - |90]z)0[A),
De[no[A) - 120z A).

Nalezy zwréci uwag na to, ze jawna posia transformacji dotyczy wykznie dwoch
identycznych kopii. W przypadku, gdy stany poszéhegch qubitow g rozne, transformacja
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pozostaje niezdefiniowana (dla dwochkmgch standéw nie memy moéwé o odwrdceniu w
czasie transformacji kopiowania).

W ogoéinym przypadku nakg rozwazy¢ dowolny stan qubitu:

w)=alo)+B|D, ap0C, |af +|A =1

Zgodnie z definig transformacji,

(a]0)+8) 0 (a] 0+ 813) 0| A) - (a] 9+ 8] 3)0[2) 0] A,).
Zatem,
a?|0)D|0)D|A)+ 47| 90| 30| A +ap| 90| 40| A+ Bal 10] 00| A
"~ (a]0)+ A1) 0[=)0]A,).

Dla zwigztosci zapisu przyjmijmyze | X) O] X) =| XX), czyli,

0|00) 0| A) + 5719 01] A+ ap[| 0}+| 15]0] A
"~ (a]0)+ A1) 0[)0]A,).

Jak wspomniane zostalo wénej, rozpatrywana transformacla nie posiada jawnej postaci
dla r&nych standw, dlatego mna zatay¢ dla stanu mieszanegze,

Zll03+119]0]4) - |9)
U
ap[|01)+|19]0|A) = v z5|¢).

Zatem,

a®(0)0[2)0]A)+ A7 |D0[Z) D[ A)+205]4)
=(alo)+A9)0[Z)0]A,).
Wiadomo, z postacig), ze nie wystpuje tam zalznos¢ od wspotczynnikéwa i 3. Aby

powyzsze rownanie byto spetnione dla dowolnyeh i g stan‘Aw musi od nich liniowo
zalezet. Std to rownanie ma rozwkanie jedynie gdy:

Projekt wspétfinansowany zeodkéw Unii Europejskiej
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Strona 51 z 124



[ o13) UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI "%\3 EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY

)=19012)0]4)+190[%)0] 4)
- ,
A)=alA)+B|A).

Stan kacowy catego uktadu przyjmuje poéta
(alo)+ D) 0[z) D(alA)+ 5| A)).
Z warunku normalizacji uzyskujeesi
([al0)+A19]0|z) O alA)+ 5l A)] [a] 0+ A14]0|Z) O a| A)+ 5] A)]) =1
Zgodnie z definigj iloczynu skalarnego,

([al0)+B1D]0[2)O[a|A)+ Bl A)] [al9+B3]0[5)0[a] A)+ 8| A)))
=([al0)+£1D] [a]9+813]) (2).|2) ([alA)+ Bl A)].[al A)+ Bl A)])

1.
Réwnoczénie,

(z)[2)=1,
([al0)+ B3] [a] 0+ 5] 4])=[al* +|4" = 1.

Zatem,

(Lala)+BIA)].[al A)+ Bl A)))

=a*(|A).|A)+B(| A) A)+aB (| A) | A)+Ba (| A A)=1
U
a* (A A)+ B (Al A)+aB (Al A+ Ba (Al A=1.

Zaktadajc unormowanieA, oraz A, mazna zapisé,

02<A)|A)>_+ﬁ2</ﬂ| A)+aB (A A)+Ba (A A

=1

U
aB (A|A)+Ba (A A)=0.
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Z powyzszego wynikaze aby ostatnia rowsé byta spetniona dla dowolnyclr i B , to

stany A, i A musz by¢ ortogonalne. Ortogonal&éi unormowanie stanowh, i A oznacza,
ze stan‘Aﬂ> =a|A)+B| A) zawiera tyle samo informaciji co stigr) = a|0)+ B|1). Czyli

informacja nie zostata usua a jedynie przesugta, co kaiczy dowdd.

Dowdd (2)

Rozwamy liniowy operatorA , zdefiniowany nagpuijaco,
All)Dlg)) =lw)0lz,).

Dla dowolnego stanu qubifg) = a|0) + 8|1) mamy,

A[al0)+1]0[a| 9+ 3] =[al 0+ 4| 1]0e,).

Ale mazna zapisé, ze,

Allalo)+13]0[al9+4|4)
= A(|0)0[0)+ #A|10|) +as A 90| 3]+[ 10| §])
Al9)0]9)=|90]e)
A1 0]3)=[30]e)
A(llo)013]+[190]0])=|#)
=a*[0)0]e,)+ A1 |} +aplp).

Czyli uzyskujemy rowngg,
a*|0)0|e,)+ | ) 0e) +ap|p) =[a] 0+ £ 3] 0]z, ).

Jesli |¢> niezaleny jest oda i A, to dla dowolnycha i g3 , to stan‘£w> musi by liniowa
funkcja tych parametréw. Rozwaanie tego rOwnania przyjmuje zatem pésta

[#)=10)0 &) +|H0]eo),
‘£w>:a|£0>+,8|£1>.

Stan kaicowy kedzie postaci:

[alo)+ 8D D[ alg)+Ble) .
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Z warunku normalizacji wynikae,

([al0)+ A4 ]0[ale)+ Ale)] [a]9+ 5] 3]0[al &)+ Ble)]) = 1
([alo)+ D] [a]9+AI3])([ale:)+ Ble)] [alen + Ble)]) =
o it ole) i ol ] =,
a( olfo>+ﬂ2<€1|€1>+aﬂ*<€1|€o>+a*/3<fo|€>=1-
Zaktadajc unormowanieg, oraz g, mazna zapisé,

a®(&|&,)+ B (e|e) +aB (e|e)+a Blee)=1.

=1

Zatem,
af (&|&,)+a B(g,|€,)=0.
To prowadzi do warunkig,|&,) =(&,|6,)=0, wicc & i & tworzm baz, oraz
‘5w> =alg,)+ B|e,) jest tym samym c@y) = a|0) + B|1) . To kaczy dowdd.
Konsekwencje
* Bezpieczéastwo kwantowej informacji

* Informacja kwantowa jest odporna nazmé metody jej usuwania przy zachowaniu
kopii

12. Bramki jedno-qubitowe

Unitarne macierze dwuwymiarowe opigsujedno-qubitowe operacje. Niektore z nich
nazywane $ jedno-qubitowymi bramkami. Standardowazywane do konstruowania
programow kwantowych bramki jedno-qubitowe zostareedstawione pongj.

12.1. Macierze Pauliego

Macierze Pauliego definiowane sastpujaco:

g=(X.Y,2),
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01 0 -i 1 0
g,=X= ,0,=Y=| . ,0,=2= .
1 0/ 7 i 0 0 -

Operator spinu (1/2) definiowany jest przy wykoitzysu macierzy Pauliego:

*

S==0.

N |-

W mechanice kwantowej spin wprowadzany jest w rdnratatywistycznego podajia w
postaci rownania Diraca w obednbpola magnetycznego, prowadym do pojawienia 8i
cztonu Pauliego w Hamiltonianie,

~14,S[B.

Wiasnaci macierzy Pauliego:

Dla macierzy Pauliego nioa zapisé&
00, =ig 0, +gl ,

tLatwo jest wyprowadZi reguty komutacji dla macierzy Pauliego (pozastape w peinej
analogii do regut komutaciji dla sktadowych operatoromentu gdu [Mi M, ] =ig M, ):

(0.0, ]=2g,q,,

12.2. Bramka Pauliego X

Ta jedno-kubitowa bramka zdefiniowana jest jakotamia operacja liniowa zadana przez

macierz PauliegX :
0 1
X = .
10
Bramka X zamienia wzajemnie stany bazoy® oraz|1):

M E N R R PR R
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Dla dowolnego stanu qubitu, dziatanie bramdlsprowadza gido zamiany wspotczynnikow,

(i ;][;Hﬂ = a|0)+ 4|y 0 B|0+ald.

Bramka ta jest bramksamo odwracaln(odwrotna do niej operacja jest $amy operacy),
ponieweé:

X2=1.
12.3. Bramka PauliegoyY

Ta jedno-qubitowa bramka zdefiniowana jest jakotarna operacja liniowa zadana przez
macierz Pauliegd :

Dziatanie tej bramki na stany bazy obliczeniowejgiriega zgodnie z parsizym zapisem,

frnonon§ 5w

0 -i)1]_
i 0)o] [i
Dla dowolnego stanu qubitu,

[9 ;‘jm:rﬂ - al0)+ 8D 0. -8 O +ia| 3.

[ la
Bramka ta jest rowniebramly samo-odwracalpy poniewa
Y2=1,
12.4. Bramka Pauliego z

Ta bramka jedno-qubitowa zdefiniowana jest jakotarna operacja liniowa zadana przez

macierz Paulieg :
1 0
Z= :
0 -1

Dziatanie tej bramki na stany bazoy@ and|1) jest nasfpujace:
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2 53 100010.(3 2T - moe--n

Dla dowolnego stanu qubitu,

5 2lald 4] - oo mgoe-alo-ais

Bramka ta take jest bram samo-odwracalp poniewa,
Z?=1.

Warto podkréli¢, ze macierze Pauliega $iermitowskie (okréaja obserwable — sktadowe
spinu),

.

1 0 . 1 0
Z= =7 = =Z.
o =7l 5
Macierze Pauliegoagéwnoczénie unitarne jak zostato pokazane warej,
. . (0 1y0 1
XX =XX" = =1
1 0010
N . O i)YO i
YY=YY= | _ =1,
5 oS o
R . 1 0y1 O
2°2=2"7Z= =1

12.5. Bramka Hadamarda

Ta jedon-qubitowa bramka jest zdefiniowana przetaum liniowa macierz postaci:

=5y L

Na stany bazowe bramka ta dziata gasgco:
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3 Al
TR HERE

Mozna powiedzié, ze bramka ta przeksztatca stany ba@y i 1) na stany maksymalnej

superpozycji (bramka Hadamarda przekszta@ai |1) w stany lgace ,w potowie drogi”
sfery Blocha — dlatego nazywag g pierwiastkiem negacji, aled* =1 # g, ). Dziatanie

bramki Hadamarda nioa interpretowd jako obrot sfery og wokot osi y, a nagpnie obrot

o 7 wokot osi x.

Dla dowolnego stanu qubitu dziatanie bramki jestigpaujace:

30 2l ez

Macierz Hadamarda jest hermitowska,

i rownocze&nie unitarna,

L. 1(1 1Y1 1) _1(2 O .
H'H == == =1 =HH",
2l1 -1)1 -1) 2lo0 2

Warto podkréli¢, ze dla dowolnej macierzy, ktora jest hermitowskaitarna, jej odwrotn&
jest i samy maciera.

tatwo zauwazy, ze,

12.6. Bramka fazy

Ta jedno-qubitowa bramka bramka zdefiniowana jestpmacierz,
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Y

Dziatanie na stany bazow8) lub |1) przebiega nagpujaco:

o V- ooea. (g DT -won.

Dla dowolnego stanu qubitu,

(T oo

Mozna sprawdz, ze S°= Z# |, wiec nie jest to bramka samo-odwracalna — poniewa
bramka ta nie jest hermitowska,

« T
1
SH 0” :(1 °_j¢s.
0 i 0 -i
Unitarng¢ bramki fazy mana tatwo sprawdzi
. 1 0)yy1 O
S'S= . =1,
0O -i)\O0 i
1 01 O
SS = _ =1
0O i \O -i

12.7. Bramka 7§T

Ta bramka jedno-qubitowa jest zdefiniowana przataum, niehermitowsk macierz,

10 iz e_ig 0
T= 7|, T=e® -

0 eIZ 0 ei§

Dziatanie tej bramki na stany bazo@ and|1) jest nasfpujace:
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ST oein [ S]] wem

Dla dowolnego stanu qubitu,

{1 O}{;}{ :’Y } alo)+ A3 00 a9+ 413,

0 et e‘p

**

Jak fatwo sprawdzi T?> = S# |, nie jest to bramka samo-odwracalna, poniew jest

hermitowska,
T
1 0 1 0
T = i = i zT.
[(O eJ] (O e 4)

12.8. Bramka €¢ (przesunkcie fazy og)

Ta bramka jedno-qubitowa jest zdefiniowana przatauma, niehermitowskmacierz:

cb=(ei¢ QJ.
g

Dziatanie tej bramki na stany bazom} and|1> jest nasipujace:

(o &follol-1oat-e10. (G o il - wor-em

a dla dowolnego stanu qubitu,

5 olal al=erln] - atoreaint ealgs ens= eleloral)
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Wida¢, ze dziatanie tej bramki sprowadza sio przesuricia w fazie qubitu ap. Ta bramka
posiada parametp, dlatego powyszy definicig nalezy traktow&, jako definicg rodziny
takich bramek.

12.9. Rotacje na sferze Blocha

Jak zostato wczmiej opisane, qubit jest zdefiniowany przez dwiezly rzeczywiste
okreslajace dwa wspétczynniki liniowej kombinacii |0) + 3|1) ,

o +1A]" =1,
a =X,
[=€%J1- X .

Zatem,

Stad, dla dowolnego qubitu, nina zapisé,

a|0)+ B|1) lub
0\, .y 0O
cosE| 0+e S|n§| 1.

Ta reprezentacjagkowa odpowiada wspokdnym sferycznym jednostkowego wektora,
A=[cosp sind ,sip sid ,cad],
na sferze Blocha. Std@) odpowiada punktoyD,0,], a|1) odpowiada punktowf0,0,-1.

n, =|fcosg sing, |f{= ",
n, =|fising sing, | =1,
n, =|flcosd, |f{=1

Mozna zapisé postaci operatory obrotéw wzglem osix, ¥, 2 o dowolny kit &,

R(f)=e*,
R (6)=¢*",
R(6)=e*,
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gdzieX,Y,Z s macierzami Pauliego. Z hermitowsko X,Y,Z wynika unitarné¢
operatorowr,, R, R.

Funkcje od operatoréw zazwyczaj definiuje poprzez rozwiricie w szereg pegowy. W
0golnym przypadku maa wykorzysta rozwiniccie Taylora:

f! f"
F(=1(x)+ g((’)(x— >s)1+—§.xo—)( X %) ...,
i dla funkcji e* (w x, =0), mazna zapisé,
eA:1+é+£+£+....
2! 3!

-i%x
2

Mozna zatem operatoR () =e 2 rozwina¢ w szereg. Zaktadag,

A=_i0 - _i6(0 1}
2 21 0

uzyska sj:

Az__6’2 0 1)(0 1)_ &1 __gzl
~ 4l1 0)l1 0 4lo0o 1 4

2 H N3 = N3
A3:A2A:—i(—ﬁj| 0 1) ig’[0 l:'iA.
a\ 2)11 0/ 8l1 0 s

Zatem, dla parzystych pgt A% =1, a dla nieparzystych pgg A** = A. Std,

R(0)=Z V(2] 1+ S N9 %

KIN

Ale, mazna skorzystaz zalenosci,
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Mozna to bezpérednio sprawdzi ze dla dowolnej funkcji postae™*, zachodzi

e ™ = cosxl - i sinxA, przy zatageniachze x(OR oraz A> = |, np.,

i = > (—IAX) © ( IAX) © (_iAX)2k+1 . (_)Zk K| = (_ )2k+1 NN
B & (2K)! "L (2k+1)! "2 (2K)! "2 (2k+1)!

n=0 - k=0 k=0

i( ) X I+i( )2k 2k+1(—i)A:cost -i SirXA.

k=0 (Zk)' P (2k+1).

Zatem, mana zapisanowg post& dla kazdego z trzech obrotéw:
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co{g]—i sir[gj 0 -2
2 2 _|e? 0
o g

**

Mozna ogdlniej,
-i%0 8y, . . (86
R, (6)=e?2 :co{zjl—|3|r[zj(qx+ n Y+ @3,

gdzie ﬁ:(rL, n, nz) jest rzeczywistym wektorem jednostkowym, oréz:(X,Y, Z) - co
odpowiada rotacji woko6t dowolnej osi na sferze Blac

Mozna przypomnié, ze np. brami Hadamarda mana interpretowg jako obrét na sferze o

7—27 wokot osi y, a potem obrot r wokét osi x — czyli macierz Hadamarda ina zapiséa

jako ztazenie dwoch obrotéw,

Vid . TT T T

T cosE —i smz cosi - smi

R (ﬂ) R(Ej - Vid T T V4
-isin— cos— Sin— COS-

2 2 4 4

S0 1)1 - _H(1 1)
“J2l1 o1 1) J2l1 -9
Zauwamy, ze —i =e?".

Alternatywnie, mana wyraz¢ bramk; Hadamarda jako zkenie obrotu wokét osi z oraz

wokot osi x 07—2T z doktadnécia do globalnego czynnika fazowego,

JT . L IT

COS— =1 SIn—
&(EJR‘[EJZ 4 4 (CO ﬂ(l OJ_i sing(l OD
2 2 Vi T 410 1 40 -1

- sinZ cosZ
Bl R0 e
1-i
e,
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‘%‘:% (1+i)(2-i) =%x/_2= 1o ei;‘”.

Oraz podobnie, wykorzysag R i R,,

S R ] B R R )

sin— cos—
4 4

AL

IT
i=

Tutaj wykorzystanoj =e?.

Bramke T, czyli bramk ]§T z doktadnécia do globalnej fazy, mma przedstawijako:

Mozna teraz uogoléiwprowadzajc definicg obrotu wokét dowolnej osi wyznaczonej przez
rzeczywisty wektor jednostkowg = ( n,n, nz)

R,(6) = e“gﬁﬁ zco{gj - i si{gj(qx+ n Y+ p 3

gdzie o=(X,Y, Z). Dowdd przeprowadzaesanalogicznie jak pokazano wénéej poprzez
roztozenie w szereg Taylora. Naketylko zauwaye¢, ze,
(Az)* =1,
00, =ig 0, +gl ,
nn (61 +ig g )=nng 1+inng g =nnl+ippg q -
=0
Zatézmy, ze qubit jest w stani@os§| 0+e? S"‘g| 1 i zadziatat na niego operator obrotu o

kat @ wzgledem osin, czyli,
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(cos(%jl i sir(%j(nxx +nY+ nzz)j( cosg| pr & sigz| g

a (7 i a .6 .o [
= cos cos§| 0+e’ cos; SHE| YEi s+%(nxx+ nY+n2 ceg )9

-ie sin%(nxx+ nY+n Z)sin%|]}

=cos%£ cos§| 0+e”? Siﬂg| >]J—i Si% ce%(nxxl yeny )enz >)}

—iei¢Sin%Sin%(nxX| d+n Y3+ ng })

a (7 q .6 . a [ .
:cosz( cos§| 0+ cosz—e¢ s+|°é| @—I s ce;.(nx| yan i )4n)| ))e

-ie" sin%sin%(nx| O-ni §-n, })=

cose cos€| (p+cos£e‘¢ sin€| } i sinZ cosgnx| } i sinZ cosgnyi| }
2 2 2 2 2 2 2 2

. ..a @ s a8 s . .8 . s . . @
-isinz cosEnZ| 0 —|e¢5|n5 S|n5nx| 0 +|e¢5|n5 S|n5ny|| 0 +ie" sin= sin> n,|3

_ a 6 . .a g ., a 0O 6 a8 .
=| cos— cos_—i siR- cosn,-ie’ sk swn +id’ s swni|| )
2 2 2 2 2 2 2 2
{ ay, .6 ..a 66 . a 0 . .. a @ }
+| cos—€? sin—~i sin- cos-n —i sif. cesni+ie’ s sin, || )
2 2 2 2 2 27 2 2
_ a 6 4 .a .06 " g w b
=|cos_ cos-—€? sin- sirn -i sif| cesn+é& sian|| )
2 2 2 2 2 2 2

a g, .0, .a 6 R % y O
+| cos—€’ sin_+ siA- cosn—i sik| cesn-¢ smn||)
2 2 2 2 2 2 2

(niech A=cos§ aB:é"’sing)
:[Acos%— Bsin%rg/— i sir%(Anz+ B”x)}| D
+{Bcos%+ Asin%r\/— i sir%(An; BQ)}| L

A0)+B|1) -
{Acos%— Bsinc—;rg/— i sin%(Anz*' Br;)}| D
+{Bcos%+ Asin%ry— i sir%(Anf BQ)}| L

—igﬁﬁ =i HX —igY —igZ

R(6)=¢" = R(a) B(A) BY)= &
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12.10.Twierdzenie o przedstawieniu dowolnej operacji jedn-qubitowej za
pomoc operatorow obrotu

Dowolny jedno-qubitowy unitarny operator hezosté przedstawiony w postaci:

=e"R(B) R(¥) R(9).

dla ustalonych rzeczywistych parametrawg, y,d O R. (jest to tzw. dekompozycja Z-Y)

B )
. . ) == . -1=
"g cost - sint 2 e 2cos’ -sinfe'? i
U _em e 0 2 21 € 0 o 2 2 e 0
- £ Y oo T s y L s
0O e?)|sin; cCO 5 0 e? e?sin e?co 0 e?
B o B s (g B9 i(aB
-iZ2 < -£ iz ila il a-—+
e 2e 20051—2/ —e 2e2sinY e( 2 2)005}—2/ e[ 2 2Jsm
—_ a —_
€ |£ —i— )4 iﬁ ié y B |(a+£—éj y |(a+'g+éj
e?e 2sin e?e?cos- el 22gint e 2) cosZ
2
Posté macierzy,
(B ( B.5
ila-=-— il a——+=
e[ 2 Zj cos}—z/ —e( 2 Zj sing

ei[mz_%) sinj—z/ [WEFJ cosJ—/

wynika, z faktuze dla dowolnej jednostkowej macierzy U, zawszemaaznaleéc takie cztery
liczby rzeczywistea, 3,y,0 , ze powysza reprezentacjathzie poprawna.

Dowdd:
re® rd® . [reT rgte
U= iay ia, |’ U"= -ia, -ia,
re r,e re re
re® rg®\(re' reg's e e \(rg" rd®
UU+: lia 2iur l—ia 3—ia :|’ U+U= 1—ia Sa lia 2iur =1
re® re® \re'? re'™ e re™)\re” re"
U
2 2 2 2
ro+ry =1 ro+r,;,=1
r7+r/ =1 rZ7+r/=1
@ | . (23
rlrzel(aZ -ay) +r§ﬁ (as-as) — rfg(al as) +r{§az —ay) —
rlrzelalaz +r§ﬁ (as-a,) — rlrgi(%”l +I’{§0402 —
U
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- A A A ) A
rn=cos—, r,=sin—, r;= sik- ,r,= COs,
2 2 > >
z (1) wynika,ze:
ESinA(é(az_al) + e—i(a3—a4)) =0
2
1Sin A( e_i(az_al) + é(a3—014)) =0
2
Stad,

1
i(ay-ay) - a a+B:O
= 1 = ab+1=0= ab=-1,
b+==0
a

i(a,-ay+as-a,)

=é"=>a,-a,ta,-a,=T1.

Podobnie, z (2),

%sin A(é(”l‘”S) + e‘i(”f"z)) =0

%sin A(e‘i(“f%) + é(”f"z)) =0

i(a,-ay+as-ay)

e = €' oraz
a,-a,+a,-a,=-.

Jest to jedno réwnanie:
a,-a,+ta,-aq,=T.

Istnief trzy rzeczywiste liczbyr, 3,y , takie,ze,

alza—ﬁ—z
2 2
0'3:0'+£—Z,
2 2
0'4:0'+£+}—/
2 2

oraz a, z rownania odnalezionego wéne;.
Ten uktad réwna posiada nietrywialne rozazanie, poniewa
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= = =
Nk N|e
N
N[
Nl N
1
[y

co kaiczy dowdd.

Istnieje analogiczna reprezentacja dowolnej ungamacierzy, ale z wykorzystaniem tylko
operatoréwR, i R, (tzw. dekompozycja X-Y). OgbInie nina napisé, ze dowolry unitarry

macierz 2x2 mgna przedstawiw postaci:
U=€"R(8) R(y) R(9).

gdzie
R.(8) = e = co{gj |- sw[gj( m X+ mY+ m ;

oraz m= ( M. m, n;) jest rzeczywistym wektorem jednostkowymgae (X, Y, Z), oraz

_ -i%e 6 . (8
R.(f)=e?2 —co{ij |—|su{zj(qx+ nY+ n 3
gdzien :(m, n, nz) jest rzeczywistym wektorem jednostkowym, ale nigrélegtym dom.

Wykorzystupc powyzsza dekompozygj, mazna sformutowé nastpujace twierdzenie.

Dla dowolnej unitarnej operacji jednoqubitowel) istniep takie trzy operatory
jednogubitoweA, B, C, ze zachodzi zwizek,

ABC= 1,
U =€ AXBXC,

gdzie o jest nieistotnym globalnym przesgoiem fazowym.
Dowod:

Niech A, B, C beda postaci:
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n[n2)

()

Rozwamy teraz ztaenie tych trzech operatorow,

- s(g) o 455 2

et o 8 P S e

Mozna take pokaza, ze

XR, (6) X= R(-6).

X(cosgl =i sinng X = cosé—’ XIX =i siﬁ'i XYX= cc{sgj - i s(nq) XYX,
2 2 2 2 2 2

SR O P

cos(—gjl =i sir(—%jY =R,(-6).
A og0lniej,

w5 2] 2] 2] ¢ Y 42)

Korzystapc z powy:szego ména napisé,

AXBXC= R(p) 3(%) Fye(gj E{%ﬂj EE%% RG) Rv) B).
Zatem,
e’ AXBXC= € RB) Ry) Ro)= |
co kaiczy dowdd.

Dla przyktadu mana podé wartaci wspoétczynnikdw dla dekompozycji Z-Y bramki
Hadamarda,
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H=e*R (0) B[] ().

Mozna take odszuké& odpowiednie macierze A,B,C,

i =e“R(0) R(Z) Rln)= & KO xf-Z] X k),

Warte wspomnié takze o prostych tasamdciach, ktére $ pomocne przy obliczeniach na
bramkach kwantowych,

Cccccf m
HXH =27,
HYH =-Y,
HZH = X,

HTH =R (77:) , Z doktadnécia do przesunicia fazowego.

13. Bramki wielo-qubitowe

Zasadnicz wilasndcia macierzy unitarnych, unibwiajaca rozwaanie kantowych
programow, jest mdiwos¢ dokonania dekompozycji dowolnej wielowymiarowejitame;j
ewolucji na proste elementarne sktadowe, ktorychkomgnie kolejno w czasie bytoby
ekwiwalentne wykonaniu caioiowej operacji. Okazuje @i ze wystarczy w tym celu
wykorzyst& jednoqubitowe operacje oraz jedaniwersalla bramle dwuqubitovws. Wybor
uniwersalnej bramki jest dowolny. €sto, jako tak braml¢ wybiera s¢ brami
kontrolowanej negacjCNOT (controlledNOT).

13.1. Bramka kontrolowanej negacji (CNOT)
Bramke CNOT mozna rozpatrywé jako unitarm operacje na dwéch qubitach — qubicie

kontrolnym (control qubit) oraz qubicie docelowyrtar@et qubit). Prezentacja graficzna
bramkiCNOT przedstawiona zostata paaj,
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) ) ) )
= ]
|#)0ly) ) X X*|9)

)

g

Gorna linia reprezentuje qubit kontrolny, dolnaregentuje qubit docelowy, zndK - suma
modulo 2.

Dziatanie bramkiCNOT na stany qubitéw kontrolnego i docelowego z ballcaeniowe;
{|O>|])} D{|Q j 1}} wyglada nasfpujaco:
* jezeli qubit kontrolny znajduje siw stanie|0), to stan qubitu docelowego nie ulega
zmianie;
« jezeli qubit kontrolny znajduje siw stanie|1), to stan qubitu docelowego zmieng si
na przeciwny.

Mozna to zapisaw postaci:

|0y0|0) 0B~ |0 0|0,
00|90 BD-[90|3,
[D0[0) 0BD-[H0[D,
9 0}) 0BT~ [20(9.

Mozna take bramk CNOT interpretowd w odniesieniu do klasycznej operacji logicznej
XOR. Bramka XOR jest klasycza bramk dwubitows, zdefiniowan nastpujaco:

a XOR b
a
b

Bramka CNOT jest pewnym uogoélnieniem klasycznej bramKOR (kwantowe bramki
dziatap nie tylko na stany z bazy, ale #@kna peiny iloczyn tensorowy przestrzeni Hilberta,
w wyniku liniowosci; bramka klasyczna zdefiniowana jest yofnie na dyskretnym zbiorze
logicznych wartéci bitéw). Wynik dziatania bramkiCNOT, podobnie jak bramkiXOR
sprowadza i do sumy modulo 2 [{J), co ma sens wytznie w stosunku do stanéw
bazowych (w przypadku bramki kwantowej). Dla wektorz bazy obliczeniowej mma
zapisd,

b| aXOrRb

= O Fr OID

P P O O
o = O
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%) 0¢) DD |¢) O(|) D).

Operacg unitarp, CNOT mazna przedstawijako czterowymiarow unitarm, macierz,

UCNOT =

O © O Bk
o O +— O
m O O O
o —» O O

Mozna pokazé, ze powy:sza macierz jest unitarna,

0 =117
=1 _LJCNO1LJ CNOT"

+ _
U CNOTU CNOT —

O O O B+
o O~ O
m O O O
o +»r O O
O O O Bk
o O~ O
O O O
o O O
O O+~ O
o » O O

Macierz U, jest take hermitowska (jest macierzrzeczywisy i symetryczn), czyli
Ucnor =V enor- £ rOWnoczesnej hermitowska i unitarngci wynika, ze macierz odwrotna
jest & samy maciera (czyli CNOT? = 1).

lloczyn tensorowy dwoch qubitéw jest opisany przzrerowektor w bazie obliczeniowej
iloczynu tensorowego przestrzeni uktadow dwdch i

{10,/ 49,014, 13,0/ 9, | 1,0 1} § mozma go zapisanastpuco:

(a'1|0>1+,81|]>1)D(a2|0>2+,82|:I)Z)
=aa,[0),0]0),+a5,|0,0[,+ Ba [ 3,0/ 9 ,+ B8 1.0[ 1,
g

0’1|0>1D0’2| >2=0’10’2|0>1D|(>2© a,a,
0’1|0>1D,32|]>2:0'],32|0>1D|i}2 =|ap,
,31|1>1D0’2|0>2=,310’2|]>1D|q2 = | Ba, .
A0, 040, =55.|9,0|3, - BB

Baza tensorowa dla dwoch qubitéw reaosté przedstawiona wektorami,

|0>1D|0>2© ! |(>1D|1)2© ! |:>1D|(>2':> ’|)‘1D|>]'2©

o O O B
o O ~» O
O r»r O O
= O. o O
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Mozna teraz zapigasposob dziatania bramKENOT na powyej zdefiniowane stany bazy
iloczynu tensorowego. Dziatanie na stah 0| 0),:

= [0),0[0),.

o oo R
o or o
, O O O
O R O O
o 0o o r
© o o pr

Dziatanie na sta||'0>l 0 |]>2:

= 10),8[3,.

o o o
O o r O
, O O O
O r O O
o O r o
O o r o

Dziatanie na sta||'fl>1 0| O>2:

= [1,8]9,.

o o o
O o r o
, O O O
O B O O
o r O O
P O O o

Dziatanie na staft) 0|0),:

= [9,019),.

©o oo R
o or o
, O O O
O R OO
P O O O
O r O o

Dziatanie macierzy 4x 4 na wektory bazy obliczeniowej
{|O>1D|O>2 10,003, 13.0/0,} 10 >lz} ukladu dwoch qubitéw jest zadane przez
kolumny macierzy. Kolejne kolumny macierzy odpovapddziataniu macierzy na kolejne
wektory bazy. W przypadku, gdy rozpatrywany jestvdimy dwu-qubitowy stan, dgacy

liniowa kombinacy wektoréw bazy iloczynu tensorowego, wyniki dla pa=egélinych
elementow bazyasmnazone przez odpowiednie wspotczynniki i sumowane.

Dla stanu(a'1|0>l +,81|]>1) O (a'2| 0,+ 5, ]}2) mozna zapisé
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1 0 0 0)aa, aaqa,
010 O)|ap| |ap,
0 0 0 1|8a,| |BS,
0 0 1 OlBA] LBa,

:a'la'2|0>lD|0>2+0'1,32|O>1D|]>2+,31,32| i1D| Qz+'8g2| ;'1D| )‘2
= 1|O>lD(0'2|0>2+,82|]>2)+,31|j)lD(,B2|qz+0’2|:};2).

W ogoélnym przypadku stan koowy nie jest stanem separowalnym (w ddiéniu od
pocatkowego stanu). Jest to zobrazowanie bramki wpra@ajade] sphtanie (w
rzeczywistéci sphtanie powodowane jest nuzy-qubitowym oddziatywaniem). Gdy
a, =1, = 0, wtedy stan qubitu docelowego nie ulega zmiansomiast gdya, =0,4, =1,

stan qubitu docelowego dziata jednoqubitowa bramilemacji (bramka PualiegoX ),
zmieniajc miejscami wspoétczynniki,

,32|0>2+0’2|]>2:X(0’2|0>2+,82|]>2),

Zatem, bram& CNOT moaozna zapisaw nastpujacej postaci:

Oraz dla dowolnych stanéw:

0)0lg) DD [g) 0 x4 g).

13.2. Uktad kopiuj acy

Pomimo tego,ze twierdzenie No-cloning wskazuje na brak ziwosci kopiowania
nieznanego stanu kwantowego, ina rozway¢ uklad kopiujcy wykorzystujc
przedstawioa powyzej bramk w celu zilustrowania twierdzenia No-cloning.

Dla stanu qubitu docelowegl®) oraz dla stanu qubitu kontrolnegp|0)+3|1) (dowolny
nieznany stan kwantowy), dziatanie brar@OTmazna zapisé nastpujaco:

(al0)+42)019 =a( 90| 9)+4( 301 9)
097 a(|0)3]0) + A(|40]3).
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Jak wid#&, otrzymany wynik kacowy nie jest iloczynem tensorowym dwoch identyainy
nieznanych stanow, tak jak by nzééo oczekiwa od procesu kopiowania:

a(|0)0]0)+A(30[3)#a*(190| 9)+as(| 90| 1)+ Aa(| p| §+4°(| 10| 3.

Jednake, powysze réwnanie jest spetnione die=1,5=0 lub o =0, =1, co pozostaje w
zgodzie z mgliwoscia kopiowania znanych standéw (zgodnie z twierdzenMoacloning).
Postugugc sk macierzowym zapisem mpoa zapisé dzialanie dla stanu wé&jiowego

(a0)+49)0]9,

2

1 0 0 0)a a a
0 100p0 = 0 , ale oczekiwany wynik procedury kopiowania jesstagi: ap .
0 00 1|8 0 a
0 01 00 |p 5

13.3. Bramka kontrolowanej operacji U

Mozna poda ogélm posta& dowolnej dwu-qubitowej bramki kontrolowanej. Dwuljtowa
kontrolowana operacjdJ maze by rozumiana, jako dwu-qubitowa bramka z qubitem
kontrolupcym dziatanie jedno-qubitowej operadil na qubicie docelowym. deli qubit
kontrolny jest w stanie stalj&), wtedy operacjdJ) jest stosowana na qubicie docelowym.
Gdy qubit kontrolny jest w stani|s§)> stan qubitu docelowego nie ulega zmianie. Grafeezn

bramka kontrolowanej operadjl ma postéa

) I )

) u u”lg)

gdzieUY oznacza operagciU gdy ¢ jest stanen1|1>, orazU? =1, w przypadku gdyy jest
stanem|0). W ogolnym przypadku, nima zapisé |¢)0|¢) O 0. |¢) DU | ), lub
pod& post& macierzow bramki kontrolowanej operadj :

U —_

controlled-U ~—
0 O
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* X%

* k%

* p Kk

Mozna take uogoéiné operacje kontrolowanU na operag n-qubitowa, czyli,

n{ U

Kolejnym krokiem jest reprezentacja dowolnej dwutpibej operacii.

Przyktadowo mena rozway¢ dwa przypadki:

) H H|y)
) )
) )
) H H¢)

Pierwszy przypadek nioa opisé w nastpujacy sposoéb,
#)01¢) - Hlw)Dlg).
Dziatanie tej operacji mma przedstawitakze jako,
Hly)O1[g)=(H 01)(j¥)0]4)).

Macierz H LJ1 ma post&:

10 1 O
1 (10 10 110 1 0 1

HOI =—— =— .
J2lio0 -1m0) J2/1 0 -1 0O
01 0 -1

W drugim przypadku operacja jest postaci:

9)0l¢) ~ )0 H|g)=(10H)(l¢)D]9)).

Projekt wspétfinansowany zeodkéw Unii Europejskiej
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Strona 77 z 124




) —

UNIA EUROPEJSKA b

KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI

%
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI ‘%& Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

*

A odpowiadajca jej macierz:

Mozna teraz sprébowaskonstruowabramle CNOT za pomog kontrolowanej bramki :

U f—

controlled-Z —

o O O
o O+ O

oraz dwéch bramek Hadamardha.

Rozwamy nas¢pujacy ukiad:

[

z

Dziatanie powyszego uktadu bramek jest ngsijace,

(H O1) (U consones- o) (H 01) () D[ 2))

Mozna sprawdiczy (H O1)(U smoresz) (H O1)=U cyor W reprezentacji macierzowej:

10 1 0100 O 10 1
1101 0 1o 10 o/1|/0 1 0 1
J2/1 0 -1 0o/lo 0 1 o/J2| 1 0-1
01 0 -1{0 0 0- 01 0-
10 1 0Y1L 0 1 1000
1101 0 -1{0 1 0 1| |00 0 1
"2/10 -1 0|10 -1 0| |0010]/
01 0 1/01 0 -1) (0100
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Wynik nie odpowiada macierz€NOT. Okazuje si jednak,ze jest to bramka kontrolowane;j
negaciji, ale z zamienionymi qubitami kontrolnym odocelowym. Dlatego teraz rozivay
inny uktad bramek:

Dla tego uktadu mima zapisé&

(1 OH) (U consones-2) (1 TH ) () D[ 9))

Ponownie sprwadzamy, ¢4y OH )(U . uoreaz) (I OH );U cNOT

1 1 0 0100 O 1 1 0
1/1 -1 0 0/0 10 01/1-10
J2/0 0 1 1/lo 0 1 0/J2l0 0 1 1
0 0 1-1{000- 0 0 1-
1 1 0 0YL 1 0 0) (1 00O
11 -1 0 01 -1 0 0| |0 10 O
"2/0 0 1 -1/0 0 1 1| |0 0 0 1/
001 100 0 1-1 o010

Wynik wskazujeze rozwaany uktad bramek jestisamy z bramk CNOT, czyli,

- — = ]

H Z—H— D

13.4. Dziatanie bramki CNOT na macierz gstosci uktadu dwoch qubitow
Macierz gstasci spetnia nagpujace warunki:

o = p, - warunek hermitowski
Trp, =1 - warunek normalizacji

(@|ps|¢)=0 - warunek dodatniej okénosci

Macierz gstasci dla stanu czystego,
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A

Pn =) (W],

jest operatorem rzutowania na ten stan.

Dla stanu czystego pary qubitow ama zapisé:

|¢/>AB :IZ]: |> D|i>B'
Pac =W e aolW]= 222,661, D] 1) o (PO o(dl

i,j pa

=22226Ga (114 P D] e ofdl)-

i,j pa

Pojedynczy qubit ogolriai nie jest jednak w stanie czystym i odpowiadaj mu stan
mieszany jest opisany przez reggstjaca macierz gstasci:

bA :TrB/A)AB
TrBﬁAB:ZB<n|ﬁAB| n>B :' Z Cijépq| i>A A< d B<d J>B B<d r)B
n i,j,p.a,n TT
= ;pcm pn| >A A<p| :_Z:pclpn| i>A A< p|

Przypomnijmyze dla stanu czystego byto:
'bA :|¢/>A A<¢/| = Z:CidlT | i>A A<j|
)
@), = 22611,

Macierz gstaosci qubitu w stanie czystym ma ngstijaca struktuk:

p=[ 2 %)~ a0 afotdealdaral 2

a, a,
Dla stanu mieszanego,

Pa=TrPus = Z CinC pn| >A A< p|'

i,n,p
Latwo jest sprawdziwlasnaci macierzy gstasci,

(W|auw), = A<w|[2cinc;p|i>“< p|)|w>A=

i,n,p

Wl A‘ >0
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10,00 = 3 K| Zeuailiu(o]]9), = Tlanf* 220 nomaizaga o),

Lnp

Dla dwuqubitowej macierzyegtasci mozna napisé&

Pr =[ala2(|0>l[]|0>2)+a],82(| 0>1D|]>z)+'39'2(| 3.0 Qz)+'3132(| 1,0 ;lz)}
| aid,(,(0]0,(0) +a.B,( (A0 (1) + B (10 Q)+ BB {10 (D]

*

=a,a.a,,(|0),,(d)0(9, (0)+ aaas,
|

O

=

o~
\_/_g_

+a,,f,0,(|0), (1) 0(| 9, () +aaB.5( 9, {0)0( 0, { )
+a,8,0,0,(|0), ,(0) (|3, (0)+a.8a5(10, (4)O( 3, £
+a,8,8,05(|0), (1) 0(|9, (0)+a.B8A86( 9, ()O( 3, L)
+Ba,a,d (|0, ,(0)0(| 9, )+ BaaiB (13, (QO( 0, )
+Ba,Bd,(|1), (1) 0(19, (0)+Ba.B8( %, (HO( 0, LY
+BB,a,0,(|, () O(|3, (d)+BAas( 3, (QO( 1, L)
+B50(19, (1) 0(3, (d)+BAAE(13, (DO(2, L1

Lub w postaci macierzowej,

aa.ma, aggp, agfg, aqgff,
. _|apmd, afap, affa, appB,
¢\ Bama, Bog B, BaBid, BaBB,
BLaa, BLa S, BBLa, BBEB
a|a)” o) a B, aBlal ag BB,
|l Ba; lal|Bf aBpa, aBlBl|
aplal apaB, |Blaf |Bl'as,
aBap, aB|BL 1BId B, |BIIBY

Ztozenie macierzyCNOT wraz z macierzgestasci mozna wyrazé w nas¢pujacy sposob:

|a’1|2|a2|2 |al|202ﬂ; aﬂ1|azlz agf B,

1 0 0O
0 1 0 o|la) Ba, |af’|B]° aBBd, apf.|BS
0 0 0 1aglal apaf, |Ble) |BaB,
0 010

a.8a,8, a.BlBY 8.6 |BIB)
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a” |a)aB, aBla) agB B,
Ba, lal'|B]" aBBa, ap|Bf
a,Ba,B, aBlBf |8 a8 |BI1B) |
aBlaf apaf, |Blal |BasB,

Mozna zauway¢, iloczyn macierzyCNOT z macierz gestaici sprowadza gido wzajemnej
zamiany rzdow 3 i 4 w macierzy gptaici.

Dla dowolnej transformacji unitarnd) (w ogélnym przypadku, odpowiadagj zmianie
bazy przestrzeni), nina zapisé,

Ax=y,
Uy=y=y=U"Y
Ux=X= x=U"%
AUT'X =UT'Y = UAU ' x= y= Ak= ¥.

Mozna tak transformagj CNOT zastosowado macierzy gstaci:

e |af'ap, afila] aabi,

1000 1000
b = 0 1 0 ofllafBa, |af|B]° aBBa, af|Bf |0 1 0 0
0 001 al*lgl|a2|2 a,Ba.p, |,6’]|2|az|2 |,31|202,32 0 001
00 1 Oapas aplsf |Bfd.p |a]ef)\0 0L 0O
{5’32”22 @ a B, aBlal” agBB.1 0 o o
_ o B, |a|B)" aBBA, aBlBl |0 1 0 0
a,pa.pB, a.plBl |Blas |A[|A) |0 0 0 1
aplaf apap, |plal |Bl'ap )0 O 1O

‘al‘z‘az‘z \al\zazﬂ*z

_|laf B, Jal’|B) 15
aBa,B, aBIBL |8 as |88
aBla apas, |G| |5

Nalezy podkréli¢, ze przedstawiony powgj opis bramek podany byt w bazie obliczeniowe;.
W przypadku wyboru dowolnej innej bazy, dziataniarhek (np. dziatani€CNOT) bedzie
raczej nieintuicyjne. W szczegokw, w przypadkuCNOT stan qubitu kontrolnego nie ulega
zmianie tylko w przypadku bazy obliczeniowej. Aby tobrazowa&, przyjmijmy ponisza
post& bazy:
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<
+
=

-
~~—
1
(@]
~~—
S
N2

Ny

Oraz dla uktadow dwu-qubitowych:

|ﬂmhﬁpwwmqmﬁ%w»1:;i

V2 V2 21|’
1
11l
0,71, (19,#13,)_ 1 1
-0 = 1 10 2 2 = ,
ole=| o194
__1_
L
0,4[,),(19,-19,) _ 1|1
al-) = 1 10 2 2 = ,
ol=| o9t 47
__1_
=
0,13, ) (19,13,) _ 1] 1
\gl=) = 1 10 2 2 = _
ol=( o[04
_1_
Dla bramkiCNOT mazna zapisé&
1 00O 1] i
O L OO 1o oe. |4 o)+,
0 0 0 112/ 2
0010 |1 |
1 00O 1] 1
0 o o 13l _d75 ) - 1Hooee o,
0 0 0 12|-13 2-
0010 |[-1 |-
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1 000 1 1
01 0 Of1]-1 1|-1
00 0 12 1173 - 4 MBRHDET-|9)0[),
0010 |-4 [ 1]
10 0 0 [ 1] [ 1]
01 0 O0f1]-1 1|/-1
00 0 12173 1| PBIEED-[+)D]).
0010 |1 [-1

Z powyzszego wynikaze w rozwaanej przykladowej bazie, qubit kontrolny zamiendgt sila
z qubitem docelowym. Qubit docelowy nie zmienianstaa skutek dziatania bram&NOT.
Dla stanu| +> qubitu docelowego stan qubitu kontrolnego ulegaaniei na przeciwny. To w

prosty sposéb obrazuje wptyw wyboru bary na dziathréenek kwantowych.

Stany bazowe przedstawione paeymazna uzyska dziatapc bramk Hadamarda na stany
bazy obliczeniowej:

H[0)
HID

+>,
Wykorzystupc powyzsze formuty mena zaprojektowd ukiad bramek, ktéry spowoduje
zadziatanie bramkCNOT w nowej bazie{|+>,|—>} , a nasgpnie zamieni bagponownie na

baz obliczeniowa {|0> |]}} . Taki uktad ma naspujaca postd:

Macierze odpowiadage trzem kolejnym egciom powyszego uktadu majposta:

11 1 1 1 000 11 1 1

111 -1 1 -1 01 0O 111 -1 1 -1
HUOH== ,CNOT= HOH == .
211 1 -1 -1 0 0 01 211 1 -1 -1

1 -1-11 0010 1 -1-11

Zatem wynikowa macierz opisiga caty uktad jest postaci:

Projekt wspétfinansowany zeodkéw Unii Europejskiej
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Strona 84 z 124



[ o13) UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI "%’ EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY

1 1 1 1)1 00 1 1 1
111 -1 1 -1/{o 1 o 1-1 1 -
41 1 -1 -1/0 0 0 1 1 -1-
1 -1-1 1)lo 0 1 1-1-1
1000
o001
lo o1 of
0100

Powyzsza macierz opisuje operadtNOT przy zamienionych rolami qubitach: kontrolnym i
docelowym. Tak operacg maozna przedstawinastpujaco:

) ——e——1¥)Dl¢)
) i )

1 0 0 0 [00]0-|909
0 0 0 1] [H0J0 -[HD[0
0 01 0/|0)0[)~[dO9
010 0|

HO[D - [90]3
13.5. Bramka SWAF

OperacjaSWAF zostata wprowadzona w celu zrealizowania zamianydstatwoch qubitow.
Bramka SWAF oznaczana jest w naptijacy sposob,

VRN

1L =
D S

Dziatanie tej bramki mma przeanalizowana podstawie kolejnych krokow:

"

D

)0|g)
0T ) D(4)0|¢))
0 eee el [lg) 0(16) Olw)) |0 (1) 2 |@) =[¢) O (| 4) O[w)
DML ) O[(|8)0]w)) 0| 4) ] =|4) Dlw).
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Przyjto tutaj, ze allb=Dbl] a oraz aD(aD b) = b. Macierzowa reprezentacja unitarnej
operacji SWAF jest nasfpujaca:

1 00 01 0O O)y1 00O 1 000
0100)00O01j01 00 (001O
000 1/0 0 1 0J0 0 0 1] [0 1 0 O}
001 0{01O0O0/0O0C1O0 0 001

Mozna zweryfikowé dziatanie bramki wykorzystag posté macierzow. Rozwamy dwa
qubity w dowolnym stanie, ktoére poddane zostdnataniu operacfsWAP

1 0 0 O)|aa,| |aa,
0 01 Of|apB,|_|Ba
0 1 0 o o |7 ap | [0kt A0 al0. A1)
0 0 0 1AL |BA

Mozna zauway¢, ze nasipita zamiana wspotczynnikow. Odpowiada to wzajemnej iayne
kwantowej informacji pomeidzy qubitami. Operacj®WAF w pewien sposoéb jest paygiana
z twierdzeniem No-Deleting — préba usurcia nieznanej informacji skutkuje tylko
przesungciem tej informacji.

13.6. Bramka CNOT w reprezentacji dowolnej kontrolowanej bramki U

Nalezy podkréli¢, ze bramkaCNOT, jako bramka dwu-qubitowa, jest szczegdlnie istatna
punktu widzenia twierdzenia o dekompozycji bramki. Rdygystupc wytacznie brami
CNOT oraz operacje jedno-qubitowe jest e skonstruowanie dowolnej kontrolowanej
bramki U . Przypominamyze dowolna unitarna jedno-qubitowa operatlamoze zosté
przedstawiona nagiujaco:

ABC= 1,
U =¢e“ AXBXC.

Najpierw rozwamy jedno-qubitow operact zmiany fazy. Przypomnijmy;e konstruowana
jest bramka kontrolowana — g rozwaana bramka fazy tak powinna by kontrolowana

qubitem kontrolnym. Jeli qubit kontrolny kdzie w stanie|0>, to stan qubitu docelowego
nie ulegnie zmianie, natomiastsljequbit kontrolny kdzie w stanie|1>, to stan qubitu
docelowego zostanie pomimany przez czynnik fazowg” , zatem:
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9c[9 ~[98]9
0)8[3 - 1903
D[ ~[30e° |9
Do[Y - 190e3

W reprezentacji macierzowej kontrolowana bramkg fazizie miata posta

| 00
200
0 0éd 0
00 0 €

Mozna to zapisanastpujaco

10 0 O
1 0 01 0 O
gl =
0 € 0 0é& 0
00 0 €

Zatem, mana przedstawikontrolowarn bramk; fazy w nastpujacej postaci:
1 0
T o -
N—
e’ 0
—( 0 e“’j -

Wykorzystupc powyzsze oraz midiwa dekompozycje operacjlJ, mazna przedstawi
kontrolowar, braml¢ U w postaci:

| v) G el

U |#) — C[—&—{B[—>—1A u’[¢)
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Jezeli qubit kontrolny jest w stanify) =|1) wtedy stan qubitu docelowego podledrdzie
operacji U = €“ AXBXC, a w przypadku, gdy qubit kontrolnydrie w stanie|y) =|0)

wtedy na stan qubitu docelowegedaie dziatata operacjdABC= |.

13.7. Bramka Toffoli

Bramka Toffoli jest klasycznbramlq odwracali zdefiniowan nastpujaco:

=1

puts Outputs

O

c rast clab

RlR|R|r|o|o|o|o|w
R|rR|o|o|r|r|o|lo|o
R OROIFRIOIFRIOIO
RPIRPRPRPRPRPOOIOIOIYD
N == ===
olr|r|o|r|lolr|o

Negacja trzeciego bitu zachodzi w przypadku, gdg bity kontrolne § w stanie wysokim.
Bity kontrolne nie ulegaj zmianie podczas dziatania bramki. Bramka Toffektjbramk
odwracala. Ta bramka mie zosté wykorzystana do realizacji bramki NAND — wystarczy
aby bit docelowy byt w wysokim stanie,

a a

b b

1 < 10ab= ab

Bramka Toffoli mae take realizowa bramle FANOUT (czyli, rozdwojenie klasycznego
przewodu — skopiowanie bitu). Wystarczy, aby bitelowy byt w stanie niskim a pierwszy
bit kontrolny w stanie wysokim.

1 * 1
a a
0 ran a
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Oczywiscie mazna take zrealizowa bramk; AND,

a a
b b
0 b ab

Kwantowa realizacg bramki Toffoli jest maliwa dla uktadu dwdéch qubitéw kontrolnych i
jednego qubitu docelowego. Stany poszczegélnychit@ub zapisywane & w bazie
obliczeniowej — co umdiwia postugiwanie s sumy modulo 2 (dzgki interpretacji standw z
bazy obliczeniowe] na bity klasyczne). Opega€pffoli (mozna p oznaczé jako bramk
CCNOT) na gubitach mmma zapisé nastpujaco,

), 0J¢), Dl DFT~|g), D), O() O (1) Ju) o)

Nalezy zwrdck uwag:, ze powy:szy zapis jest umowny, ponievaumall oraz iloczyn
stanéw(|t//>A|l//>B) odnosz sic do rachunku klasycznego bitdbw — ma to jedynie s#as
stanéw obliczeniowych bazy.

), ), ¥), ' ),
@), @), @), #)
#)e b ). O(j@),|¢),) [¥)e X ) O(j9),]9),)

Korzystajc z wkasnéci iloczynu tensorowego, oraz z waitodla poszczegdlnych wektorow
z bazy obliczeniowej ukfadu trzech qubitow, zna otrzyma post& macierzowy operatora
podwojnie kontrolowanej negacji — jest to macigpz8:

CCNOT=

O O O O o o o P
O O 0O o o o+ o
o O O 0o o rr OO
O O 0O orr OO0 o
O O O r OO O O
O O r OO O o o
R O O O O O O O
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13.8. Bramka Fredkina

Bramka Fredkina jest tak klasycza odwracalia bramk:

=1

puts | Outputs

o

PR RPRPRPRPOOIOCOIY
N == =l=)=
NN == ==]l=x

RO O|IFRIOIFL OO0
RPFPIORFRRFRIOOOIQ

RO IO|IFR IOk O

Klasyczna bramka Fredkina jest odpowiednikiem kaotwanej bramki zamiany (SWAP).
Bitem kontrolnym zazwyczaj jest bit ostatni — zgléo gtéwnie od definicji. Podobnie jak w
przypadku bramki Toffoliego, korzyst& z bramki Fredkina mma przedstawi bramle¢
NAND:

0— ab 1] | b
a—] —ab 0—] —ab
b b ab ab

W przypadku kwantowym nmma zrealizow& bramle Fredkina w oparciu o kwantew
kontrolowara bramle SWAP. Operacji SWAP odpowiada ngsijaca definicja:

1 0 0 O)\|aa,| |aa,
0 0 1 Ofapf Ba
01 0O IB:lLa!z = aj];gz @[02|0>1+182|]>1]D[a1|0>2+,31|]>2:|.
0 0 0 LAG]| BB,

SWAP

Mozna zaproponowapost& macierzow dla kontrolowanej bramki SWAP:

Projekt wspétfinansowany zeodkéw Unii Europejskiej
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Strona 90 z 124



) —

UNIA EUROPEJSKA K,
*

KAPITAL LUDZKI EUROPEISKI |+

%
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI ‘%& Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

O O OO oo o ek
O O O 0o o o+ o
O O O o o OO
O O O o+ O o o
O O OFr OO O o
O r OO O O O O
O O r OO O O O

W powyzszym przypadku qubitem kontrolnym jest pierwszyigulezeli qubit kontrolny jest
w stanie|1> wtedy zamienianeasdwa pozostate qubity. Natomiast, w przypadku gdbitg

kontrolny kxdzie w stanie}O} wtedy stany wszystkie qubity pozosidrez zmian.

13.9. Dowolna kontrolowana operacjau

Mozna rozway¢ ukiad n qubitow kontrolnych im qubitow docelowych, ktére zostan
poddane dziataniu operacji unitarngj gdy wszystkie qubity kontrolne znajdsic w

odpowiednich stanach. Taka opeeatjozna zapis& nastpujaco,
C™(U)[ %% %)[er) =| % %... %) U= g,

gdzie U oznacza unitagn operacg na m qubitach, axx,... x, jest iloczynem bitow
X, %,-.., %, . Reprezentacja graficzna jest rpsiacej postaci:

o Ho

Dla utatwienia mana przypé, ze m=1. Dla wigkszych m mazna zastosowa podobne
rozwazanie i otrzyma posta& odpowiednich bramek.

Ogolm postd& macierzy kontrolowanej operagji , dla uktadun qubitéw kontrolnych, oraz
m docelowych ména przedstawijako:
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o (u) {'(zn*mzmg(zw) ] ’ J

2Mx2m

Natomiast, dowolna podwojnie kontrolowana operacjgest postaci:
Ne— TJ}TE—
-V v* \

(1-i)(1 -iX)
2
=V?=X,

gdziev? =U . W przypadku gdy,

powyzsza realizacja odpowiada bramce Toffoliego zrealaatej za pomacbramek jedno-
qubitowych oraz dwu-qubitowych. Warto zwréciuwag: na fakt, ze w przypadku
informatyki klasycznej nie jest mitwe zrealizowanie za pomededno- i dwu-bitowych
odwracalnych bramek bramki Toffoliego, czy dowolhydktadow.

Jak zostanie nej pokazane, dowodnunitarra operacg mazna zrealizowé (z dowolry

doktadndcia) za pomoe bramki Hadamarda, fazy, CNOT%T. Dla przykladu mena

przedstawd realizacg bramki Toffoliego:

4 . l IT—
— l 1 T+WT+\U S+
D —AHMATHFEATHETHHT HH

Realizacja dowolnej operacﬁ:”(U), gdzie U jest unitarg operacy jednoqubitowy ma
post& trzy-stopniow, oraz wykorzystujen—-1 qubitdw roboczych, ktére na pagku i na
koncu dziatania operaciji znajdugic w stanie|0) .
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* ok

® ? 3
%% %,... %) * .
3 ®
N —.|~ 69_
N\
000...0 T .
n-1 ‘ *
boyod
@) u
I | ] | |
Etap 1: Etap 2: Etap 3:
realizacja AND U |l//> przywrdcenie stanéw
qubitow pocztkowych
kontrolnych qubitom roboczym

Bramka kontrolna, dziataga gdy qubit kontrolny jest w stanj@) ma posté

i @—HIH—

Przyktad bramki kontrolowanej:

O — H H -
\ 4

<
O — H H I
D D

Pierwszy i trzeci qubit mugzby¢ w stanie|0), a drugi qubit musi byw stanie|1), aby
operacjal zostata zastosowana do czwartego qubitu.

Mozna talke rozway¢ bramki kontrolne, ktére majwiele qubitéw docelowych:
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S—s
@—I

D
N

Notacja ta oznaczaze jezeli qubit kontrolny jest w stani¢1>, wtedy do obu qubitow

docelowych zostan zastosowane operacje kwantowej negacji. W przypadkly qubit
kontrolny kzdzie w stanie|0>, wtedy stany qubitéow docelowych nie ulggamianie.

Macierzowa postatakiej bramki jest nagpujaca:

000 ~000 1 5 0 00 0 0
00D ~[00} |5 1 0 0 0 0 O
010 ~[010 (0 0 1 0 0 0 O
|01 ~|01} |0 0 0 1 0 O O
|100) - |11} 000O0O0O0O
|1o]>_>|119 0O 00O OO?1
|110>_)|101 0O 0O0OOO10O0
119 - |100 0000100

13.10. Operacje wielo-qubitowe — bramki uniwersalne
Mozna sformutowé nastpujace twierdzenie:

Kazda wielo-qubitowa unitarna operacja fe@osté zrealizowana za pomgainiwersalnego

zbioru kwantowych bramek, np. bramki Hadamarday,f&NOT, g

Dowad tego twierdzenia opierasia pohczeniu trzech konstrukcji:

» Pierwsza konstrukcja wskazuje na mdiwos$¢ doktadnego przedstawienia dowolnej
operacji unitarnej, jako iloczynu operatorow unitgeh dziatajcych nietrywialnie na
wytacznie dwa stany (lub mniej) z bazy obliczeniowgjdratory te reprezentowang s
przez tzw. macierze dwu-poziomowe).

* Druga konstrukcja wskazuje,ze dowolny unitarny operator opisany macaedavu-
poziomowa mazna przedstawiza pomoea wytacznie bramek jedno-qubitowych, oraz
bramek CNOT.

* Trzecia konstrukcja wskazujeze kazda wielo-qubitowa operac mozna przedstawi

(z dowolm doktadndcia) za pomog bramek Hadamarda, fazGNOT, g
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Pierwsza konstrukcja

Rozwamy unitarry macierzu,,,

C

1
O T 9
—~ (D o
- O «Q

UUUU=I=U=UUU:.
Poszukujemy macierzy,,U,,U.,.

Konstrukcja macierzy,

—a  _b
NER R ESLE

b -a
N R EET,
0 0 1

b=0=U= bz O=U=

o o+
o B O
= O O

W obu powyej wskazanych przypadkach, maciadz maciera dwupoziomowy. lloczyn
U,U ma posté

al d! g!
uu=0 € H
c f
Konstrukcja macierzy,
- a” 0 d
a 020 a2+ FRTE
c=0=U={ 0 1 0 cz0=>U= 0 1 0
0 01 c _ 0 ==
a4 |4
lloczyn U,UU ma post&
1 dll g"
uuu=0 & H
O f" i"
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Z unitarndgci U,U,,U, wynika, ze U,UU jest macierz unitarrp i z unormowania
pierwszego redu,

d" = g" — 0
Konstrukcja macierzy,,
1 0 O
U3 = O e"* frr*
0 h"* |"

Wida¢, ze iloczynU U UU =1, oraz,

UUUU=1=U=UUU".

Dla dowolnej macierzy unitarngj w d -wymiarowej przestrzeni Hilberta moa zastosowa
analogiczn do powyszej metod. Mozna znale¢ macierzeU,,...,U,_, takie, ze iloczyn

U, U,,...UU ma w lewym goérnym rogu 1, a w pozostategscz pierwszej kolumny i
pierwszego rgdu zera. Nagpnie naley powtorzy procedu¢ dla macierzy o rozmiarach
(d-1)x(d-1), ktéra znajduje siw prawej dolnej cgci macierzyU, U,,..UU. W
koncu bedzie mana zapisé,

U=V..V,, ks(d-1)+(d- 2)+...+1=M.

Zatem,

2“(2“—1)_ o

Druga konstrukcja

Mozna pokazé, ze przy wykorzystaniu wykznie jedno-qubitowych bramek oraz bramek
CNOT mazna zrealizowa dowolm dwu-poziomowy unitarrg macierz.

Zatzmy, ze U jest dwu-poziomow unitarry maciera, ktora dziata nietrywialnie na stany
|a) i |b), gdziea=4a...a,, b=h...h sa binarnymi rozwiniciami stanéw. NiectJ bedzie
nietrywialm maciera 2x 2 — operacj jedno-qubitow.

Dla utatwienia mana zastosowakod Gray'a. Niecha=a... g, i b=h... h beda odlegtymi
liczbami binarnymi. Kod Gray'aatzacy liczby a=4a...g, i b=0...h,, jest cagiem liczb
binarnych, w ktérym kolejna liczba 16i si¢ doktadnie na jednym miejscu od poprzedniej.
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Niech g,,..., g, beda elementami kodu Gray'a takimie g, =a, g, =b (m<n+l, boa i

b mog sie rézni¢ maksymalnie nan pozycjach). Idea implementacji polega na
zrealizowania zmiany stanéw,

|gl> _’|gz> e _’|gm—1>'

a nastpnie, na zastosowania kontrolowanej operagji na qubicie docelowym, ktory
odpowiada miejscu w zapisie binarnym, gdzienig si¢ stany|g,.,) i |g,,), oraz finalnie na
powrocie operacjami

|gm—l> - |gm—2> e _’|gl>

Dla przykfadu,

1 0 00 0O0O
0Oc 00O0OCc O
0 01 00O0TDO
0 001 00O .

U= , U= “@ @
0O 00010 O C, C
0O 0 0OOO1O
Oc, 000 O¢c O
0O 0 00O OOTO

Powyzsza macierz dziata nietrywialnie na dwa stany:

0 0] [0] 0
1 ¢ |0 C,
0 ol|o0 0
0 o||0 0
0 = |00 O3 ¢ | 00} +c,| 119= ol o - | 17009 ¢| 00% | 1}6& 0
0 ol|o0 0
0 Gl|1 C,
0] 0] |0 | 0]

Koda Graya dla tych standw jest regstjacy

g, |0 |0 |O

Projekt wspétfinansowany zeodkéw Unii Europejskiej
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Strona 97 z 124



) —

KAPITAL LUDZKI UNIA EUROPEJSKA | ,**,

J *
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI ‘%& Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY o

*

Czyli uktad lzdzie miat posta

G U

a,

G

Jako,ze zbior operacji unitarnych jestagty, nie istnieje méliwos$¢ przedstawienia go za
pomoa dyskretnego zbioru elementéw. k@ raczej tu méwio przedstawieniu z dowolnie
dobrym przyblieniem.

Trzecia konstrukcja — uniwersalnas¢ skonczonego zbioru bramek

Wykorzystupc bramki Hadamarda i bramkig mazna zbudowa (z odpowiednim

przyblizeniem) dowola jedno-qubitovy unitarrg bramle. BramkaT jest obrotem wokot osi

Z 0 kat IZT (z doktadnécia do nieistotnego czynnika fazowego) natomiast bieamkH jest

obrotem wokot osix takze OIZT. Czyli mazna zapisé,

eses =(cos’—7 |- i sin ZJ( codl I-i siA Xj
8 8 8 8

=cog | - (i cos™ (X +2)-i sinl—TZstinE.

8 8 8 8

Jest to obrot wokét osi :(Cosg ,sin% ,co%j (gdzie N jest wersorem tego kierunku) o

kat &, okr&lony przez cosgz coé’—;. Czyli wywajac wylacznie bramki Hadamarda i

bramki g maozna skonstruow@ bramie &(6’) (mozna pokazé, ze & jest niewymiern

wielokrotnagici 277). Wielokrotne ztaenie Rﬁ(e) maze by wykorzystane do dowolnie

doktadnego przyhtienia dowolnej rotacjR, (a) . Niecho >0, J ustalona dokfadro,

N>2Z NDz
K]

g,0[0,2m), 6, =(k&) mod2r.
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Mozna zapisé, ze,

21T
j’m{g“}\ek —ej\ << J.

Bez straty ogolngi zatlazy¢ mazna,ze k > j, wtedy,
6,.,|<3.

W zwiazku z tym,ze k # j oraz,ze & jest niewymiera wielokrotngci 2rmamy 6.,%0.

Wynika z tegoze 6’|( wypetnia przedzia{O, 2n) przy zmianiel , w taki sposébze dwa

k-j)
sasiednie elementy giju nie g oddalone od siebie bardziegr 0; mazna wic napisa

O0E(R(a).[R(A)]) <<

&0 n 3
Zatem,

HR; (@) H = R,(a),

gdzie m jest wersorem WektorEacosg ~ sing ,cong, Z czego wynika

E(Ru(a).[R(O)])<5-

Wykorzystupc fakt, ze dowolna unitarna jedno-qubitowa operacjd maze by
przedstawiona, z doktadfma do fazy, w postaci,

U=R,(8)R.(r) R(9),

mamy,

E(U.[R(6)]* H[R.()]" HLR(6)]") <.

Wynika z powyszego,ze mana przyblzy¢ (z dowolra doktadndcia £>0) dowolm

unitarna jedno-qubitowa operadjh za pomog jedynie bramek Hadamarda i bramgk

Oznacza toze zbior: bramka Hadamarda, bramga bramka fazy i bramk&NOT tworza

zbior uniwersalny.
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14. Uktad bramek kwantowych realizujacy sphtane stany (stany Bella)

Rozwamy ukiad dwdch qubitbw. Maksymalnie sfne stany rozpie na bazie

obliczeniowej uktadu dwdch qubité\{v|0>1D|O>2 10.0(3,]3,00,} 1,0 }l} nazywane
sa stanami Bella isnastpujacej postaci,

Te stany g czasem nazywane stanami EPR wazkii z paradoksem Einsteina-Podolskiego-

Rosena. Stany Bella snaksymalnie zmieszanymi stanami uktadu dwoéch qubizesrodka
odpowiedniej sfery Blocha).

Mozna rozway¢ uktad, ktory spituje dwa qubity w stany Bella.

1000
1(1 1 0100

HO1)(CNOT)=| —= 0l
( )(CO)(ﬁ[l—lj j0001
0010

Dziatanie powysze] macierzy na stany z bazy obliczeniowej jestcpajace:
0)0[0) - (|0>D|Q 1303)=
0)0[3) - —(I 90[3+30] 9)=[¢")
9 B[ - (IODIQ 130[3)=[¢7),,

989 a—(|0>D|1> 140[9)=[¢ >12

#")

12

12
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15. Uktad bramek kwantowych realizujacy teleportacje kwantowych
stanow

Mozna zrealizowa uktad teleportujcy kwantowe stany, oparty na bramkach kwantowych.:

R
v r

pomial
b

—H <> pomial
¢ >BC
\N>

XYHZ—[¥)

W pierwszym kroku realizujemy stan maksymalnieatsply na qubitachB i C, przy
wykorzystaniu uktadu przedstawionego warej. Zatzmy, ze qubityB i C s3 w stanie

¢*>BC, natomiast qubitA jest w dowolnym nieznanym stani|<iy’1>A (ktéry ma zosta

przeteleportowany). Wc stan catego uktadu

@) =10),019°)... =75 (al0),+ A1) 0(19,0] 0 +13,0]3 )

L1000, 01 9,513+ 813,0( 0,01 pe] 101 1)]

Po zadziataniu bramKCNOT na qubityA i B stan catego uktadu ulegnie zmianie:

|¢>(§LC=%[0|0>AD(IO>BD|0>C+|1>BDI3>c)+ﬁ|iAD(I 10l 0 0,0] 1]

Nastpnie na qubif jest poddany dziataniu bramki Hadamarda, co znstam uktadu na:

W) =5[a(0)+9)5(9,019.+(3,0(3)
+A(10),~19,)0( 9,010+ 9,0/ 3)]

Powyzsze mana zapis@w postaci:

W) =5[a(0)+19 )0 (9,0 9.+(3,0]3)
+A(10),~13,) (19,01 9+ 9,013 )]
=3[9, 010,) 0419 +(19,003,)0al 3
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+(11,019,)0al0.+(3,003,)0al 3,
(10),0[9,)0819.+(19,.09,) 0 A/ 3.
+(1,009,)3(-8)| 9 +(19,0/ 9,)0(-5)! 4]
=2[(19),019,)5(al0)c + £13c)+(1 9,51 3.) 0 (al 1+ 5] 0.)
+{1,010,)0(a 9 -83)+(13,013,)0(-4] 9+al 1)

Mozna wic zapisa,

10),8]9 - al9.+A|3.
10,819, - A9 +ald.
[9,8[9, - al9.-A3
9,819, - -Al9.*ald

Jezeli pomiary P, oraz P, wskaa na stan|0), 0]|0), wtedy stan qubituC przyjm

ie posté z odpowiedrdi kombinacy wspotczynnikow stanu teleportowanego. W przypadku
|0), O|1), nalery zadziaté na qubitC bramk negacji X . W przypadku|1), 0|0), nalezy
zadziatg na qubitC bramlq Z , a w przypadky1), O|1)_ nalery zadziaté najpierw bramig

X a potemZ . W ogdlnym przypadku natg zadziaté operacy Z% X" na stan qubit@€ w
celu otrzymania odpowiedniej kombinacji wspétczy@w. Informacja, jaki rodzaj lokalnej
operacji naley wykona na qubicieC, nie jest wczéniej znana — ta klasyczna informacja
musi zosta przekazana kanatem klasycznym odlegiemu obsermatoznajdugcemu s¢
przy qubicieC.

16. Réwnolegtdé¢ kwantowa
Kwantowa rownolegiet jest szeroko wykorzystywana wzrfych kwantowych algorytmach.
W dwym uproszczeniu nmma powiedzié, ze rownolegté¢ przetwarzania kwantowego

polega na jednoczesnym obliczeniu wéetdunkcji dla r&znych argumentéw (obliczeniu w
sensie kwantowym, niedgpnym dla klasycznego obserwatora).

Zatézmy, ze funkcja f (x) jest zdefiniowana nagiujaco:

f(x):{0,4 -~ {0,%}.
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Rozwamy dwu-qubitowy komputer kwantowy. Stan peiowy komputera kwantowego
niech lydzie postacia)|b). Zaktadamyze realizowana duizie operacija, ktorej wynik jest

postaci|a) D(| b 0| f(a)>) Czyli mazna zapisé,

|a) rejestr wejciowy
|b) rejestr wyjciowy

U, :[80]8 - 14040 1(4))

Jeili |b) =|0) wtedy wynikiem jes‘ f (a)>.

Zatozmy, ze stan weciowy |a) bedzie postaci,

|a>=|0>+|]>.
N

Zatem, wynik dziatania operagji , bgdzie postaci,

190]f(9)+[30]7(3)
= .

Z powyzszego wida, ze funkcja jest rownoczaie obliczana dla dwoch argumentow.

Warto wskazé, ze:
1. W zwiazku z wymogiem odwracaldol operacji komputery kwantowe musz
posiada rejestry wejciowe i wyjgciowe rownych rozmiarow.
2. Rejestr wejciowy sklada s z:
* n qubitéw definiugcych liczly catkowita x — w reprezentacji bitowej zapisan
za pomog n bitéw (dlan qubitéw mana wyreprezentowaliczby catkowite
do 2")
* m qubitéw potrzebnych do wyreprezentowania wynikokveglonej funkcji
f(x)
3. Rejestr wy§ciowy sktada si z:
e niezmienionycm qubitow wegciowych
* maqubitéw, ktére przyjrawartcci funkciji f(x)

Gdyby nie uwzgidni¢ dodatkowychm qubitow (opréczn qubitow) pojawitby si problem z
odwracalnécia operacji dla funkcji niertnowart@gciowych — operacja taka nie bytaby
unitarna. Dla funkcji réenowartgciowej m=n_

Zatozmy, ze
qux>n D|y>m):|x>n D|y|:| f(x)>m’
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gdzie|a>b oznacza-bitowa liczbg catkowita a. W przypadku gdyy = 0, mamy
qux>n |:||O>m):|x>n D|O|:| f(x)>m :|X>n D| f(x)>m
U0, (% 0])=0, (4 0]yD () =|x0ly0 10 1) =[x)0]y),

poniewa, dla dowolnegaa mamyalla=0.

Rozpatrzmy nasgpujace dziatanie:
(H 0 H)(0)010}) = Hl0) 0 H|0) = (o) +|1) £ (0) 1) = 5 (00) + |03} +10) + 1)

Mozna to uogolni nan-krotny iloczyn tensorowy bramek Hadamardd" |

Otrzymany stan jest réwnowagawsuperpozyg wszystkich maliwych kombinacji
liniowych, ktére mae przypé stan| x}n. Zatem mana napisé,

(" o1,)0), 0/0),)=

N\:||_‘

2;0 9,000,

Nastpnie ma@na do powyszego stanu zastosofvaastpujaca operac unitarrs,

on

U | 23(x,000))| =23, (x,0/0),)=

25 x=0 25 x=0

N\:|H

2;0 9, 011(x),)

Uzyskany stan, w przypadku klasycznego obliczaniartaci funkcji f, wymagatby

obliczenia wartéci dla wszystkichx — w przypadku kwantowym stan ten otrzymany jest
natychmiastowo.

Mozna dokona obliczer np. dla 100 qubitéw, czyli0) = oraz|0) , po zastosowaniu 100-

krotnego iloczynu tensorowego bramek Hadamarda, poazastosowaniu operacji unitarnej,

uzyskana zostanie superpozyda&’ stanéw, a to odpowiada okof®* obliczen wartdci
funkcji f .

Jednalke, pojawia si tutaj problem — wynikowy stan jest nieznany, asktznie maliwe jest
odczytanie tylko jego matego fragmentu. Np. po d@tou pomiaru uzyskana zostanie tylko
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jedna losowa wartgé (w zwiazku z réwnowagowym rozktadem prawdopodaligva w
rownowagowej superpozycji).

17. Kwantowa transformata Fouriera

Kwantowe procedury realizowane na komputerach kevayth mog znacznie przyspiesey
niektére obliczenia matematyczne. Bardzo istotmansformaej z punktu widzenia
kwantowych algorytmow jest transformata Fouriera.

Dyskretna transformata Fouriera jest zdefiniowaka joperator,

N-1 27mk

Z

w N -wymiarowej przestrzeni. Jej dziatanie na zespolaektor x,,..., X, Maozna zapisa
W postaci,

gdziey,,..., y, jest wygciowym zespolonym wektorem.

Dziatanie kwantowej transformaty Fouriera jest dmm Kwantowa transformacja Fouriera,
zdefiniowana jako operator liniowy, w dziataniu naektor |xk> nalezacy do bazy
ortonormalnej (rozpinafej przestrzé N -wymiarows) |0),...|N—-1) przeksztalca go w
kombinacg liniowa wszystkich wektorow z innej bazy tej samej przasii, o
wspotczynnikach danych postacperatora,

I =S ~
F|J>:szoe Nk =] 9) -

W zwiazku z liniowacia mozna zapisadziatanie transformaty na dowolny wektor,
N-1 . N-1
2 @[ )00 Bk,
k=0 k=0

Gdzie B, sa dyskretnymi transformatami Fouriers ,

N-1 ;277K

Ze“a

J-O
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Transformata Fouriera jest operatorem unitarnymlj zachowuje iloczyn skalarr(;d'2 | jl>,

. 1 N2 127k
)= 5 i),
~ 1 Nt i2”’{‘2kz
)= 2 k)

_ 1 1 N2 i27:\111k1 i2”'l\lﬂ<2
()= e e " (kI
ky=0

N-1 i27Tj1k1 i 2K, N-1 i27TH<1 5 2T K,
. e N e Né'lzzi eN e N
N&z Nz
A )
N = ’
1 N iz,,:klw 18 0 N
h szﬁl;)e _Nklz:oe _N_l,
% :_felzﬁ“(n—jz)
1 2 =

S= ql_q ,
1-q
oraz dla rozwzanego szeregu:
1 1 7% 1 i 21,4 ,)
=— < k=0=—eN =, = eN ,
A N a N N g
2m o
1-g" 1—eN('”2)N C - g 0
1 27 1712 B iy‘l_'z B ig‘l. B .
4 1 eN(] T et gt
Mozna wprowadzi odwrotry transformat Fouriera:
N-1 |Zle ~
K=Y e i,
N

Projekt wspétfinansowany zeodkéw Unii Europejskiej
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Strona 106 z 124



[ o13) UNIA EUROPEJSKA >
KAPITAL LUDZKI ‘g@ ROPEIK |5
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Politechnika Wroctawska FUNDUSZ SPOLECZNY ok

1 1 EE 17w
- e N e N - eN
N j=0k=0 | k> l\ll'z=(:Jk=0 B(
k=K,
1 & 2Kk N
= kY =—
N =Rk
k=0
k#K,
N-IN-1 N-1  N-1 27
=az2e =Kz =0
N j=0 k=0 N k=0 j=0
| S —
iL(j)maszerengeom

W ramach kwantowej transformaty Fouriera zm@ rozway¢ uktad n qubitow.

Odpowiadajca mu przestrzeHilberta kedzie miata wymiar2" . Stany bazy obliczeniowej tej
przestrzeni mzna zapisaw konwencji rozwing¢ bitowych,

)02 -1},

Dla bazy obliczeniowej,

|J>:|Jl>DD|Jn>=|Jlj n>' i =1...n jiD{O!}'

= jk = Jl jn :j12n_1+j 22n_2 .. +j n—121+j n 20
(w przyjetej konwencji zapisu dwojkowego).

Dziatanie kwantowej transformaty Fouriera na s|tp>n mazna zapisaw postaci:
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_ 1 i27(j, 27 I2ﬂ(J 27, 27) i onfjy 2N, 2P, 2°)
=| 10+ ) (jg I g)0. 0| g e 3

Krok (***) w powyzszym wyprowadzeniu nima przyktadowo przedstagvidla n=3.
Mozna zapisé&

rae 7 kK

o il'['EI]; i2mj 2 i 27 3
=1 [e‘z”'““|ooo>+ e " 7|00k+e 7| 01p+ e 7| Ol

\/;

. .5 L. 6 P
6% 100 + & Ef|1o;+ e 7| 11p+ e ?| m}

:ii(e‘znj@(z ko ||ﬂk20>+ e|2m[k12 +ky 224+ 23}| K@]

k=0 k,=0
L GG izmifk ik, 224+k, 7 L g & Zi:quiq
=;§§e@ mwpgg;eh hu@
L& |2mk2 S é'znjquq - 3 ) +é2”12q
EEEN =0 (L e o) o e
=(joy+e*n = [) 0 (|0 + =7 3)0(| 9+ & | 3)

j=j,22+],2+],2

= j121+j220+j321

120+, 24,27

=j 27t +),2%+j,2°

=(Jop+e™ 0 #Eg o g 6705020 g o[ g et BTy
=(lo)+e== [p)o(|g+ &g o | g+ €7y,

Postd& iloczynowa kwantowej transformacji Fouriera,

O
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\/;_“K O>+e‘2”(1'n2'1)|]>jm(| 0+ ei2’7(in12_1+jn22)|]>j|] DO 0+ ieﬂk(il 2, ey, zn)| :}ﬂ

umazliwia konstrukcg wydajnego uktadu kwantowego realizeggo transformat

i) —HHRFRHR, %)
|JZ> é H— \w—z_Rn—1 !X2>
|jn—l> i HHR !Xn-l>
|Jn> A — $_ H |Xn>

i27 Wy 4 n (e
adzie sarix) =[0)+ o5y =9+ €753,

Powyzszy uklad sktada siz n bramek Hadamarda, (n-1)+(n-2)+...+ 1zw

z dwu-qubitowych kontrolowanych brameR , oraz zg bramek SWAP (pierwszy z

ostatnim, drugi z przedostatnim, itd.). Bramki tyRu odpowiadag unitarnej transformacii,

1 O
Rk:[ 2{;}.
0 e?

Mozna przéledzi dziatanie powyszego ukladu na przykladowym  stanie
i) 0...0{j,)=|is-..] ,) . Rozwamy dziatanie uktadu na ostatni qubijt)

: 1 1 ek O G €°
H =—(|0)x =—||0 2 . .
i) =75 (10)[1) F2(| )+e |:>jmlﬁe.,,
Nastpnie pierwszy qubit zamieniagsz ostatnim, czyli,

INENINE

Czyli koncowy stan pierwszego qubitu wynosi

= {10+¢7 1))
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Na przedostatni qubqtjn_1> najpierw dziata bramka Hadamarda, a ¢@se kontrolowana
bramkaR, oraz zostaje on zamieniony z qubitem 2.

i) =g l9+e" 5 19|

BramkaR, jest kontrolowana przez ostatni qubit i posiadst@o

1 0
Rf{ iZnJ-
0 e*

H] = o 7 -2 g 72 g

Zatem mana zapisé,

W wyniku zamiany z drugim qubitem
[ina) = 112)-

stan kaicowy drugiego qubitu ma posta

(|0>+e "(";”:JMJ_

|%,) =

-

Podobnie dla stany,_,),

N

j i . 1 i2 Inz  dna o . .
R(gjn)Réln—l)H| ]n_2> :T£|O>+e 7{ 2 8]|1>J' |Jn—2> - |J3>,

e )

Powtarzajc ta procedug dla kolejnych standw otrzymagsivyrazenie na stavhjl} :

)|

R p= o £

Po zastosowaniu operacji SWAP uzyskassan wyjciowy |X, ),
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1)

*

|Xn>—T[|o>+e:2n(’2 T

Zatem, stan kicowy catego ukiadu przyjmuje poéta

|x)=]x) 0] x)0...0] %)

:%[|0>+eizz 1£|0 22|3>JD D_[ Q+en(n+12+..+JnJ

z |

= (lo+e™0 o jg+ €077 g . g 272 Ty |

Mozna wprowadzi oznaczenie dla wielo-qubitowej bramki realing) kwantova
transformat Fouriera (QTF):

Jako przykiad, mmna wykorzysta bramle fazy oraz bramt(g do zrealizowania ukfadu

wykonujacy kwantow transformat Fouriera dla trzech qubitow. Bramka fazy paghjako

bramkaR, a bramkag jako R,

Taki uklad ma naspujaca post#,

Dla powy:szego uktadu mama poda postd macierzow operatora kwantowej transformaty
Fouriera,
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1 1 1 1 1 1 1 1
|2—” iz—” i27m= i2177l |277—5 i 27176 i 27177
1 e® e* e e e® e?® e8
|2—” i2m= |277£3 i— i 2m= |271£3
1 e+ e e ® 1 e e es
|27'r§ i2m— |£T i2m= i 2,-[1 iz—” i 21'#5
1 1l e 8 e 8 e e e e’
ﬁ |2n£ i 27171 i 2711 i 2=
1l e ? 1 e ? 1 e 1 e
|277§ iz—” i 271Z iZITE iz—” |2n§ i2m=
1l e ?® e+ e?d e e e e
i27T§ i2mr= |2—” i2m—= i2mr= |2—”
1l e e ? 4 1 e e 2 e*
|27'rZ i 2rr§ i 2175J i277£ i27'r§ iz—” iz—”
le?® e et e 2?2 et e es

W ogoinym przypadku catkowita liczba bramek potragih do realizacji uktadu kwantowej
transformaty Fouriera jestqau:

n+(n—1)+(n—2)+...+1+E=—n(n_l)+2: n?.
2 2 2

Wynika z tego,ze uklad kwantowej transformacji Fouriera jest wygajw sensie teorii
ztozonasci), poniewa jego zt@onasé jest wielomianowa -O(nz).

W przypadku klasycznym, liczba operacji realizowanyprzez klasyczn transformat
Fouriera,

odpowiada ztéondci O( N2) = 0(22”).

Pomimo tego,ze maliwe jest przyspieszenie algorytmu klasycznej tfammeaty Fouriera
poprzez zastosowanie tzw. szybkiej transformatyrieoa, jej zi@zona¢ (chat znacznie

zmniejszona) pozostaje nadatdm ekspotencjalnegﬁ)(NIog2 N) = O( rﬁ“). W zwiazku z
tym w przypadku klasycznym nie istnieje efektywmyosytm transformaty Fouriera.

Nalezy jednak podkrédi¢, ze w zwiazku z fundamentalnym charakterem schematu pomiaru w
mechanice kwantowej degt do informacji kwantowej jest znacznie ograniczonyzwiazku

z tym nie wszystkie wspoétczynniki wyliczone kwantpivansformat Fouriera g dostpne

dla klasycznego obserwatora, w adrigniu od rezultatéw klasycznej transformaty Fouaie
Jednake, zastosowanie kwantowej transformaty Fourierd j@ezmiernie przydatne w
roznych algorytmach kwantowych, gdzie klasyczny gosto wynikowych wspétczynnikdw
nie jest potrzebny.
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18. Algorytm Grovera — poszukiwanie igty w stogu siaa (finding needlein
a haystack)

Klasyczne przeszukiwanie zbioru (np. bazy danyctgoszukiwaniu danego elementu (przy
zatazeniu wystpowania tylko jednej kopii szukanego elementu) gjeakt liniowo z liczky

elementéw — odpowiada to Zlncici O(N). Grover podat algorytm kwantowy, ktéry
proces wyszukiwania przyspieszenie pierwiastkowmjemiapc ztozonasé do O(\/ﬁ)

Algorytm Grovera zaklada istnienie kwantowej praosdokrelajacej, czy poszukiwany
element zostat znaleziony, czyli czy wyreprezentwavprzezn qubitow liczba catkowita jest

poszukiwan liczba, zwracagc odpowied poprzez funka f (x)

f(x):{o, X#a

1, x=a

Grover pokazatze jego algorytm kwantowy — w najgorszym przypadkunie wymaga
sprawdzenia wszystkich (dla poszukiwandpitowej liczby catkowitej) 2" elementéw, tak
jak jego klasyczny odpowiednik. Implementacja tegjgorytmu opiera si na unitarnej
operacji U ., ktora dziata nan-qubitowy rejestr wegiowy reprezentagy liczbe x, oraz
posiada 1-qubitowy rejestr wigiowy, ktdrego stan zmienia wastow przypadku gdyx = a

lub pozostaje niezmieniony w przeciwnym przypadRayli

U (1%, 19,) =1%,] yO £ R),-

Przyktadowa realizacja takiego uktaduiaami€ postd:

%), 0 ),
), ¢ ),
), ? ),
). ? ).
), ‘ s
| y> & X (eRaxe) | y>
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W ogdélnym przypadku uklad dziata ja czarna skrzymkde jest wiadome, ktére qubity
kontrolujp w sposob prosty, a ktére w sposob odwrotny, daiathramki X — ta informacja
jest okrglona przez nieznanliczbe catkowita a. W przypadku klasycznym, nakgoby
sprawdza wszystkie maliwe kombinacje do momentu, gdy ngst zamiana rejestru
wyjsciowego (dla poszukiwanetbitowej liczby catkowitej, w najgorszym przypadkedzie

to 2" krokéw). Ale w przypadku algorytmu Grovera wys@y wykong mniej niz 22 =N
krokow — dok}adniej(%jzz, gdy N jest dostatecznie da (wtedy prawdopodohistwo

sukcesu jest réwne prawie 1).

Przydatne jest odwrGcenia operacji zamiany stajestre@ wygciowego na operagjtylko
zmiany znaku stanu wigiowego. W tym celu wystarczy, aby rejestr $eypwy byt w stanie:

1= (0)-14).
To spowoduje odpowiedgizmiarg znaku, jak poriej:
U, (190 H18)= (-9 %0 M3,
poniewa,
U, (19 H[D) = ([0 -12)o] (3)])= (|w[|c>m\fw>—|n>mfw>])
x=a= (%09 0})- |J>D|J>J)—%(y>m[|a> [0)=(-37( 40 H
et a5 (40010/2]0-190]9]) =S5 %001 914 =3 (Ho H Y

Zatem, w przypadkwx = a, stan catego uktad zostanie pomoioy przez czynnik -1.

Z powyzszego wynika,ze rozwaana operacja odpowiada dziataniu tylko na rejestr
wejsciowy pewry operacy unitarrg V, ktéra dziata na bazie obliczeniowej w r@sfacy
sposab,

X), X#a

vi%=(" =

-|a), x=a’

Mozna wigc zapisa V jako,
V =1-2la)(al,

poniewé,
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X {al$=0

-la), x=a

(liniowos¢ V' wynika z liniowdaci U , ). W przypadku dziatania na dowolny st|aw|> bedacy

V|x>=|x>—2|a><e1>>={

superpozygj stanoéw|x) bazy obliczeniowej, operacjl zmienia znak sktadowdja), a
pozostate sktadowe pozostawia niezmienione,

Vi) =ly)-2a)(de).
Czyli, dla ogdlnego przypadku rama zapisé,
Uy (j) DH[D) =[l9)-2a)(ae) ]OH|D.

Mozna zauway¢, ze operacjaU , pozostawia stam |1) niesphtany z reszt uktadu i stan ten

pozostaje niesplany z rejestrem wggiowym przez caly czas dziatania algorytmu — dlateg
mozna stanH |1) pomira¢ w reszcie rozwaan, co utatwi zapis.

Rozwamy dowolny stan ukladu wajiowego. Mana go przyjé, jako superpozyegj
wszystkich maliwych stanéw wejciowych — wykorzystujc operacje Hadamarda,

#)=H"l0), = - 31,

x=0

Oprécz operacjV potrzebna jest tade operacjiW , ktéra dziata podobnie dd , ale nie jest
zalena od a. Unitarna transformacjdV. zachowuje znak wspofczynnika stoggo przy
stanie|¢> zmieniac znak wszystkich innych standéw na przeciwny:

W =2|g){p|-1.

Algorytm Grovera sprowadzaesdo wielokrotnego powtarzania opera®iVvV. Rozwamy
dziatanieWV na stan pocgtkowy |¢). Wiadomo ze (a|¢) = (#|a) = !

>

v]a)=-|a),
VIg)=1e)-=14).

w|g)=[g),
wia)=—|¢)-|a)
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Przyktadowo, mana zapisé,

WVWVW\g) = WVWV\{W}— «/%”' >%: WW{V | - IW]

oo [ 014 oo o2 - 2o

Z postaci|@) wynika,ze |a) i |#) sa prawie prostopadte, poniewa

1 1

\/FSW'

cosa =(al|g)=

Mozna zdefiniowa stan|a,) bedacy znormalizowas liniowa kombinac stanéw|a) i |@),

ktora jest ortogonalna do stafa) i tworzy maty kit g :g—a ze stanenjg). Obliczajc

sinus lat ,B:g—a mamy,

sinf = cosr =(a|g) = 1ns !

oraz dla dostatecznie gego N mozna przyié, ze g =

a)

N b

ES

Poniewa operacjaW pozostawia stad¢> niezmieniony, a dowolny wektor, ktory jest
prostopadty do stanllj¢> zmienia na przeciwny, wt operacg W mazna traktowd jako
odbicie lustrzane wzgtlem prostej przechodeej przezrodek i wyznaczonej przez st13451>.
OperacjaV zmienia starja) na przeciwny, a dowolny inny wektor prostopadtystanu|a)
pozostawia niezmieniony. Czyli operady mazna zkolei traktowa jako odbicie lustrzane
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wzgledem prostej wyznaczonej przez siag}. OperacjaWV jest ztazeniem dwoch odibi—
czyli jest dwuwymiarowym obrotem. Efekt rotadj/\Vv stanu|aD> - V pozostawia stan
niezmieniony, &V odbija go wzgidem stanyg).

V|g) ’ \Iau>

Czyli jest to rotacja o4t 23. OperacjaWV obréci dowolny wektor o248 w kierunku od
|a;) do|@) (rys. powyej). Dziatapc WV na stan|¢) otrzymamy stan obrécony 83 od
stanu|a, ), bo pocatkowo |#) byto obrécone g3 od stanua,). Kolejne zastosowanié/V

oddala wynikowy stan odla.) o 2. Jako,ze ﬁ:i, to po catkowitej liczbie krokéw,

7z
ktora jest najblisza %TZE, wektor wynikowy lkdzie prawie réwnolegty do Wektorba>.

Liczbe powtorzéh k mozna wyznacz§ z warunku,

1+2k=’—27ﬁ.

FR o
Dla odpowiednio diych k mazna zapisé, k = {% 2" } :

Zatem, w wyniku pomiaru w bazie obliczeniowepkowego stanu, z prawdopodolsévem
bliskim 1 uzyska si poszukiwany wynika). Mozna sprawdzi czy f (a)=1. Jéli nie, to w
celu zwikszenia doktadn@i mazna powtorzy procedug kilka razy.

19. Algorytm Shora — famanie szyfru RSA

Co wie BOB? Co wie ALICE? Co jest publicznie znane?
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oraz liczbyc i d, takie,ze zakodowania. Tylko c (nie jest znanél), oraz

Cd:]_(mod( p-I(g- ;D) Tylko ¢ (nie zna d_), oraz| tylko N = pg (nie % znane
tylkko N =pq (nie znal poszczegdine mriniki)
poszczegodlnych muaikdéw

pia)
Zakodowana wiadonso:
b= a°(mod N)
Komputer kwantowy znajduje :
_ b’ =1(modN)
De_koglowame. Klasyczny komputer znajdujd’
a=b'(modN) cd’ =1(modr)
a=b" (modN)

Jesli ¢ nie posiada wspdlnego dzielnika(g-1)( p-1) to istnieje takied, dla ktérego
powyzsze jest spetnione.

Wiadome jestze a1 " = a(mod pq), to jezeli cd =1+ s( p-1)( a-1), zatem

acd -

a(mod pq)
b=a’(mod pg) (z matej teorii Fermata)
b’ = a(mod pq)

Szyfr RSA mana ztama, jesli posiada si szyblky metod wyszukiwania okresu znanej
funkcji okresowe:

f (x) = b*(modN)
Wydawatoby s, ze jest to dé&¢ proste, szczegodlniee z okresowsri funkcji mamy:
f(x+s)=f(X = s= ki,
gdzie k jest liczlay catkowits. Jali znanych jest kilka rénych wielokrotnéci okresu, to
mozna z daym prawdopodobigstwem znalg¢ sam okresr (np. wykorzystujc algorytm
Euklidesa).

Algorytm Euklidesa

W celu znalezienia wspoélnego dzielnika dwdch lickbi B | nalezy wykona nasgpujace
kroki:

) . a
=|.calkowita+ % = B_ | .calkowita+ EZ = ...

&

w|>
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Np.

168_ , 28 35 _ 7 28 0
— =4t —= —=1l+t—=—=4+—

35 35 28 28 l 57

170, 30 35 . 5 30__. O[>

— =4+ —=—=1+ —=—=6+—

35 35 30 30 5 5
Przyktady

N =15 y=8

n 0 1 2 3 4 5 6

y" 1 8 64 512 4096 32768 262144
y"modN |1 8 4 2 1 8 4

r=4

y:-1=63= 3

, =3,5

y? +1=65= 51

N=15 y=7

n 0 1 2 3 4 5 6

y" 1 7 49 343 2041 16807 117694
y"modN |1 4 13 1 7 4

r=4

y?-1=48= 2

) =3,5

y? +1=50= 28

N =35 y=13

n 0 1 2 3 4 5 6

y" 1 13 169 2197 28561 | 371293 | 4826809
y"modN |1 13 29 27 1 13 29
r=4

y? -1=168= 20377

r

y? +1=170= 205117

Zgodnie z algorytmem Euklidesa,

w|>

&
&

Czyli dla powyszych liczb mana zapisé&

. B . a
=|.calkowita+ B — — =|.calkowita+ EZ = ...
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@:4+§3§:1+13§:4+9

35 35 28 28 7 57
170 30 35 5 30 o~
— =4+ —=—=1+—=—=6+—
35 35 30 30 5 5

Nalezy jednak zwréci uwag; na fakt,ze wartdgci rozwazanej funkgiji f (x) = b*(modN) w

odr&nieniu od prostych, gtadkich funkcji periodycznygip. sin, cos, itp.) nie wskazupa
zadrg prawidtowd¢é — mazna powiedzié, ze jest to funkcja losowego szumu z okresem.
Zaden zakres wardoi migdzy okresami nie wskazuje na prawdopodplvartai¢ okresu
funkcji. Z tego powodu w przypadku klasycznym, pmobkreélenia okresu takiej funkciji
sprowadza sido wyliczania wartéci f dla losowego zbioru liczb catkowitych do momentu

az nie zostanie znaleziona wastdunkcji identyczna do wyliczonej wcaeie).
Skalowanie

Niech n, bedzie liczky bitbw w reprezentacji binarnej liczby = pq, wtedy 2™ to najnisza
pottga 2 przekraczaga N = pq. Dla liczby 500 znakowej w reprezentacji dz¢asej
(typowy rozmiar dla wykorzystakryptograficznych), liczba bitbw w reprezentacinérnej
wynosi okoto 1700. Podobne skale ina przyjp¢ dla a, b, oraz okresy modN) r . Czyli

ztozonaé¢ problemu znalezienia okresu skaluje elkspotencjalnie n,.

W przypadku kwantowym, w zwiku z istnieniem kwantowej rownoledt, procedura
wyliczenia okresu (z prawdopodobstwem bliskim 1) skaluje siwielomianowo zn,.

Mozna rozway¢ uktad kwantowy, ktdry posiada rejestr w@pwy oraz rejestr wggiowy.
Aby umazliwi ¢ reprezentagj x i f (x) w przedziale od 0 dd\ , nalery przyja¢ rozmiary
obu rejestrow nie mniejsze min,. Dla odpowiedniej efektywrsoi przyjmuje s¢ rejestr
wejsciowy 0 rozmiarze n=2n,. Podwojenie rejestru waiowego zapewnie zawieranie
przynajmniejN petnych okreséw funkcijif .

Dziatanie rozpoczynasiod skonstruowania stanu:

1 2"-1
\/EZ|X>n f(x)>n0 '
Czyli najpierw wprowadzamy rejestr wgejowy i wyjsciowy w superpozyej bramkami
HadamardaH "" (z doktadnécia do globalnego czynnika fazowego), a ppate dziatamy
operaci U, (|x)| y)) =|¥| yO f( X).
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2"-1
Zalézmy, ze po dokonaniu pomiaru stanu\/1=2|x>n‘ f(x)>rb otrzymamy warté¢ f,,
2" X

wtedy mana zapiséastan rejestru wégiowego w postaci:

-1

| %, +kr)

0

3

), =

i

gdzie x, jest najmniejsz wartdicia x (0<x,<r) dla ktorej f(x)=f,, a m jest
najmniejsz liczba catkowity dla ktorejmr + x, > 2", zatem,

T mlE
r r
w zaleznoéci od liczby x,. Gdyby posiadakilka kopii stanu|t//>n to mazna by wykona par

pomiarow, naspnie wzié ich r&nice i w ten sposob otrzyndazbior r&znych wielokrotngci
okresu, co umdiwitoby obliczenie okresu (np. algorytmem Euklidgs Jest to jednak
niemaliwe zgodnie z twierdzeniem No-cloning. Pojedyngomiar zwréci jedynie wartg
X, + kr dla zupetnie losowegok,, co uniemaliwi wydobycie jakiejkolwiek informacji o

okresie.

Nalezy podkréli¢, ze wykonanie pomiaruf, nie jest konieczne — mpa pracowé na catym

stanie wejciowym, co w rezultacie da dodatkewsung. Taki pomiar mana rozway¢
teoretycznie i pomigt niepotrzebne cztony, nie wptyvage na dziatanie algorytmu.

Nalezy nastpnie zastosowakwantows transformat Fouriera,

U =(2n21a(x)|x>j= WCE)

x=0 x=0
2"1'27:Xy
B(x)= nZez a(x.
2 y=0

Dziatanie kwantowej transformaty Fouridda, na star11/1>n bedzie postaci,

1 ot 1 -1 m-1 127X +kr)y
U 3| +kr) = IS P
I T & s Y
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* k%

* p Kk

Jezeli teraz zostanie przeprowadzony pomiar, to pragedobigstwo p(y) otrzymania

stanu y jest kwadratem wspotczynnika sieggo przy|y>. Czynnik e ?
modutem (problem z losowym, takze). Czyli mana zapisé prawdopodobigstwo,

= i27kay |
p(y)=5-|2e”
2"'mli=s
. 2
i2my
m-1 i272'1rl1<ry 2 |1-e? m
ge - i2mmy
B 1-e?

i2mqy

- =(1-¢")(1- €)= 1- & - & + 1= 2 2com

=2(1-cowm) = { i cos%)

cosX = 1- 2siA x

2(1— coszc—’j= {} 1 2sﬁﬁj= 4stid
2 2 2

m-1 i27kry
2.7
k=0

Prowadzi to do postaci:

Okazuje s, ze powysza funkcja prawdopodolfistwa osiga maksimum przyy

n

2

i 27y
i2my |2 . on . o 7Irmy
_‘l_ezn _4S|nZT_ stT
- i2mm - i - '

1-e z"y '27?{ sin® nrg/
4si?—2 2
2
sinz TNy
p(y) == Z
2'm sinzlgny

n

zniknie pod

bliskim

catkowite] wielokrotndci 2— Mozna rozway¢ otoczenie catkowitej wielokrotsoi Z (np.
r

r

rzedu %), czyli przype y=y, = j2—+5j, gdzie ‘5]‘5% . (prawdopodohistwo powyej
r

40%)
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2" " ° mr
Wiemy, ze m jest liczlh catkowity bliska — oraz,ze —=— >N, mana zasipi¢ o
r r r

przez 1, oraz zamiehdolny sinus przez bardzo maty argument,

2
( )~ 1 |sinmo, | 2" | sinm, 2_1 Sinm, i
PO = m mo | 2mP| w | 1| m, |
2n

NI

Dla 0< xsl—ZT wiemy,ze gssinx ,askorod, <~ ,to
T

olv)=2].

Nalezy zauway¢, ze istnieje przynajmniejf —1  #ych wartdci j, okres mae by bardzo

dwa liczly, wiec wid&, ze z prawdopodobistwa minimum 40% (1:0,4055)

ﬂ2

otrzymamy zatéona wartas¢ y, ktora znajduje siw otoczeniu% catkowite] wielokrotrioi
Z
o

Jezeli znalelismy vy , ktore jest wignie w takim otoczeniu to, ntoa zapisé&

P

Znapc y orazn , otrzymujemy zatem przytgnie nal .
r
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